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RESUMEN

Se realiza este trabajo en el marco de una investigacion acerca de la Resolucion de
Problemas como herramienta de aprendizaje de la matematica.

Proclo, matematico griego, en su Comentario al libro primero de los Elementos de
Euclides, dice que a pesar de que Euclides indica la diferencia entre problema y teorema
con las palabras “lo que hay que hacer” o “lo que hay que mostrar”, respectivamente,
las proposiciones de los Elementos que son problemas contienen demostraciones que
fundamentan y justifican su resolucion y no son para mostrar la naturaleza de lo que se
ha investigado. En este trabajo se analizan desde una perspectiva antropoldgica dos de
las proposiciones de Euclides para determinar la conveniencia o no de su presentacion a
los alumnos del Profesorado en Matematica.

Marco Teérico

Como docentes del Profesorado en Matematica y Profesorado de EGB 1° y 2% Ciclos,
observamos, en los alumnos de los primeros afios de la UNLPam, dificultades en el
aprendizaje de algunos temas de matematica y en particular en los procesos de
argumentacion, justificacion o fundamentacion de conceptos presentes en la solucion de
alguna situacion-problema. Por otro lado, existen investigaciones que aportan elementos
a la enseflanza y aprendizaje de la resolucion de problemas y la demostracion y
confirman el bajo nivel de los alumnos en la resolucién de problemas y la comprension
y elaboracion de demostraciones.

Por ello es de fundamental importancia lograr que los estudiantes se sientan
comprometidos en actividades con sentido, que puedan conjeturar y aplicar
informacidn, descubrir, inventar y comunicar ideas previamente probadas a través de la
reflexion critica y la argumentacion. Se cree que la resolucion de problemas es la
actividad indicada para ello.

Sucesivas reformas curriculares del Sistema Educativo de la Argentina, ponen el énfasis
en la Resolucion de Problemas.

La Matematica se ha construido como respuesta a preguntas que se han traducido en
problemas.

Las propuestas curriculares de matematica para los niveles de EGB y Educaciéon
Polimodal de la Republica Argentina hacen referencia a la Resolucion de Problemas
como “‘la forma privilegiada para la construccion de los conocimientos matemdticos”.
En cuanto a los Contenidos Basicos para la Educacion Polimodal (1997) también estan
presentes consideraciones acerca de la Resolucion de Problemas. En las Expectativas de
Logro se manifiesta: “A/ finalizar la Educacion Polimodal, los estudiantes estardn en
condiciones de: Resolver Problemas seleccionando y/o generando estrategias, juzgar
la validez de razonamientos y resultados y utilizar el vocabulario y la notacion
adecuados en la comunicacion de los saberes”.
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Chevallard, en su Teoria Antropoldégica de lo Didactico, considera la actividad
matematica como una actividad humana e incorpora las nociones de tarea, técnica,
tecnologia, teoria. Considera como conceptos fundamentales: los objetos, los sujetos,
las instituciones y la relacién personal e institucional a un objeto.

Las tareas son consideradas como ciertas acciones con una intencion determinada y la
institucion las reconoce como lo que los sujetos de la institucion debieran hacer. La
tarea puede ser rutinaria o problematica. Se la considera rutinaria cuando su realizacion
no plantea problemas y problematica cuando su realizacion implica cierto tipo de
dificultades. Cuando una farea resulta rutinaria la persona que debe realizarla posee y
domina una determinada forma de hacer que se llama técnica.

La ejecucion de una determinada tarea supone la puesta en practica de una determinada
técnica que tiene un alcance limitado y es adecuada solo a un determinado tipo de tarea.
La permanencia de una técnica en una institucion supone la existencia de un discurso
sobre las técnicas que asegure su justificacion y su control, llamado fecnologia. La
tecnologia justifica la técnica, pero existe una justificacion de esta justificacion. Esto es,
una tecnologia de la tecnologia, que es la feoria de la técnica.

La respuesta matematica a un conjunto de cuestiones o tareas problematicas se resume
en un conjunto organizado de objetos relacionados entre si que constituyen una obra
matematica. Esta formada por elementos técnicos, tecnologicos y teoricos. Una obra
matematica es un conjunto organizado de objetos ligados entre si por diversas
interrelaciones.

La actividad matematica presenta dos aspectos inseparables: la practica matematica o
"praxis" que estd constituida de tareas y técnicas, y el discurso razonado o "logos"
sobre la préactica que consta de tecnologias y teorias. La practica matematica es
inseparable del discurso razonado y su union en la actividad matematica constituye la
organizacion o praxeologia matematica.

La praxeologia matematica, entonces, consta de un tipo de problemas determinado, una
0 mas técnicas, la tecnologia asociada y la teoria correspondiente. La praxeologia es
una componente de la obra matematica.

En la matematica griega los problemas estan asociados a la propuesta de hacer o
construir algo y se lo diferencia de otros enunciados matematicos que son los teoremas.
En los Elementos de Euclides, se diferencian claramente los problemas de los teoremas.
Los problemas terminan, en su desarrollo, con la palabra “lo que habia que hacer” y los
teoremas con “lo que habia que demostrar”.

Proclo, matematico griego en su Comentario al libro primero de los Elementos de
Euclides, pone como ejemplo de problema “construir un tridngulo equildtero sobre una
recta dada” y dice que es un problema porque sobre una recta también se puede
construir un triangulo que no sea equilatero.

Los teoremas son asi y eso es lo que hay que mostrar. Al respecto dice Proclo “si
pedimos inscribir un dangulo recto en un semicirculo, formulando la peticion como
problema, la consideraremos extraiia a la geometria porque todo dngulo inscripto en
un semicirculo es recto”. En este caso no hay nada que crear ya que toda vez que se
dibuje un angulo inscripto en un semicirculo sera recto sin que haya que hacer nada para
lograrlo.

Seiiala Proclo que a pesar que Euclides indica la diferencia entre problema y teorema
con las palabras “lo que habia que hacer” o “lo que hay que mostrar”, las proposiciones
de los Elementos que son problemas contienen demostraciones que sirven para
fundamentan y justifican las construcciones del problema y no para mostrar la
naturaleza de lo que se ha investigado.
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Segun Puig, L (1996) “... que en los problemas de matemdtica hay que hacer algo con
los objetos matemdticos que aparecen en ellos, una construccion con figuras, un
cdalculo con numeros, etc, y que el procedimiento con que ese algo finalmente se
obtenga ha de probarse mediante una argumentacion, cuyas reglas estan establecidas
por un marco discursivo determinado, propio de una prdactica matemdtica concreta”.

Las Proposiciones de Euclides

Algunas de las proposiciones de Euclides, concebidas como problemas y tal que su
resolucion contiene una demostracion, son analizadas segun la Teoria Antropoldgica de
lo Didactico, con lo cual se pretende mostrar la conveniencia de proponer este tipo de
analisis a los alumnos del Profesorado en Matematica, por la riqueza de conceptos
matematicos que pueden exhibirse debido a la necesidad de justificar su uso.

Se transcriben a continuacion las Proposiciones 1 y 2 como asi también la resolucion
realizada por Euclides y comentadas por Emanuel S. Cabrera (1949).

Proposicion 1: Sobre una recta finita (segmento) construir un triangulo equilatero.
[Datos] Sea AB la recta finita dada.

[Incognita] Se pide construir un triangulo equildtero sobre la linea recta AB.
[Construccidén] Con centro en A y distancia AB se describe el circulo (circunferencia)
BCD (Postulado 111); y nuevamente, con centro B y distancia BA se describe el circulo
ACE (Postulado III);
v desde el punto C, en que los circulos [circunferencias] se cortan entre si, se trazan las
rectas CA y CB que lo unen a los puntos A y B (Postulado ).

C

)

Y puesto que el punto A es el centro del circulo CBD, es AC igual a AB [Definicién 15].
Por otra parte, desde que el punto B es el centro del circulo CAE, es BC igual a BA
(Definicion 15).

Pero se ha demostrado, que CA es igual a AB; entonces cada una de las lineas rectas
CA, CB son iguales a AB.

Y como cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si, [Axioma 1], entonces CA
es igual a CB.

Luego las tres lineas rectas CA, AB, BC son iguales entre si.

Y por lo tanto el triangulo ABC es equildtero, y ha sido construido sobre la linea recta
finita dada AB. L.C.Q.H (lo cual queriamos hacer)

Comentarios

Euclides, hace referencia a Postulados 111, Postulado I, Definicion 15 y Axioma 1 para
justificar los procedimientos que considera en la Construccion:

Postulado I: Desde un punto a otro cualquiera se puede trazar una linea recta.
Postulado III: Se puede describir una circunferencia con cualquier centro y con
cualquier distancia [como radio].
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Definicion 15: Circulo es una figura plana comprendida por una sola linea tal que
todas las rectas [segmentos] conducidas de un punto entre aquellos que estan en el
interior de la figura son iguales entre si.

Axioma 1: Cosas [o entes] iguales a una misma cosa, son iguales entre s.

Analisis desde la teoria antropologica

Teniendo en cuenta la Teoria Antropoldgica de lo Didactico se distinguen, en la
Construccion, las instancias correspondientes a las tareas y técnicas y las tecnologias y
teorias asociadas y las relaciones entre ellas como elementos de una organizacion
matematica.
La Proposicion 1 propone: Construir un triangulo equilatero sobre la linea recta AB.
Desde el punto de vista de la Teoria Antropologica se puede considerar que se propone
una actividad no resoluble inmediatamente, es decir es una tarea problematica. Se
pretende convertir esta tarea problematica en tarea rutinaria, es decir en tarea realizable
con éxito. Para ello se ha encontrado una manera de hacer, de poder arribar a la solucion
de la propuesta. Esta manera de hacer, de construir el tridangulo pedido, es la técnica.
La determinacién del punto C, tercer vértice del triangulo pedido, como interseccion de
dos circunferencias es la técnica que permite realizar la tarea de una manera sistematica
y segura: Con centro en A y distancia AB se describe el circulo (circunferencia) BCD
(Postulado III); y nuevamente, con centro B y distancia BA se describe el circulo ACE
(Postulado I1I); y desde el punto C, en que los circulos [circunferencias] se cortan entre
si, se trazan las rectas CA 'y CB que lo unen a los puntos A y B (Postulado I).
La técnica asociada a la tarea pone de manifiesto la existencia de un discurso
interpretativo y justificado de la misma y de su ambito de aplicabilidad o validez. Este
discurso recibe el nombre de tecnologia.
La tecnologia asociada a esta técnica y que la justifica, es el Postulado de Continuidad.
El Postulado de Continuidad se encuentra implicito en el desarrollo de la construccion,
pero no se menciona explicitamente. Segin Emanuel Cabrera, este postulado se
enunciaria diciendo “Dos circunferencias iguales en las que el centro de una es un
punto de la otra, se cortan en dos puntos solamente”.
La técnica considerada pone de manifiesto nuevas tareas:

1. Trazar el segmento AB.

2. Trazar las dos circunferencias, cada una de ellas centrada en un extremo del

segmento dado.

3. Determina la igualdad de | os segmentos lados del tridngulo.
La técnica asociada a tarea 1, es el trazado con regla y compas de un segmento y la
tecnologia que sustenta a la técnica es el Postulado I Desde un punto a otro cualquiera
se puede trazar una linea recta.
La técnica asociada a la tarea 2 es la técnica de los lugares geométricos. Esta técnica
estd justificada por el Postulado II: Se puede describir una circunferencia con
cualquier centro y con cualquier distancia [como radio], con lo que este Postulado se
convierte en la tecnologia asociada.
Actualmente podemos decir que esta tecnologia subyacente, consiste en definir la
circunferencia como lugar geométrico de la siguiente manera: E/ conjunto de puntos del
plano a igual distancia d de un punto A es la circunferencia de centro A y radio d.
Respecto de la tarea 3, la técnica consiste en considerar los segmentos lados como
radios de un circulo, la comparacion de dichos segmentos dos a dos. La tecnologia que
fundamenta este procedimiento se expresa por:
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Definicion 15: Circulo es una figura plana comprendida por una sola linea tal que
todas las rectas [segmentos] conducidas de un punto entre aquellos que estan en el
interior de la figura son iguales entre si.

Axioma 1: Cosas [o entes] iguales a una misma cosa, son iguales entre s.

La teoria que sustenta esta tecnologia es la Geometria Axiomatica de Euclides,
contenida en la obra Los Elementos.

La obra matematica en este caso se constituye con la proposicion, la construccion y la
demostracion de la igualdad de los lados del triangulo construido, con los postulados,
axiomas y definiciones utilizadas para justificar y validar los procedimientos.
Proposicion 2: Por un punto dado (como extremo) llevar [construir] una linea recta
[segmento] igual a otra recta [segmento] dada.

>

4G

L

[Datos] Sea A el punto dado, y BCla linea recta dada.

[Incognita] Se pide llevar desde A (como extremo) una linea recta igual a la recta BC.
[Construccion] Se une el punto A al punto B por medio de una linea recta AB
(Postulado 1) y se construye sobre ella el triangulo equildtero DAB (Proposicion 1).

Se prolongan en linea recta DA y DB en las rectas (semirrectas) AE y BF,
respectivamente (Postulado 11); y con centro B y distancia BC se describe la
circunferencia CGH (Postulado IIl); y de nuevo con centro D y distancia DG se
describe la circunferencia GKL (Postulado III).

Entonces, desde que el punto B es el centro de la circunferencia CGH, es BC igual a
BG.

Ademas, puesto que el punto D es el centro de la circunferencia GKL, es DL igual a
DG.

Y de estos (segmentos), DA es igual a DB, por lo tanto los (segmentos) remanentes AL y
BG son iguales (Axioma 3).

Pero se ha demostrado que BC es igual a BG, por lo tanto cada uno de los (segmentos)
AL y BC son iguales a BG.

Y cosas iguales a una misma cosa son iguales entre si (Axioma 1), resulta que AL es
también igual a BC.

Luego por el punto dado A se ha llevado la linea recta AL igual a la linea recta dada
BC. L.C.Q.H (lo cual queriamos hacer)

Comentarios

En esta proposicion, Euclides hace referencia a:

Postulado I: Desde un punto a otro cualquiera se puede trazar una linea recta.
Postulado II: Se puede prolongar una linea recta limitada, indefinidamente en linea
recta.

Postulado III: Se puede describir una circunferencia con cualquier centro y con
cualquier distancia [como radio].
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Proposicién 1: Sobre una recta finita (segmento) construir un triangulo equildtero.
(Analizada anteriormente).

Axioma 1: Cosas [o entes] iguales a una misma cosa, son iguales entre si.

Axioma 3: Si a iguales se sustraen iguales, los restos son iguales.

Analisis desde la teoria antropologica

La tarea a realizar en este caso, es: Por un punto dado llevar una linea recta igual a
otra recta dada, esto es, consiste en construir un segmento igual a otro dado.

La técnica que se pone de manifiesto es la de los lugares geométricos al construir las
circunferencias. Y la tecnologia asociada esta dada por los Postulados, Proposiciones y
Axiomas que se mencionan y que justifican en cada caso la manera de hacer.

La tarea primera se divide en subtareas: 1. Trazado de segmento; 2. Construccion de un
triangulo equildtero; 3. Determinacion de las semirrectas que contienen a un segmento
dado; 4. Trazado de circunferencias; 5. Comparacion de segmentos

Cada una de estas tareas tiene una técnica asociada y una tecnologia subyacente.

Para la tarea 1, la técnica es la construccion con regla del segmento AB y la tecnologia
que la fundamenta es el Postulado 1.

Para la tarea 2, la técnica es la interseccion de dos circunferencias y la tecnologia
asociada es la Proposicion 1.

Para la tarea 3, la técnica es el trazado de una semirrecta con regla y la tecnologia
correspondiente es el Postulado II.

Para la tarea 4, la técnica consiste en considerar los segmentos como radios de un
circulo y la comparacion de dichos segmentos dos a dos. La tecnologia que fundamenta
este procedimiento se expresa por los axiomas 1y 3.

La teoria asociada es la Geometria Axiomatica de Euclides.

Conclusiones

La ensefianza- aprendizaje de la matematica es una actividad que consiste en reconstruir
y activar ciertas organizaciones matematicas, esto es resolver tareas aplicando
determinadas técnicas justificadas por las tecnologias y teorias correspondientes. La
enseflanza consiste en propiciar la activacion de la organizacion matematica y dirigir la
reconstruccion.

Por ello el analisis de algunas de las Proposiciones de Euclides, desde la perspectiva de
la Teoria Antropoldgica de lo Didactico, pone de manifiesto la riqueza de conceptos
matematicos involucrados en la resolucion. Resultaria de interés considerar, con los
alumnos de la carrera Profesorado en Matematica, futuros docentes en los niveles
educativos EGB y Polimodal estas proposiciones y efectuar su andlisis desde la
perspectiva que se ha planteado en este trabajo. Ello incorporaria en los alumnos el
habito de efectuar, para los problemas que planteen, un minucioso analisis de los
mismos que redundara en beneficio de acrecentar los conocimientos matematicos y por
ende se veran sus efectos en el desarrollo de sus clases en los niveles que le
correspondan.
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