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Resumen

A partir de tres vectores linealmente independientes en R3 | y bajo otras condiciones, se
construye una norma ¢ sobre R3 cuyas esferas de centro G y radio r > 0, son troncos de
dipirdmide regular octagonal afin recta de centro GG. También, dado un poliedro § de este
tipo, se establece que §, es también un cuerpo normado, respecto a esa norma ¢ construida
a partir de §. La representacion unificada de ¢ permite el estudio riguroso y versatil de la
estructura geométrica de §, asistida por la nocién de homotecia.

Introducciéon

En la Geometria Sélida hay un gran vacio sobre el estudio formal de los truncamientos de
los poliedros convexos mas notables. Uno de estos truncamientos es el tronco de dipirdmide
regular octagonal afin recta, considerado como un sélido macizo y cerrado § de centro G (Ver
Definiciones 1 y Figura 2).

En este documento se indaga la geometria de § considerandolo como una esfera cerrada de centro
G respecto a una norma ¢ sobre R3. En efecto, se concibe ¢ en términos de tres vectores A, B,
C linealmente independientes en R y un real a > 1, presentes en la representacién unificada de
¢ (Lema 2), tal que S, [G], la esfera de centro G y radio r > 0, respecto a la norma ¢, es un
s6lido §. (Teorema 1), habiendo previamente obtenido una correlacién lineal entre los vértices
de la dipirdmide regular octagonal (Ver Definicién 1, Figura 1 y Lema 1).

También, dado un tronco § se construye la norma ¢ sobre R?, respecto a la cual § es una esfera
cerrada de centro G, es decir, se establece que § es un cuerpo normado (Corolario 1).

Toda la trama matematica, aqui desarrollada, articula nociones de algebra lineal, topologia y
analisis convexo, constituyéndose asi, en una vision moderna sobre la geometria de §, en la cual
subyace la nocién de homotecia.

Denotaremos con letra maytscula los puntos de R3, su producto interior usual por un punto - y
el producto vectorial mediante una cruz x

Los lemas 1, 2, el teorema 1 y el Corolario 1, consignados en la presente investigacion son
originales. Constituyen aportes concebidos y demostrados por el autor.

1. Preliminares geométricos y topolégicos

Definicién 1. Se dice que una pirdmide es reqular si su base es un poligono regular y sus caras
laterales son tridngulos isosceles.
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Haciendo coincidir las bases de dos piramides regulares congruentes, obtenemos una dipiramide
regular. La base comin de las dos piramides es la base de la dipirdmide.

Un tronco de piramide es la parte de una piramide comprendida entre la base y una seccién
paralela a la base. Esta seccién es la base superior del tronco, y la base de la piramide, la base
inferior del tronco.

Haciendo coincidir las bases inferiores de dos troncos de piramides regulares, congruentes, obte-
nemos una dipirdmide regular truncada o tronco de dipiramide regular. La base inferior comun
de los dos troncos y sus bases superiores, son la base inferior y las bases superiores del tronco
de dipiramide regular, respectivamente.

Un tronco de dipirdmide regular afin es la imagen de un tronco de dipirdmide regular bajo un
automorfismo affn de R3. Andlogamente se define poligono regular afin y los otros afines del
presente contexto.

En particular, una dipiramide regular afin recta es una dipirdmide regular afin tal que la recta
a través de sus dpices interseca perpendicularmente a la base en su centro.

A continuacion se expresa cada vértice de la base de una dipiramide regular octagonal como
una combinacién lineal promedio (la suma de cuyos coeficientes es uno) del centro y dos vértices
consecutivos de la base.

Lema 1. Consideremos la dipiramide reqular octagonal de centro

! 1 ! ! .
Gzi(Vi—i— a)s i=1,...,4, (1)
vértices VY, ..., C§ y dpices W', 2G" — W', dispuestos como en la Figura 1. Entonces

Vi=—V{+V2V4+ (2-V2)G",

Vi=—V2V] + V3 +2G

Vi =-V]+2G", Ve = —Vy +2G7, (2)
Vi=-V5+2G

Vi =2V = Vi +(2-2)&

Demostracion. Consideremos el octagono regular (V/ — G)...(V{ — G) de centro el origen 0, el
trasladado de V... Vg por —G (Ver Figura 1). Los vectores V] — G’, V/ — G’ son linealmente
independientes en R? , por tanto (V/ —G’) x (VJ’ — @) son vectores no nulos y normales al plano

(un subespacio de R? ) del octdgono de centro 0, y tienen la misma direccién y sentido, para
todo1 <1<y <4.

T
A la luz de estas observaciones y notando que la medida del angulo ZV/ GVj’ es Z|Z —Jjly i, i =

1,...,4, existen escalares s y ti tales que
Vi—G =s,(V] - G)+t,(Vs -G, k=34

Multiplicando vectorialmente ambos miembros, sucesivamente, por V§ — G’ y V] — G’ aparece,
al tomar seguidamente la norma euclidea,

sk:_\/iseng(k_m y tk:\/isen%(k—l), k=34
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Figura 1. La dipiramide regular octagonal de dapices W' , 2G'-W' y centro

=+ (V+ V) = Loven 4

Fuente: El Autor

De aqui se siguen las expresiones para V4 y V/ en (2). Las demds representaciones en (2) se
siguen de (1) y V4V,

Lema 2. Sean, a > 0 y A1,..., Ay , C vectores en R3, tales que A1, Ay y C son linealmente
independientes. Si ¢ : R> — R es la funcion representada por
4
cp(X)—ma’x{Z|A4-X|+|C-X|, a|C-X|}, (3)
k=1

para todo X € R3, entonces ¢ es una norma sobre R3.
Demostracion. ¢(X) =0 es equivalente al sistema de ecuaciones
Ap- X =0, k=1,...,4, C-X=0

Por ser det (A A2 C) # 0, el rango de la matriz de los coeficientes es tres, y el sistema tiene como
solucién unica X = 0. Las otras dos propiedades ¢(A X) = [A|p(X), A € R, y la desigualdad
triangular para ¢, son faciles de demostrar.
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2. Una construccion algoritmica del tronco de dipiramide
regular octagonal afin recta

Teorema 1. Sean, a > 1 y A, B, C, G wvectores en R® tales que A, B, C son linealmente
independientes, C' unitario y

A-C=B-C=0 (4)
Hagamos,
1
Ay = 5{—\/§k+ (2—V2)|k—3[+3vV2-2}4
1 5
+5{ 2= VIR + (V2 2)lk 2]+ 201~ V)l — 3] + 4(v2 - 1)} B, (5)
k=1,...,4
y consideremos para estos puntos a, Aq,..., A4, C, la norma ¢ sobre R® representada en (3).

Ademds, sir >0y
A =det (A, B, C), (6)

sean los puntos
Viepi = G — (2+ V2)bA(i + 3|i — 8| — 24)c
—l—b{(l —2a)i+ (3 —2a)|i — 8| + 32a — 24}A5k x C,

(7)
Vk+i+4 = Q{G - (2 + \/i)bA(l + 3|Z - 8| - 24)0} - Vk+i,
1=0,8,16 Y k=1,...,4
donde
b a tr (8)
C16(2+V2)A

Entonces, S.[|G] la esfera cerrada de centro G y radio r, respecto a la norma ¢, es el tronco
de dipiramide regular octagonal afin recta, maciza y cerrada, centralmente simétrica en G, de

vértices Vi, ..., Voy dados en (7) y dispuestos como se muestra en la Figura 2, con las siguientes
propiedades
(i) Si
EB,L = conv {‘/;'-&-17"'7%4-8} ) (9)
8

entonces Pi es una region cerrada octagonal regular afin, de centro
8

G — (24 V2)bA(i+ 3|i — 8] — 24)C
1
§(Vk+z -+ Vk+i+4) s k= 1, ceey 4
y plano
(X—GQ)-C=—(2+V2)bA(i+3|i — 8 —24) , (11)

para todo 1 =0, 8,16
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(ii) Po es la base de la dipiramide regular afin de centro G y apices W y 2G — W, de la cual
procede Sy[G|, donde

W=G+rC (12)
(Ver Figura 2).

(iii) Si f : R® — R3 es la homotecia representada por

FX) =W + %(X W) (13)

-1
, entonces f(Po) = Pi, es decir, Po y P1 son homotéticos, y por ende

a
de centro W y razon

PBo y P1 son octdgonos requlares afines y semejantes, siendo Py y Po poligonos congruentes (iv)

Figura2, S [G] es el tronco de dipirimide regular octagonal afin recta de centro G, bases superiores
¢ .% = 2G-%,. ybasecinferior %,

G-W

Fuente: EI Autor

Las caras laterales de S,[G] son trapecios tales que

Vi Vo ViV, Vo V3 Vi Vi, V3 Vi Via Viq, (14)
Vi Vs Viz Vo,
estdn en los planos
4—k 4
X-G)-[>XAN—- > N+C) =1,
j=1 i=5—k (15)

k=1,....4,
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respectivamente; las caras

Vs Vs Via Vs, Ve V7 Vis Vi, (16)
Vi Vs Vig Vis,
en los planos
4k 4
(X—G) C_ZA1+ZAZ =r,
i=1 i=5—k (17)

k=1,2,3,

respectivamente, y la cara Vg Vi Vo Vig en el plano

4
(X—G)-(C—l—ZAi) =r (18)
=1

Las caras opuestas (y paralelas) respecto a G, de todas estas ocho caras, tienen planos con
representaciones de la misma forma anterior, cambiando r por —r.

Demostracion. De (5), .. .. (8), (12) y de las propiedades de los determinantes, y por el hecho
de ser C' un vector unitario, obtenemos

det (Vi — G, Vo — G, W — G) = —256™%b*rA # 0,

es decir, G, Vi, Vo y W son afinmente independientes en R? | lo mismo que G’ , V| ,Vy , W' en
la dipirdmide regular octagonal de la Figura 1, de hecho no degenerada.

Por tanto existe un tnico automorfismo affn ¢ : R? — R? tal que

G =G |74 k=1,2
g( ) ’ g( k;)7 ) “y (19)
gW')=w
Teniendo presente (5), puede verificarse que los puntos V3, ..., Vg definidos en (7) son combina-

ciones lineales promedio de G, Vi, Vs, andlogas a las correspondientes en (2). Por tanto, se sigue
de (2) y (9) que

gVl)=V; , 1=1,...,8,

9(2G" = W') = 29(G) — g(W') =2G = W,
dado que g preserva tales combinaciones. Se sigue, de acuerdo a las definiciones 1, que V7 ... Vg
W(2G — W) es una dipiramide regular afin, de base el octdgono regular afin V;... Vg, cuya

envolvente convexa es Py segun (9), de centro G y apices W, 2G — W y vértices dispuestos como
se muestra en la Figura 2. Ademas,

(Vi — G) x (Vo — G) = —128a%v*r 1 A{W — (2G — W)},

y por esto la dipirdmide regular afin es recta (Ver Definicién 1). Ahora consideremos a este
poliedro como un sélido macizo y cerrado D, esto es,

D = conv {V1,..., Vs, W,2G — W} (20)
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la envolvente convexa de sus vértices ([1] p. 158 Theorem 17.2; p. 12 Corollary 2.3.1).

Ademés, tomando ¢ = 0 en (7) obtenemos

V—k=G+16abAs_ xC
Viea =2G — Vi, k=1,....4,

por lo cual, segtn (8), (12) y (13) recibimos,

-1
f(Vi) = G +71C+ (G +16ab A5 x C G~ C)

=G +a 'rC+16(a— 1)bAs_ x C
= Vias (Por (7) con ¢ = 8),
y
J(Viga) = F(2G = Vi) = 2f(G) — f(V&)
=2(G+a r0) — Visg = V12,

para todo k = 1,...,4, dado que f es también un automorfismo afin de R? y por tanto preserva
las combinaciones lineales promedio. Por tanto f(Po) = P, es decir, Py y P son octdgonos
regulares afines y semejantes. Ademas P71 y B son poligonos congruentes, dado que Py =
2G — Py segun (7). Es fécil verificar que todos los puntos en (7) satisfacen la ecuacién (11), y
por esto P i estd en ese plano. Ademads, el centro de B i esen efecto (10), dado que esta ecuacién

es equivalente a la segunda ecuacion en (7).

De (13) y (7) recibimos las siguientes combinaciones convexas,

a—1 1
Virs = f(Vi) = , Vk‘f'EW , k=1,..,8,
-1 1 v i 1<k<4
a Vi+ - (2G—W) = k+20 S? Sk
a V12 5 si 5<k<8

segin las cuales los vértices de P; y los de Py estdn en el interior relativo de las aristas laterales
ViW y V—k(2G — W) de la dipirdmide D en (20) , respectivamente, para todo k = 1,...,8
(Ver Figura 2). Por tanto, la parte de D comprendida entre los planos paralelos de L1 y P es
un tronco de dipirdmide regular octagonal afin, recta, de vértices Vi, ..., Vo dispuestos como
en la Figura 2, centro (segun (7)) ,

G= (Vs + Vip12) — a~lrC

N

(Vi + Viya) =

(V16 + Viey20) +a~trC k=1,....4,

N —po| =

bases superiores P y PBo de centros G 4+ a 'rC y G — a~'rC, respectivamente y base inferior
Py de centro G. Hagamos entonces

§ = conv {V1,...,Vas}
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la envolvente convexa de los vértices del tronco. Teniendo presente (4), . . ., (7) y las propiedades
de los determinantes, es una mera rutina verificar que las caras trapezoidales de § listadas en
(14), (16), y la cara Vg V4 Vg Vi, estén en los planos (15), (7) y (18).

Siendo cada X en § una combinacién convexa de la forma

24 4
X = Z A V= Z Z()\k+ivlc+i + MtitaViriva)
Jj=1 i€{0,8,16} k=1

4
= > Z{(/\;m — Mewitd)Vieri + 20tisaG — 2Xriga (2 + V2)DA(i + 3|i — 8] — 24)0}
i€{0,8,16} k=1

(Por la segunda ecuacién en (7))

4
= Z{(/\k+i = Metitd) (Viri = G) + (Mti = Akyiga) G
i€{0,8,16} k=1

+ 2,444 G — 2/\k+i+4(2 + \/E)bA(Z + 3‘i — 8‘ - 24)0}
4 4
= Y D kit Mrisa)G+ Y Z{(/\zm = Aitita) (Visi — G)
i€{0,8,16} k=1 i€{0,8,16} k=1
— 2N\ pita (2 + V2)bA(i + 3|i — 8] — 24)0}

4
=G+ > Z{()‘kﬂ — Mepita) (Viess = G) = 2Xipa (2 + V2)bA(i + 3Ji — 8] — 24)0}
i€{0,8,16} k=1

4
=G+ > Z{—()\k+i—)\k+i+4)(2+\/E)bA(i+3|i—8|—24)C

i€{0,8,16} k=1
+ (ki — Mogiza)[(1 — 2a)i + (3 — 2a)]i — 8] + 32a — 24]A5_j, x C

— 2Ak+i+4(2 + \/i)bA(Z + 3|Z — 8| — 24)0}
4
=G+ > Z{(AW + Megisa) (2 + V2)bA(i + 3|i — 8] — 24)C
i€{0,8,16} k=1
+ (Mei — Megira)D[(1 — 2a)i + (3 — 2a)|i — 8| + 32a — 24]A5_ x c} :

donde
M+t Ay=1 ycada/\jZO,

se desprende, teniendo en mente (4), (5) y (6),

4
A (X=G) = D > kpi 4 Meyira)d{(1 - 2a)i
1€{0,8,16} k=1

+ (3 —2a)i — 8|+ 32a — 24} det (A}, As_y, C)
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= SbA{ [a()\l - A5) + (CL — 1)(/\9 — )\13) — (CL — 1)(/\17 - Agl)] [(\/ﬁ — 2)]
+2(1 = V2)|7 = 2|+ (V2 = 2)|j = 3] +6 — V2] + [a(X2 — Xe)
+(a—1)(Ao — Aa) — (@ — 1)(Ais — Aa)] [-V25 + (V2 —2)]j — 2|
+2(14v2)] + [a(X3 = A7) + (a— 1) (A1 — A1) (21)
—(a—=1)(Mg — A23)] [-V2j + (2 v2)|j - 3] +3v2 2]
+a(As = Xg) + (a = 1)(M2 = Aig) — (@ = 1)(Aao — A2a)] [(V2—2)j
2=Vl -2+ 2v2- Dl =3 +4-4v3] |,

(X=G)-C=a""r> (“Aris — Aer16) » (22)
k=1

_|._

4
SN (X = Q) + (X —@)-C| < sm{wl — As| 4 (@ — 1)[Ag — Ay
=1

I3 0|(vVE=2)j+201 - VD)l - 21+ (V2= 2)[j - 3+ 6 - V7|

Jj=1

IS
\
—_
=
>
=
-
\
>
[\)
=

4
+ [alA2 = Ag| + (@ = 1)[A10 — Ara] + (@ — 1)[A1s — Aaal] Z‘—\@j +(V2-2)j -2
j=1

4
+2(1+ \/5)‘ + [a|)\3 = A7l 4+ (@ — 1)[A11 — Ais| + (@ — 1) [ A9 — )\23@ Z‘—\/Qj

J=1

+ (2— \/§)|j— 3’ +3\/§— 2’ + [a|)\4 —)\8| + ((1— 1)|A12— )\16‘

4
+a= Do [(VE=2)j + (2= VB~ 2+ 2VE- i 31 +4- 4]}
7=1
8

+a tr Z()\k+8 — Ait16)
=1

= 8bA{2(2 + \/i) [a|)\1 — )\5| + (CL — 1)‘)\9 — )\13’ + (CL — 1)|)\17 — )\21‘:|
+ 2(2 + \/5) [a|)\2 — /\6| + (a — 1)|)\10 — )\14| + (CL — 1>|)\18 — )\22|1|
+2(2+ \/5) [a|)\3 — /\7| + (a — 1)’)\11 — )\15| + (a— 1)|)\19 — )\23@

+2(2+V2) [a|)\4 —Xs| + (a = 1)|A2 — Aig| + (a — 1)| Ao — )\24|} } +atr(Ag+ -+ Aog)

= alr{a|)\1 — sl + (a— D) Ag — Mi3| + (a — 1)|A17 — Xat| + a| Ay — Ag|

+ (a - 1)|)\10 - )\14| + (a - 1)|)\18 — )\22‘ + a|)\3 - )\7‘ + (CL - 1)|)\11 — )\15|
+ (a = 1)[A19 — Ags| + a|As — As| + (@ — 1)|Ad12 — Aig| + (@ — 1)[A20 — Ao

+(>\9—|—"'—|—/\24)}

389



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

galr{a()\1+--~—|-/\8)+(a—1)(/\9+"'+)\24)+(/\9+"'+/\24)}

:ailfa()\1+--~+/\24):r,
al(X —=G)-Cl<r(Ag+ -+ Aag) <71,

y por ende, a la luz de (3), p(X — G) < 7, esto es, § C S,[G] la esfera cerrada de centro G y
radio r respecto a la norma ¢.

Por ser (X — G) una funcién real convexa, propia y cerrada, para todo X € R3 | entonces
Fr(S[G)) ={X eR® | (X ~G) =}

([1] p. 59, Corollary 7.6.1).

Si X € Py = conv {Vy,...,Vig} C F existen Mg, ..., A\ no negativos, Ag + - - - + A6 = 1, tales

que
1

X=0Vi+ - +0Vg+ Y 6MV;+0Vig+---+ 0V,
j=9

reduciéndose (22) a
(X-G)-C=—atr(Ag+ -+ Xig) = —a"'r,

o equivalentemente,

aX-G)-C=—r,

por lo cual, segin (3),
(X —-G)=r y conv {Vy,...,Vig} C F.(S/[G])

Si X € conv {Vq, Vo, Vi, Vo} C § existen escalares A1, A, A1g, Ag no negativos, A1+ +A19+Ag =
1, tales que

X =MVi+ XV + (0V3 + -+ 0V8) + AV + AoVio + (OVH + -+ 0V24),

reduciéndose las expresiones en (21) y (22) a
A (X -G) = 8bA{ [aA1 + (a— 1)Ag] [(\/5 —2)j+2(1-v2)|j - 2|

(\[—2)|j—3|+6—\/§} + [aXa + (a — 1)Aq0] {—\/ij+(\/§—2)j—2|+2(1+¢§)” ,
(X -G)-C=—[(X-G)-Cl=—a"'r(\g+ Ao)
lo que implica

AL (X —G) = |Ar- (X — @) = 16bA{a\; + (a — 1)ho + V2[ars + (a — 1))},
Ay (X = G) =[A2- (X — G)| = 16bA{V2[a\ + (a — 1)Ag] + ada + (a — 1)A1o},
As- (X —G) =[N3 (X — G)| = 16bA{a\; + (a — 1)Ag},

Ay (X —G)=—|As- (X — G)| = —16bA{ars + (a — 1)A1g},
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(X -G+ (X -G)-C|

HM%

= 16(2 +V2)bA{ar; + ada 4 (a — DAg+ (a — D)Aro} + a~'r(Ag + A1g)
= ailr{a)\l +ary+ (a—1)Ag+ (a— 1)A10+ Ag + Ao}
=r(AM+X+ Ao+ Ao) =1,
al(X = G)-Cl=r(Ag+Aio) <1,
por esto, segiin (3), (X —G)=r y  conv {V1, Vs, Vig, Vo} C F.(S,[G]).

Asi, utilizando (21) y (22) en general se prueba que Bo y todas las caras trapezoidales de §,
VsViVoVig v las listadas en (14), (16), estan contenidas en la frontera de S,.[G]. Por tanto

FeslGl vy F(3) CF(S[G]) (23)
Si X € S,[G] ~ § entonces X es un punto interior de R* ~ § por ser § cerrado, y el segmento
GX C S,[G] interseca a F,.(F) en un punto P entre G y X (por ser § un poliedro convexo),

esto es, P € int (Sy[G]) ([1] p. 45 Theorem 6.1) y ademds por (23) P € F,.(S,[G]) lo cual es
imposible. Asi que S,[G] C §.

3. El tronco de dipiramide como cuerpo normado

Corolario 1. Sea § un tronco de dipirdmide reqular octagonal afin recta, maciza y cerrada, de
vértices Vi, . .., Voyu dispuestos como en la Figura 2, centralmente simétrico en el punto

1
G = §(Vz + Vi-i—4)

1 24
= 5V + Vi) &
i=1,...,4; i=9,...,16,

de base inferior la region cerrada octagonal regular afin Po = conv {Vi,...,Vs} de centro G,
y bases superiores las regiones cerradas octagonales regulares afines By = conv {Vo, ..., Vig} v
PBo = conv {Vi7,...,Vas} de centros
1
G = §(Vi+8 + Vit12) y
1 25
Gy =2G -G, = 2( i+16 + Vit20), )
1=1,...,4,
respectivamente. Si 1
o = Vi = Val (I = all = [V ~ Vaol (26)

Yy V:det(Vl—G, VQ—G, G1—G), (27)
hagamos

W =aG1+ (1-a)G (28)
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Y
el )
A = (ﬁg \/_)GH (Vi —G) x (G —G),
_aflGy _ _ (29)
B = CEY:ins (V3 =G) x (G1—-G) ,
C =G -G (G- Gq)
Entonces,

(i) a y los vectores A, B, C' satisfacen todas las hipdtesis del Teorema 77 Ademds, si Ay es el
vector representado en (5), entonces

:M(V —G)x (G — Q)
2+v2)v " L (30)
k=1,....4

(ii) Referente a estos puntos a, C'y Ay, representados en (26), (29) y (30), el tronco de dipiramide
T es la esfera cerrada de centro G y radio a ||G1 — G||, respecto a la norma ¢ sobre R3 definida

en (3)

(iii) El tronco § proviene de la dipirdmide regular afin de base Po, centro G y dpices Wy
2G-W

Demostracion. Siendo de hecho § un poliedro no degenerado (la imagen automorfa afin de un

tronco de dipirdmide regular), entonces automaticamente el determinante V definido en (27) es

no nuloy G; —G # 0. Asi, teniendo presentes (29) y (2) obtenemos, de acuerdo a las propiedades

de los determinantes,

—a’||G1 =GP
(2+12)2V

por lo cual A, By C son vectores linealmente independientes en R . Ademds, segiin (29), C' es

A =det (A, BC) = £0, (31)

unitario y satisface (4).
De (5) obtenemos, Ay = A, Ap = B, A3 = ~A++VByAy=—2A+ B,

o bien, segun (29),

= 762!(?\;_?“{—0/4 —G)+V2(V3 — G)}X(G1 -G)
ngilfG||{f Vi—G)—(Va—G)—vV2(V1 — G) +2(Va — G)} x(G1 — G)
(por (2))
GGl e
= m(‘@ - G) x (G1—G).
Anélogamente se prueba que
—V2A+ B = CM(W —G) x (G - G).
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Se infiere, que el vector Apdefinido en (5) tiene la representacién (30), para todo k=1,...,4.

De acuerdo a las definiciones 1, las bases PBg y P del tronco §F son octagonos regulares afines
semejantes, y por esto sus lados correspondientes son proporcionales, esto es,

Ve = Vil (Vs = Vi

_ k=1,....7 32
Vs = Viroll -~ Vi =Vl (32)

Sea P el apice de la dipiramide regular afin recta D, de centro GG, de la cual proviene §, tal que

G (el centro de ;) esta entre G (el centro de Pyp) y P. Entonces el rayo PVj), de punto inicial
P, pasa por Viis, Viys entre Py Vi, para todo k = 1,...,8. Pero entonces existe un escalar
Ak, 0 < Mg < 1, tal que

Vits = A Vi + (1 - /\k)P, (33)

o equivalentemente,
Vits — P =X (Vi — P),

lo que implica
I|P=Vil| 1
= S,

[P —Viis M (34)

k=1,...,8

Ahora, los triangulos PV Vi1 v PViysVito son semejantes, por esto,

Vi — Vi P-V
Ve=Venll _ IP=Vl )
Vit = Visoll - [[P = Viegs]|
De (32), (34) y (35) concluimos
Virs — Vi
N [[Vits — Virol|
||Vk - Vk+1|| (36)
Vi — Val|
= T 511 ) k= 1) . a77
[[Vs — V1|
y por ende, el real a en (26) estd bien definido y
A= ! 1 37
Dado que G estd entre G y P, existe o € (0, 1) tal que
Gi=aG+(1—a)P, (38)
o equivalentemente
Gy — P=a(G-P),
lo que implica
|G1 = P|| = ol|G — P|| (39)

Por otro lado los tridngulos P G Vi y P G Vg son semejantes, y por tanto

|P-Wll _[[P-G|| 1

Pl P-Gl @ (por (39))
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De aqui y de (35), (36), (37) se infiere

a=\= , (40)

obteniéndose en (37)
P=aGi+ (1-a)G ,

justo el punto W en (28). Por simetria, el otro dpice de la dipirdmide D es 2G — W.

Ya hemos establecido que los puntos a, A, B, C'y Ay, definidos en (26), (29) y (30), satisfacen
todas las hipétesis del Teorema 1, bajo los cuales consideramos la norma ¢ sobre R? introduci-
da en (3). Advirtiendo que las combinaciones lineales promedio en (2) son vélidas para todo
octdgono regular affn V{...V§ en R? de centro G’, entonces los vértices de Py (con V| = Vj
k=1,...,8)y B1 (con V] = Vpyg k=1,...,8) también satisfacen esas combinaciones lineales.
Ademas, segin (8),

= (2+V2)V

© 16a2||Gy — G|?

Asi, de acuerdo al Teorema 1, con r = a||G; — G|, la esfera cerrada S,)|¢,—¢) [G] de centro
G y radio a||G1 — G|, respecto a la norma ¢ es un tronco de dipirdmide regular octagonal
afin recta, maciza y cerrada, centralmente simétrica en G, de vértices V{’, ..., V3 dispuestos,
analogamente, como en la Figura 2, entonces segtn (7),

(41)

V/'=G+16abAsx C

(2+V2)V
:G_MMXC (por (41))
=G —||Gi-G|"H(Vi —G) x (G1—G)} x (G1 = G) (por (30) y (29))

—G- HG1G||—2{[<V1G>~<Gla>]<al _o) -G GHQ(VlG)}
=G+ -G)=V,

andlogamente V3’ = V5, teniendo en mente la expresién

(Vi-G)-(Gi—G)=0, 1 =1,2, (42)
por ser
W—-G=a(G;— Q) (Ver (28))
un vector normal al plano de Py = conv {V1,...,Vs}, dado que la dipirdmide D (de la cual

procede §) es recta. Pero entonces, segin (2),
VI =V, k=1,...,8 (43)
Igualmente, de (7) recibimos

Vi =G +16(2+ V2)bAC +16b(a—1)As_ x C

=G+a 'rC+16b(a—1)As_ x C (por (41) y (31) )
— G+ (C—G)— (26;'@%(;”1?1\” < C (por (29)),
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esto es, reduciendo a una sola igualdad,

(2+v2)(a—1)V

V' .=Gy— As_ . x C
M8 T UL TG g R (44)
k=1,...,4,
en particular,
a—1
Vo' = G- — G - GV - @) x (G1 = @)} x (G1 - G) (por (30) y (29))
a—1 g 9
=G - ——[|Gi1 -G (Vi =G)-(G1—@)(G1 - G) - |G = GI]*(Vi = G)
a—1
=G+ T(Vl -G) (por (42))
_al{harul—@GyMa—nm}
= a_l{W + (a — 1)V1} (por (28))
1 1
= (1— E>V1+EW:(1V1+(1—(L)W (por (40))
~V (por (33), (36) y (40))
Andlogamente, aplicando (44), se demuestra que V{ = Vig y por ende, de acuerdo a (2),
VI =V k=9,...,16
De aqui y (43) se infiere que
VI=Vg k=1,...,16 (45)
También por la simetria de §,
Viig=2G-V/'=2G -V (por (45))
=26V = Vs (por (24)),
j=9,...,16
De aqui y (45) concluimos que
V! =V, k=1,...,24,
es decir, los vértices de Sy, —|[G] son, justamente, V1, ..., Va4, y por esto, Syq,—q[G] = §
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