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Resumen

Realizamos una presentacién de la geometria de Lobachevski a partir del grupo de Mobius?,
tomando como directriz el Programa de Erlangen y basdandonos en el Modelo de Poincaré del
semiplano superior complejo. Partimos de una breve descripcién del Programa de Erlangen,
luego de lo cual veremos algunas propiedades de las transformaciones de Mébius, importantes
para nuestro estudio, y luego realizaremos la presentacion de la Geometria de Lobachevski.

1. El Programa de Erlangen

En 1872, el matematico aleman Christian Felix Klein, ante su ingreso a la Facultad de Filosofia y
como miembro del Senado de la Universidad de Erlangen (Alemania) presenté un discurso acer-
ca de “Consideraciones comparativas sobre las investigaciones geométricas modernas”, discurso
que luego seria llamado El programa de Erlangen[15]. Este “programa” surgié en un momen-
to histérico de las matemaéticas, donde el dlgebra y la geometria llamaban la atencién de los
matematicos de la época, ante los trabajos sobre teoria de grupos de Galois y el descubrimiento
de las geometrias no euclidianas por Lobachevski, Bolyai y Gauss: Por una parte, el dlgebra
estaba permitiendo estudiar objetos matematicos que en algin momento se hubieran conside-
rado fuera de los dominios del algebra, como fue en el estudio realizado por Klein y Sophus Lie,
sobre curvas homogéneas (rectas y circunferencias) las cuales tienen un grupo de autosimetria
que aplica a esa curva sobre si misma, es decir, de movimientos sobre estas curvas: para la recta,
el grupo de translaciones en la direcciéon de la recta misma; para la circunferencia, el grupo
de rotaciones con centro en el centro de la circunferencia y de forma similar vieron que esto
se podia establecer para otra curva con caracteristicas de homogeneidad similar a las rectas y
circunferencias, y que también tenia un grupo de autosimetria, por ejemplo la espiral logaritmi-
ca. La forma en que mostraron sus explicaciones respecto de los estudios de estas curvas, les
permitieron contemplar la expansiéon que estaba teniendo lugar con la teoria de grupos.

Por otro lado, el surgimiento de las llamadas geometrias no euclidianas por los trabajos de
Lobachevski, Gauss, Bolyai y Riemann principalmente, dieron un vuelco a esta antigua rama de
las matemaéticas cuyas verdades desde la geometria euclidiana, Immanuel Kant habia llamado
verdades a priori®, por lo que el estudio de estas novedosas geometrias fue tema de gran im-
portancia. De estos estudios se consiguieron resultados tales como la posibilidad de establecer

'Presentada en el XIX encuentro de geometria y sus aplicaciones y VII Encuentro de aritmética.

2Este trabajo que corresponde a la tesis de grado de Licenciatura en Mateméticas presentada por su D.
Rodriguez, puede ser consultado en su totalidad en la Biblioteca de Matematicas de la Universidad Pedagdgica
Nacional, donde reposa en un CD

3Para Kant las verdades a priori son verdades de la naturaleza, verdades inamovibles al pensamiento
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las diferentes geometrias, como distintas proyecciones de objetos tomados en consideracién, lo
que le dio un lugar preponderante a la geometria proyectiva; también se logré una clasificacion
de las geometrias con respecto a las formas de medir distancias y dngulos (parabdlica, elipti-
ca e hiperbdlica tanto para distancias como dngulos) y sus combinaciones de donde surgieron 9
geometrias planares? | 27 geometrias del espacio, y 3" geometrias para un espacio n-dimensional.

Klein, tomando los estudios que habia realizado con Lie, y con la teoria de invariantes que habia
aprendido con el matematico aleman Rudolf Clebsch, en su Programa de Erlangen muestra
una forma diferente de estudiar la geometria, abandonando las formas tradicionales (sintética
y analitica) de abordarla, y enfocdndose en las propiedades invariantes que deja el aplicar al-
gunas transformaciones particulares. Asi, del grupo de biyecciones sobre un conjunto, se elige
un subgrupo de éstas y se asume como grupo principal. Dicho grupo es la base del estudio de
la geometria, cuyos objetos seran precisamente los que permanezcan invariantes al aplicar las
transformaciones del grupo.

Veamos ahora algunos apartes del grupo de transformaciones de Mdobius, el cual nos permi-
tird presentar la geometria de Lobachevski.

2. El grupo de Mobius

Estudiaremos ahora las transformaciones de Mobius, las cuales van a ser uno de los objetos con
los que posteriormente podremos construir la geometria de Lobachevski.

2.1. Las transformaciones de Mobius

Consideremos el campo C de los nameros complejos. Adjuntaremos a este conjunto un elemento
al que llamaremos punto del infinito y que notaremos como “co”. Para conservar la estructura
de C, este punto adopta las siguientes reglas [7]:

—00 = 0 o0 = 00 0o =0 07! =00
Z+00=00=00+2% 200 = 00 = 002 para todo z € C

Asi obtenemos el conjunto Co, = C U {oo}, llamado el plano complejo extendido. De forma
particular, si bajo estas mismas condiciones, adjuntamos el punto del infinito al conjunto R de
los niimeros reales, subconjunto de C, obtenemos el conjunto Ry, = R U {o0}, llamado la recta
real extendida.

Definicion 2.1. Sobre el conjunto C, definimos las transformaciones:

T:Cqh — Cqx

az +b
ZHT(Z):cz—I-d

tales que ad — bc # 0, a,b,c,d € C. Estas son llamadas Transformaciones de Mobius.

Estas fueron llamadas Geometrias de Cayley-Klein [29]
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Con la forma en que operamos con “oc” obtenemos que:

Sic:O,T(oo):oo;sic;«é(),T(—%):oo,yT(oo):g

C

Proposicién 2.1. Las transformaciones de M&bius son biyectivas®

Veamos ahora algunas transformaciones de M&bius en particular.

Traslaciones : Las transformacion de Mobius de la forma
D(z)=z+bbeC

corresponden a un movimiento, que a cada punto del plano lo traslada por la trayectoria
del vector determinado por b. Si J(b) = 0, entonces la traslacién es paralela al eje real. Si
R(b) = 0, la traslacién es paralela al eje i.

Rotaciones : Sea una transformacién de Mobius del tipo
R(z) =rz,reC

Supongamos que al escribir 7 y z en coordenadas polares, r = €¢® y z = €. Tenemos
entonces que e'® es una rotacion del plano con centro en el origen y con angulo a € R y
de forma andloga sucede con z = €. Por tanto:

R(z) =7z = (¢) (¢7) = ellet?)

Es una rotacién del plano, con centro en el origen y con angulo de rotacién ¢ = « + 6.
Y asi, obtenemos un giro del vector que representa a z a partir del angulo de rotacién «,
a = arg(a) € R.

Homotecias : Consideremos la transformacion:
H(z) =kz, |kl >0

Tales que, en coordenadas polares, k = me'® y z = ne'. Entonces, kz = (mn)ei(aw).
Tenemos una rotaciéon del vector que representa a z por un angulo ¢ = « + 6. Pero
ademads, vemos una homotecia de dicho vector, que aumenta o disminuye su médulo segtin
n = |k|, el médulo de k, sea mayor o menor que 1, respectivamente.

Inversiones : Sea la transformaciéon de Mobius

Esta transformacion es una inversién con respecto a la circunferencia unidad, la cual hace
)

que a todo punto en el exterior de dicha circunferencia le corresponda uno en su interior

y viceversa, y los puntos sobre la circunferencia se corresponden a si mismos.

SEn este escrito, hemos omitido la demostracién de ésta y otras proposiciones. Estas demostraciones podran
ser consultadas en su totalidad en [32]
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Esta misma transformacién puede ser escrita como

1z 2 , /1y 1 1
—=—%=|—5|dadoque|z|"=2Z, y (- | === —5=2
z |4 || z) 2 |4

Lo cual nos muestra que equivale a una inversién respecto a la circunferencia unidad y una
reflexién axial respecto al eje real, donde de forma particular 7'(0) = co y T'(c0) = 0.

Proposicién 2.2. Toda transformaciéon de Mobius puede ser expresada como composicion de
traslaciones, rotaciones, homotecias e inversiones.

También tenemos que

Proposicién 2.3. Dadas dos transformaciones de Mébius f y g, su composicién fog es también
una transformacién de Mobius.

Con este resultado, vemos que las transformaciones de M6bius con la composicién de funciones
forman una estructura algebraica. Sea

M_{f:COOHCOO\f(z)—%,ad—bc#o,a,b,c,de C}

Proposicién 2.4. El par (M, o) tiene estructura de grupo

[1Pb)

Demostracion. Por la proposicién 2.3, tenemos que la composicion de funciones “o” es una ope-
racién sobre M. Ademas, la composicién de funciones es asociativa, asi la estructura algebraica
de este par es de semigrupo. Existe la transformacién de Mobius T'(z) = z, donde b = 0 = ¢
ya=1=d, (ad —bc = 1), la cual es el elemento neutro, por tanto es ya un monoide,
y; por la proposicién 2.1, sabemos que estas transformaciones son biyectivas, y asi para cada
transformacién de Mobius T, existe una transformaciéon T—! que es su inversa, y concluimos que

(M, o) es un grupo. Este es el llamado Grupo de Mdobius. O
Para una transformacion T'(z) = gjis, tenemos que su inversa viene dada por:
dw—b
T Hw) = L, donde T'(z) = w
—cw +a

Como es un grupo, tenemos que el elemento neutro, al igual que el inverso de cada transformacion
es tnico.

Proposicién 2.5. El grupo (M, o) es generado por:

» Traslaciones: D(z) = z+b,be C
» Rotaciones: R(z) =rz =ae?, 0 € R
» Homotecias: H(z) = kz, |k| >0

= Inversiones: I(z) = 1
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2.2. Rectas y circunferencias Euclidianas

En la geometria euclidiana, vemos que las traslaciones, rotaciones y homotecias transforman
circunferencias en circunferencias y rectas en rectas. Ademads, las inversiones, segin se cumplan
ciertas condiciones, transforman circunferencias y rectas en circunferencias o rectas. En esta
seccion, demostraremos estos hechos y podremos ver como son transformados estos objetos
geométricos por las transformaciones de M&bius.

Inicialmente, las rectas euclidianas se pueden caracterizar con nimeros complejos en la forma:
Bz—Bz+ D=0
Con z,B,D € C, R(D) = 0. Esta caracterizacién equivale a:
ar +by +c=0, 0 y=mz+q

a,b,c,z,y € R, haciendo z = x + yi. De forma similar, las circunferencias pueden ser escritas
como el conjunto de puntos x,y € R tales que:

a(z?+y*) +br+cy+d=0

lo cual, haciendo la correspondencia z = x + yi nos permite escribirlas con niimeros complejos
como:
A2z+ Bz—Bz+ D=0
z,A,B,D € C, con R(A) =0=R(D).
Estas caracterizaciones, nos permiten ver que las rectas y circunferencias euclidanas son ambas
de la forma:
a(z? +y*) +br+cy+d=0

Si a # 0, resulta una circunferencia euclidiana, y si a = 0, es una recta euclidiana. Si d # 0,
obtenemos una circunferencia o una recta que pasa por el origen, caso contrario si d # 0.

Proposicién 2.6. Las translaciones, rotaciones y homotecias transforman rectas en rectas y
circunferencias en circunferencias
Nos falta ver como son transformadas las circunferencias y rectas euclidianas por las inversiones:

Proposicién 2.7. Sea
I(z) =

ISR

una inversién. Sea a(z? + y?) + bx + cy + d = 0 una circunferencia (recta) euclidiana. Las
inversiones satisfacen:

1. Sia#0yd=#0, entonces es una circunferencia euclidiana que no pasa por el origen, que
es aplicada en una circunferencia euclidiana que no pasa por el origen.

2. Sia # 0y d = 0, tenemos una circunferencia euclidiana que pasa por el origen, cuya
imagen es una recta euclidiana que no pasa por el origen.

3. Sia=0yd# 0, una recta euclidiana que no pasa por el origen tiene por imagen una
circunferencia euclidiana que pasa por el origen.
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4. Sia =0y d=0, una recta euclidiana que pasa por el origen es enviada en una recta
euclidiana que pasa por el origen.

Demostracion. La demostracién de esta proposicién puede ser consultada en [32]. ]

Proposicién 2.8. Sean f,g : C,o — C, dos transformaciones que apliquen rectas y circunfe-
rencias euclidianas, en rectas o circunferencias euclidianas. Su composicién también transforma
circunferencias y rectas euclidianas, en circunferencias o rectas euclidianas

Demostracion. Se sigue de 2.6 y 2.7 (Ver[32]) O

De las tltimas dos proposiciones, obtenemos un importante resultado

Proposicién 2.9. Las transformaciones de M&bius envian rectas y circunferencias en rectas o
circunferencias.

2.3. Angulos Euclidianos

Otro objeto geométrico que no cambia al aplicarse una transformacion de Mobius es el dngulo
euclidiano determinado por dos curvas. Cuando una trasformacion conserva angulos euclidianos
es llamada una Transformacion conforme. Por tanto hemos de comprobar si las transformaciones
de M&bius son conformes. Comenzaremos con la siguiente definicion:

Definicion 2.2. Una curva ¥ es definida por una funcion diferenciable
F:la,b] — Cx
t— f(t) = x(t) +iy(t)

[a,b] CR. Como f es diferenciable, admite una derivada

f1@) =a'(t) + iy (t)

UV={2eCx|z=f(t),a<t<Db}

Con esto también definimos el vector tangente a f en el punto f(t) como el nimero complejo
2 (t) + iy (t).

Ahora sean ¥ y ® dos curvas definidas por las funciones f, g respectivamente que se cortan en
un punto zop = f(to) = g(t1). Entonces llamaremos dngulo euclidiano entre las curvas ¥ y &
en zo al dngulo formado por los vectores tangentes f'(tg) y ¢'(t1), con lo que obtenemos que el
angulo determinado por las curvas U y ® en el punto zj es:

/
g'(t1)
0 = arg
f'(to)
Si tenemos una curva f tal que f(ty9) = oo, ésta es diferenciable si la curva ﬁ evaluada en el

punto ty lo es. De esta forma, podemos extender nuestra nocién de dngulo euclidiano entre dos
curvas si éstas se intersecan en el punto del infinito.
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Proposiciéon 2.10. Las transformaciones de Mobius son conformes, es decir, preservan los
angulos euclidianos.

Demostracion. Sean ¥ y ¢ dos curvas definidas por las funciones f y g, que se cortan en un
punto zg y forman un dngulo 6. Debemos comprobar que dada una transformacién de Mobius
T, las transformaciones (T o f)(t) y (T o g)(t) forman el mismo dngulo 6 en el punto T'(zp).
Para esto, con base en la proposicién 2.5, si las traslaciones, rotaciones, homotecias e inversiones
conservan los dngulos euclidianos, las transformaciones de Mobius también los conservan.

» Traslaciones: Sea la traslacién D(z) = z + A. Si aplicamos esta traslacién a las curvas f
y g, obtenemos:

fo+4 y  gt)+A
Ahora, hallemos el dngulo formado por estas curvas:
(9(t) +4)’
(f(t) +A4)

y derivando obtenemos

(G +4) _ g _,
(feO+4)" f
Por tanto, las translaciones son conformes

» Rotaciones y Homotecias: Sea la transformacién G(z) = Az una rotacién (homotecia),
Aplicando esta transformacién a f y ¢, tenemos:

Af(t) y  Ag(t)

El angulo determinado por estas curvas viene dado por:
LWt A9 ()
(Af@) Af@ (@)

de donde vemos que las homotecias y rotaciones conservan los angulos euclidianos. Final-
mente

1

= 3, entonces:

» Inversiones: Sea la inversion I(z)

rew _ () _F g0
U0 () AR TO

Ya que en el punto de corte f y g tienen el mismo valor, asi como f? y g2. de forma
particular, si las curvas f y ¢ se intersecan en el punto f(ty) = ¢g(¢1) = oo, entonces por las
propiedades del punto del infinito dentro de la estructura del campo complejo extendido,
por inversiones evaluamos el angulo euclidiano de la curvas % y é en los puntos ty y t;
respectivamente, y por lo tanto tenemos que el dngulo a determinar, es aquel formado
por f y g en 0. De forma similar, si éstas curvas se encuentran en 0, su valuacién ante

inversiones es en z = 00.

Como los generadores de las transformaciones de Mobius conservan los dangulos euclidianos, éstas
también lo hacen y son transformaciones conformes. U
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2.4. La razén cruzada

Al aplicar una transformacion de Mobius, ésta acttia de forma particular sobre ciertos puntos.
Algunos de ellos son su propia imagen, algunos conservan proporciones particulares. En esta
seccién, estudiaremos este tipo de propiedades de estas transformaciones.

Definicién 2.3. Sea f : X — X wna funcion. Sea x € X tal que f(x) = x. Entonces x es
llamado un punto fijo de f.

Con respecto a los puntos fijos, las transformaciones de Mobius satisfacen:

Proposicién 2.11. Una Transformacién de Mobius diferente de la idéntica, tiene a lo sumo dos
puntos fijos

Las transformaciones de Mobius pueden ser construidas de forma que relaciones dos ternas de
puntos, asi:

Proposicién 2.12. Dadas dos ternas de puntos z1, 22, 23 y w1, wa, w3, existe una grasformacines
de Mébius T, tal que T'(z1) = w;, parai = 1,2,3.

Demostracion. Dados los puntos 21, 29, 23, sea la transformacién de Mobius

H(z) = z(z9 — z3) — 21(22 — 23) _ri-am— 2
2(z9 —21) —23(20 —21) 2z—2320—21

Esta transformacién aplica los puntos z1, 29, z3 en los puntos 0, 1, co, respectivamente. De la
misma manera, definimos una transformacién de Mobius J(z) que aplique los puntos w1, wa, w3
en los puntos 0, 1, co. Asi, la transformaciéon de Mobius T'(z) = (J “loH ) (z) hace corresponder
a los puntos z1, 22, 23, los puntos wy, we, ws. Esta transformacién T'(z) es unica, ya que si exis-
tiera una transformacién S(z), tal que T'(z;) = S (z;), entonces la transformacién de M&bius
(T o S‘l) (z) tiene tres puntos fijos, luego es la transformacién identidad, lo cual prueba la
unicidad de T'(z). O

Definicion 2.4. Sean z1, 29, 23, 24 € Co tales que z1 # 2o y 23 # z4. La razon:

Z1 — R3 k9 — %4
[Zlv 225 23, 24] -
Z1 — R R3 — %4

es la llamada la Razon Cruzada de z1, 22,23 Y 24
En la proposiciéon 2.12, vimos que la razén cruzada de 4 puntos nos permite construir una

transformacién de Mobius tal que asigne a tres puntos dados, una imagen elegida. Una propiedad
importante de las razones cruzadas con respecto a las transformaciones de Mobius es:

Proposicién 2.13. Las transformaciones de Mobius preservan las razones cruzadas, es decir, si
T es una transformacion de Mobius y z1, 22, 23, 24 € Co, tales que z1 # 25 v 23 # z4, entonces:

[21, 225 23, 24] = [T'(21), T (22); T (23), T (24)]
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Demostracion. Sean T(z) = gzzis una transformacién de Mobius y z1, 29, 23, 24 € Co cuatro

puntos tales que z; # 22 y z3 # z4. Consideremos la razén cruzada [T'(z1),T(z2); T (2z3), T (z4)].
Entonces

az1 +b az3s+baz+b azg+b

czl—l-d_czg—l-d czg—l-d_cz4—|-d
az1 +b az+bazzs+b az+b

czl—l-d_czg—l-d czg—l-d_cz4—|-d

[T'(21), T(22); T(23), T(24)] =

_ (21 — z3)(ad — be)(z2 — z4) (ad — be)

(21 — 2z2)(ad — be)(z3 — z4) (ad — be)

y ya que ad — bc # 0,obtenemos

g1 — R3R2 T 24

[T(21), T(22); T(23), T(24)] =

Z1 — RQR3 — %4

Con lo que tenemos que la razén cruzada es invariante a las transformaciones de Mobius. ]

3. La geometria de Lobachevski a partir del grupo de Mobius

La geometria de Lobachevski fue la primeraS de las denominadas geometrias no euclidianas, las
cuales surgieron de los infructuosos intentos por demostrar como consecuencia de los primeros
cuatro postulados de Euclides, el postulado de las paralelas, o alguno de sus equivalentes, como el
axioma de Playfair, que es probablemente la forma mas conocida de enunciar el quinto postulado:
En un plano, dada una recta o y un punto A exterior a ella, pasa por A una unica recta paralela
a o.

La hipotesis de Lobachevski parte de suponer la independencia del postulado de las paralelas
respecto de los cuatro precedentes, y el contemplar la negacién misma de éste como un posible
quinto postulado. La negaciéon de la unicidad de la recta paralela planteada desde Euclides
(tomando el axioma de Playfair como el quinto postulado), deja como posibilidad la existencia
de més de una recta (al menos dos) que contengan al punto A y que no corten a 3, 6 la no
existencia de rectas que pasen por A y no corten a (. Estas dos suposiciones serian el punto
de partida de la geometria de Lobachevski (hiperbdlica) y la geometria de Riemman (esférica),
respectivamente.

Para el estudio de las geometrias, como ya vimos al inicio de este articulo, Klein propuso como
generalizacién de la geometria:

Dadas una multiplicidad y un grupo de transformaciones de esta multiplicidad, es-
tudiar los seres al punto de wvista de las propiedades que no son alteradas por las
transformaciones del grupo. (Ver [15], pdg 9.)

5Bolyai y Gauss estudiaron esta geometria y llegaron a resultados incluso anticipandose a Lobachevski. Sin
embargo, fue la obra de Lobachevski: “Geometria imaginaria” en 1835, la primera en presentarse ante la comunidad
matemadtica, lo que le vali6 el reconocimiento de ser el descubridor de esta geometria no euclidiana.
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Es decir, dado un plano € y un grupo de transformaciones (F, o), la geometria que subyace en
ellos corresponde al estudio de las propiedades y objetos invariantes en el plano €2 con respecto al
grupo de transformaciones (F) o). Bajo este enfoque, en este capitulo presentaremos la geometria
de Lobachevski. Para esto, resulta importante definir dos elementos bésicos en nuestro estudio:
el plano en el cual trabajaremos y el grupo de transformaciones para nuestra presentacion.

3.1. Un modelo para la geometria de Lobachevski

Cuando Lobachevski estudié su geometria no euclidiana, inicialmente desarrollé un conjunto
de proposiciones construidas de forma deductiva y sin caer en contradicciones. No obstante,
Lobachevski mismo, al igual que varios matematicos que le sucedieron, entendieron la necesidad
de demostrar que esta geometria en si misma era légicamente consistente, es decir, si bien las
proposiciones ya desarrolladas no eran contradictorias, es necesario probar que aquellas que se
puedan seguir construyendo tampoco presentaran incompatibilidades légicas. Para esto, varios
matematicos desarrollaron diversos modelos que permitieran estudiar mas concretamente la
geometria de Lobachevski. Para este desarrollo adoptaremos el Modelo de Poincaré del semiplano
superior complejo, que fue propuesto por el célebre matemético H. Poincaré.

Definicién 3.1. Sea Co, = CU {0} el plano complejo extendido. Consideremos | C Coo una
recta euclidiana. Por tanto, Coo —1 consiste de dos semiplanos separados por la recta | y ninguno
de ellos la contiene. Sea H uno de estos semiplanos. H serd considerado el plano para nuestra
geometria y lo llamaremos plano hiperbélico’. En nuestro caso, elegiremos por | al eje real, y
ast:

H={z€Cx|y>0, para z =2z +yi}

_—— e e = —— =

Asi vemos que el plano de Lobachevsi corresponde al semiplano superior euclidiano limitado por
el eje real y = 0, adjuntandole el punto del infinito. Sin embargo, por motivos préacticos que
veremos mas adelante, al eje real le adjuntaremos el punto del infinito, por cuanto la recta que
define el plano hiperbdlico serd la recta real extendida, la cual desde ahora llamaremos el borde
de H y la denotaremos por X.

Ahora, definimos la geometria de Lobachevski, como el estudio de las propiedades invariantes
de las figuras - subconjuntos del plano - en el plano H a través del grupo de transformaciones
de M&bius, es decir, del grupo de transformaciones:

T:Cyx — Cy

az +b
ZHT(Z):cz—I-d

con a,b,c,de Cy ad—bc#0.

"Este plano es también llamado “Plano de Poincaré”
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Es necesario que determinemos las transformaciones de Mobius T', que dado un elemento z € Hi,
también T'(z) € H, es decir que preservan el plano hiperbdlico. Para esto, consideremos las

transformaciones de Mobius
T(z) = az+b
ez +d

Con a,b,c,d € Ry ad — be = 1. Aplicando esta transformacion a un elemento z = (x,y) € H:

:a(:):, y)+b _ (ax + b, ay)
clx,y)+d  (cx+d,cy)
_ ((a:z: +b)(cx+d) — (ay)(—cy) (az+b)(—cy)+ (ay)(cx + d))

(cx + d)? + (cy)? ’ (cx + d)? + (cy)?

T(z) = (az + b, ay)(cx + d, cy) ™"

Asi, si queremos verificar que T'(z) = w € H, debemos revisar que (w) > 0. Entonces:

S(w) = (ax + b)(—cy) + (ay)(cx + d) _ (ad — bc)3(z)

(cx +d)? + (cy)? (cz + d)? + (cy)?

Y de esta forma, (w) depende de J(z), y dado que z € H, entonces w € H. Estas son precisa-
mente las transformaciones de Mobius que preservan el semiplano superior complejo.

Proposicién 3.1. Sea el conjunto M* C M:

b
M*—{f(z)— Zid €M |a,b,cdeR, ad—bc—l}

el par (M*, o) es un subgrupo de (M, o).

Son entonces el plano hiperbdlico H y el grupo M*, nuestro plano y grupo de transformaciones
respectivamente, con los que presentaremos la geometria de Lobachevski. Cabe anotar que, de
ahora en adelante, salvo aclaraciones, cuando hablemos de transformaciones de Mobius, nos
referiremos a aquellas del grupo M* al cual llamaremos grupo de Mdobius, sin olvidar que este
es un subgrupo del grupo de todas las transformaciones de Mdobius.

Estas transformaciones como vimos, preservan el plano hiperbdlico, pero debemos comprobar
que el eje real extendido, como delimitante del plano hiperbdlico, también es preservado. Pero
esto lo tenemos, ya que sabemos que rectas euclidianas que pasen por el origen de coordenadas
son enviadas en rectas euclidianas que pasan por el origen, y ya que las transformaciones de
Mobius son conformes, también es invariante la pendiente de esta recta, con lo que vemos que
el eje real, es aplicado en el eje real a través de las transformaciones de Mobius®.

3.2. Invariantes del grupo de Mobius
3.2.1. Rectas hiperbdlicas

En el plano de Poincaré, definimos las rectas hipérbolicas como las intersecciones de H con cir-
cunferencias euclidianas ortogonales al eje real, o con rectas euclidianas perpendiculares también
al eje real, las cuales llamaremos rectas hiperbélicas de primer o segundo tipo, correspondiente-
mente.

8Esto ocurre con toda transformacién de Mébius, particularmente también con aquellas en M*
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Recta hiperbdlica de primer tipo Recta hiperbélica de segundo tipo

A partir de esto, una recta hiperbédlica de primer tipo es caracterizada con nimeros complejos
en la forma Azz+ Bz+ Bz+ D =0, A,B,D € C, con R(A) = R(B) =R(D) =0, z€ H, lo
cual tomando z = (z, y), equivale a:a (:):2 + y2) +br+d=0,a,bdeR.

De otro lado, una recta hiperbdlica de segundo tipo es escrita con nimeros complejos de la
forma:z+z = F, z € H, F € C, donde (F) = 0 y haciendo nuevamente, z = (z,y) tenemos:
r =d, d € R, una constante y y > 0.

Para el caso de las rectas hiperbdlicas de segundo tipo, es claro que son semirrectas perpendic-
ulares a 3, con origen en el mismo. Sin embargo, revisemos la ecuacién general de las rectas
hiperbdlicas de primer tipo. La ecuacién general de una recta hiperbédlica de primer tipo, es
equivalente a:

(x —h)? +y? =12
Una circunferencia euclidiana, con centro en (h,0) sobre la recta real extendida, y de radio r,
0 < r < oo. Con esto, escribimos entonces la ecuacién, de la forma:

y= V(@ a)

y tomamos tan solo la raiz positiva, ya que corresponde a los puntos de interseccién con el
plano H. Ahora, esta semicircunferencia euclidiana interseca el eje real en los puntos (—r + a, 0)
y (r + a,0), estos serdn llamados los extremos o los puntos finales de la recta hiperbdlica. La
derivada de la ecuacién de esta circunferencia euclidiana, nos permitira entonces verificar que
ésta es ortogonal al borde del plano hiperbdlico. Ast:

p T —a
Yy =-

r?—(x—a)?

que evaluada en los puntos de interseccion de la circunferencia euclidiana con el borde de H,
resulta en una indeterminacién, lo cual nos permite concluir, que las tangentes a la semicir-
cunferencia en dichos puntos, son perpendiculares al eje real, es decir, que estas circunferencias
euclidianas, con centro sobre el eje real, son ortogonales a > en los puntos de interseccién con
el mismo.

Una recta hiperbédlica de primer tipo la notaremos como hi-recta y una recta hiperbdlica de
segundo tipo como ho-recta. De forma general, una recta hiperbdlica sera notada como una h-
recta. De forma similar, los objetos de la geometria euclidiana que utilicemos, los nombraremos
con el prefijo e

Proposicién 3.2. Dados dos puntos A, B € H, A # B, existe una unica h-recta [ que pasa por
dichos puntos.
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Demostracion. Si suponemos A, B pertenecientes a una e-semirrecta perpendicular al borde de
H, con origen en el mismo, es decir, A = (a,b) y B = (a,c¢), b,c > 0 la proposicién es cierta ya
que pertenecen tinicamente a la recta ho-recta: r = a

Supongamos ahora A = (a,b) y B = (¢,d) dos puntos pertenecientes a una e-recta no per-
pendicular a ¥. La recta

y=mx+q

con

d—> be — da
y q=
c—a c—a

m =

es la e-recta que pasa por los puntos A y B. Ahora, el punto medio del e-segmento de extremos
Ay B tiene por coordenadas. Con esto, la e-mediatriz del e-segmento AB es entonces la e-recta:

y' =na’+p
con
I c—a\ a-—c 7d2—b2—a2—|-62
“\G-p) Ta—v Y PT T oy

Y tenemos entonces que el punto O = (u, v), interseccién de la e-mediatriz de AB con el borde

de H, es:
d*>—b*—a’ +
0= =("gu=g0)

Este es el centro de la e-circunferencia ortogonal a y = 0 que contiene a los puntos A y B, ya
que O equidista de los puntos A y B por ser un punto de la e-mediatriz del e-segmento con estos
puntos como extremos. Y ya que es una e-circunferencia con centro en el eje real, sabemos es
ortogonal al borde del plano H, asi es entonces una hi-recta. El radio de la e-semicircunferencia
que describe la h-recta que contiene a A y B es igual a la longitud del segmento OA, es decir:

2 _ 12 _ .2 2\ 2
dE(A,O)g—\/<a—d ’ a+c) +(b—0)2

2(a —c)

Finalmente, tenemos que por los puntos A y B pasa la recta hiperbdlica de primer tipo:

a2 —b% —a?+ 2\’ 2 (3a2—|—b2—2ac—d2—62)2—|—4(a—c)2b2
* 2(a —¢) B 4(a — c)?

Con y > 0.

Esta h-recta es unica, ya que si suponemos una segunda h-rectal’, por su equivalencia con una
e-circunferencia , el centro O’ de la e-circunferencia que determina I’ equidista también de A y
B, y es éste entonces un punto también de la e-mediatriz del segmento AB, pero dos e-rectas
se cortan en un Unico punto, por tanto los puntos O y O’ coinciden y ya que el radio de estas
e-circunferencias es el mismo, tenemos que [ y I’ son la misma h-recta . ]

9d, denota la distancia euclidiana usual
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Con la proposicion 3.2 hemos comprobado que por dos puntos de H pasa una tunica h-recta, y
ademéas hemos visto un algoritmo para la construcciéon de h-rectas, dados dos puntos de ella.
Las h-rectasque hemos definido, son objetos geométricos, objetos relevantes en el estudio de la
geometria de Lobachevski, puesto que estas son invariantes bajo el grupo de Mé&bius.

Proposicién 3.3. Las h-rectas son invariantes respecto al grupo de transformaciones de Mébius.
Demostracion. Esta demostracion se sigue de las proposiciones 2.9 y 2.10. ]

De la proposicién 3.3 también concluimos que la colinealidad es una propiedad geométrica, ya
que al preservarse las h-rectas con respecto a nuestro grupo de transformaciones, la colinealidad,
entendida como la pertenencia de puntos a una misma recta, también es invariante.

3.2.2. Paralelismo

Con respecto a las h-rectas que hemos definido, resulta de gran importancia, verificar que
cumplen con el axioma de paralelismo de Lobachevski, que es justamente el que da principio a
esta geometria no euclidiana.

Axioma de Lobachesvki: Fxisten una recta l y un punto A que no le pertenece, tales que por
A pasan no menos de dos rectas que no cortan al y estdn en un plano con ella.

Este axioma equivale a decir, que dada una recta y un punto que no le pertenece, por dicho punto
pasan no menos de dos rectas que no intersecan a la recta dada. Nuestras h-rectas cumplen con
esta condicion de paralelismo. Para esto, dada una hi-rectal y un punto A € H exterior a ella,
ya que tenemos un procedimiento para construir h-rectas de primer tipo, construyamos entonces
dos h-rectas m y m/, donde cada una contiene al punto A y el otro punto que las determina es
uno de los extremos de [

Ahora, ya que las h-rectas m y m/ no cortan a la h-rectal en el plano H, éstas son al menos dos
» Y Yy )

h-rectas que pasan por el punto dado A ue cumplen el axioma de Lobachevski, que era lo

y )
que queriamos comprobar. De forma similar, podemos construir un nimero mayor de rectas que
pasen por A y no cortan a [. De forma andloga desarrollamos esto en caso de ser [ un hs-recta,,
para la cual, dos rectas que no la cortan son una hi-rectam construida como lo hicimos en el
desarrollo anterior, y; la ho-rectam’ que contiene al punto A.
) Y7

7 7
m/
m/
m l l
m
%}gcza_s_p_araTeTa_s a un h-rectas _p_araleTa_s a_u_fza
hi-rectal por A ho-rectal por
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Definicién 3.2. Las h-rectas m y m' que construimos y cumplen el azioma de Lobacheuvski,
con respecto a la h-recta 1 y el punto A, son llamadas las h-rectas paralelas a la h-recta 1. Las
demds h-rectas en H a las que pertenezca A y mo tengan puntos comunes con l, son llamadas
h-rectas hiperparalelas a la h-recta | por A

Proposicién 3.4. Las transformaciones de Mobius aplican h-rectas paralelas en h-rectas par-
alelas.

Esta proposicién nos permite afirmar que la relaciéon de paralelismo es una propiedad geométrica
de la geometria de Lobachevski, puesto que ésta es preservada por nuestro grupo de transfor-
maciones.

3.2.3. Distancia hiperbdlica

Consideremos A y B dos puntos de H. Si A y B pertenecen a una hi-recta, sean Py @ los
extremos de dicha h-recta, de forma tal que sobre la h-rectacomo e-semicircunferencia, los
puntos estén dispuestos en orden consecutivo como P, A, B, Q.

De forma similar, si los puntos A y B pertenecen a una ho-recta, sea P el extremo de dicha
h-recta, y como punto @, segundo extremo de esta h-recta, asumimos que [ corta al borde del
plano también en el punto del infinito “occ”.

Definicion 3.3. Sean dos puntos A, B € H. Sean P, Q € X los extremos de la h-recta determinada
por A y B, de tal manera que estén ordenados como P, A, B, Q). Definimos la distancia hiperboli-
ca dy de dos puntos A, B, como:

dg:Hx H — R

(4, B) = In| [P, A4; B,Q] || = In

P—-BA-Q
P—-—AB-Q

La distancia hiperbdlica viene dada entonces por el logaritmo natural de la razén cruzada de
estos cuatro puntos, en el orden que hemos tomado en cuenta.

Proposicién 3.5. La distancia hiperbdlica dyg que hemos definido, cumple los axiomas de una

métrica: Es definida positiva, simétrica y cumple la desigualdad triangular [30].

Demostracion. Sean cuatro puntos P, A, B, (), tales que A, B € H, {P,Q} = HN X y que se
hayan dispuesto ordenadamente como hemos previsto, P, A, B, Q). La distancia dg(A, B) es:

Definida positiva : Ya que las transformaciones de Mobius preservan las razones cruzadas
(proposicién 2.13), por la proposicién 2.12 podemos construir una transformacién de
Mobius T' de tal forma que:

rP)y=0 TA=1 [T(B)[>1y5 T(@Q) =0

Y de esta manera,

dp(A,B) =1n

P-BA-Q 0-TB) 1-1
sl
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donde [ tiende a infinito. Por esta razén, debemos hallar el limite:

i 1 0-T(B) 1- i
i 0—1THB 0—1 P
Lo cual nos resulta en una indeterminaciéon. Ahora, haciendo uso de la regla de I’Hopital,
obtenemos:
0-T(B) 1- 0—-T(B)
i il el 1
1“@5&“ 0—1 T(B —IH) ||0—1 ”

Y la distancia es positiva. Este tratamiento también se cumple en el caso de A, B pertene-
cientes a una ho-recta, ya que @ es el punto del infinito, por lo que el limite propuesto
hace que igualmente la distancia dependa del punto B, tomando () = oo como un punto
fijo de la transformacién. En el caso de las ho-rectas, la tdltima igualdad resulta en una

razon del tipo
P-B
P—A

La cual es llamada la razdn simple de tres puntos, y se denota por [A, B; P]. Estas razones
ya que las hemos tratado como casos particulares de razones cruzadas, vemos que también
son invariantes por las transformaciones de Mobius.

Supongamos que A = B, tenemos:

dp(A,B) =1n

P—BA- QH_ ‘P AA-Q

P—AB-Q P—AA- QH_ml_O

Reciprocamente, si dy(A, B) = 0:

(MMJﬂ_m‘P BA- QH_

P-AB—-Q

entonces

P-BA-Q|l
I'P Y QH_IM
P-BA-Q
P—AB—-Q

que solo se cumple si, y sélo si A = B, puesto que P # @ en todo caso. Luego, la distancia
hiperbdlica es definida positiva.

Simetrica : Dado que

P—-—BA- —AB-P
[P’A7B’Q]_<P—AB—3) _<g—BA—P) :[Q,B7A,P]

Tenemos que di(A, B) = In||[P, A; B, Q||| = In||[Q, B; A, P]|| = du(B, A), asi la distancia
hiperbdlica es simétrica.
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Desigualdad Triangular : Sean tres puntos A, B, C' € H, debemos demostrar que
du(A, B) + du(B,C) > dy(A, C)
Para esto, necesitaremos algunos elementos adicionales.

Lema 3.6. 'Y Si A, B € H, se cumple:

1. coshdy(A B):1+M
’ 23(A) 3(B)
_ 1y [A=B[+lIA-B]]
2. da(A, B) = In (o5,
l+p 1B — Al
3. du(A,B) =In—— donde p = =
B ==, 18]

Ahora, continuaremos con la demostracion de la desigualdad tridngular para dy.

Con base en el lema 3.6(iii.), dados tres puntos A’, B',C" € H, los hacemos corresponder con
puntos A, B, C en el circulo unitario. Debemos demostrar que:

dH(A, ) < dH(A, B) + dH(B, )

Para esto, por medio de una transformacion de Mdbius, hagamos que B = (0,0) y C' = (0,1).
Asi

14y _[|lC = 4]
dH(A,C)—lnl_p, Conp_Hl—ZCH
LA e Eaiel

Con base en esto
L+p _ (L+p)? _ (1 =4AC|| +]IC - 4])°
L= 1= (1) (1-14lP)

L+ [A[ICl + AN+ ICD? _ (1114 (L+IC]]
=T - Al _<1—HAH)<1—HCH>

Y ya que la funcién logaritmo natural es creciente, tenemos que:

dH(A, ) < dH(A, B) + dH(B, )

Para que se dé la igualdad, veamos que si A, B y C estan sobre una misma h-recta con extremos
Py @, de forma que se encuentran ordenados como P, A, B, C'y @, por nuestra férmula inicial
para la distancia:

P—-—CA-—
- mﬁ“—dw,m

%Para la prueba de este lema, consultar en [32] y [11]
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De forma reciproca, tenemos que esta igualdad solo se cumple cuando A, B y C estan sobre
una misma recta, con el orden dado, lo cual termina nuestra demostraciéon. Ya que la distancia
hiperbdlica es definida positiva, simétrica y cumple la desigualdad triangular, tenemos que es
una métrica para nuestro plano hiperbdlico. ]

Ya que la distancia hiperbdlica se obtiene a partir de las razones cruzadas y éstas son conservadas
por las transformaciones de Mobius (proposicién 2.13), tenemos que la distancia es un objeto
de nuestra geometria, por cuanto es preservado por nuestro grupo de transformaciones.

Definicion 3.4. El segmento hiperbolico AB es el conjunto de puntos C de la h-recta determinada
por A y B, que verifican:
du(A, C) + du(C, B) = du(A, B)

ya que las trasformaciones de Mobius envian h-rectas en h-rectas, y preservan las distan-
cias, tenemos que h-segmentos(o segmentos hiperbélicos) son aplicados en h-segmentos, asi los
h-segmentos son objetos relevantes de nuestra geometria. Ademads, definimos relacién de con-
gruencia entre h-segmentos de la siguiente manera:

Definicion 3.5. Dos h-segmentos AB y CD son congruentes si, y solo si

du(A, B) = dg(C, D)

Y ya que los h-segmentos son preservados por las transformaciones de Mobius, al igual que las
distancias entre puntos de H, tenemos que la relaciéon de congruencia que hemos definido es una
propiedad geométrica. Denotamos la congruencia de dos segmentos hiperbélicos AB y CD por
AB = CD

3.2.4. Angulos

Definimos el angulo entre dos h-rectas [ y m que se intersecan en un punto A, como el dngulo
euclidiano formado por éstas, como curvas euclidianas diferenciables, en analogia con la definicién
de angulo euclidiano a partir de la definicién 2.2, y ya que las transformaciones de Mo6bius son
conformes, podemos concluir que preservan los angulos en la geometria de Lobachevski, de esta
manera, los dngulos como los hemos definido, son objetos relevantes de nuestra geometria.

Sean entonces dos rectas hiperbdlicas [ y m:
A(@*+y*)+Bz+D=0 y P*+y)+Qr+R=0

respectivamente, con A, B, D, P,Q, R € R, donde si A # 0 tenemos una hi-recta. En caso
contrario es una recta hiperbdlica de segundo tipo, y de forma similar para P en la h-rectam.

Si [ por ejemplo, es una ho-recta, [ forma un dngulo igual a Z con el borde de H. Para [ una

2
hi-recta, la podemos escribir de la forma:s:

(x—a)? +y* =12

y de esta forma: y = /72 — (z — a)?2, y > 0. Tenemos que el d&ngulo'! ¢ que forma la h-rectacon
> viene dado por la pendiente de la e-recta tangente a la e-semicircunferencia que describe a

1Ya que el d4ngulo de una curva hiperbélica corresponde al dngulo euclidiano de la curva euclidiana que subyace
sobre la primera, no serd necesario usar términos como angulo hiperbdlico o euclidiano. Tano solo nos referiremos
a él como “dngulo”.
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l. Asi obtenemos que tanf, la pendiente de la recta tangente a [ como curva euclidiana, viene
dado por:
, a—x
y =

r2—(x —a)?

en un punto (p, q) de [, en particular, el dngulo 6 satisface:

a— a—
tanf = ¢ = b = P

r?—(p—a)3 4

con estos elementos, podemos hallar el &ngulo comprendido entre dos h-rectas. Asi vemos tam-

bién que, si escribimos la h-rectam de la forma:

(x—b)? +¢* =5

El dngulo ¢ formado por la h-recta m con ¥ en el punto (z,w) es igual a:

tangb:b_z

Supongamos que las h-rectas | y m se intersecan en el punto (u,v). El dngulo 5 formado por I
y m es igual a:

tanf = tan(¢ — 0)
y de esta manera

b § = tang —tanf bou _ azu B (b—a)w
~ l+tangtanf 14 b—wla—w)  p2 4 (b—u)(a —u)

v v

Esto en el caso de ser ambas hi-rectas. Si una de ellas es de primer tipo, el d&ngulo 8 que forman
esta dado por

0
p=5-9¢

donde ¢ es el angulo determinado por la he-recta. Por tdltimo, si I y m son ambas ho-rectas y

éstas son paralelas, asumimos que ambas forman un dngulo 5 = 0.

3.2.5. Perpendicularidad

Hemos visto entonces que los dngulos de la geometria hiperbdlica corresponden a los angulos
euclidianos. Por la forma en que hemos definido el angulo formado por una h-recta con el bor-
de del plano, asi como el angulo comprendido entre dos h-rectas, definimos entonces h-rectas
hiperbdlicas perpendiculares como aquellas que comprenden un angulo recto. Y ya que los angu-
los de nuestra geometria son preservados por las transformaciones de Mobius, tenemos que la
perpendicularidad es una propiedad geométrica.
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Tomemos ahora una h-rectal y un punto A exterior a ella. Sea m una h-rectaparalela a [ por
Ay sea n la h-rectaperpendicular a m por A. Las rectas [ y m forman un dngulo igual a 0
y, 'y n forman un angulo recto. En la geometria euclidiana, el angulo « determinado por las
rectas m y n es también un angulo recto, pero nuestras h-rectas hacen que esto no se cumpla en
nuestra geometria. El dngulo a es llamado dngulo de paralelismo, y si notamos como B al punto
de interseccién de las rectas [ y n, y b = dg(A, B), obtenemos:

Proposicién 3.7. Si « es el angulo de paralelismo y b la distancia hiperbdlicacon respecto a
las consideraciones que hemos hecho, éstos satisfacen:

1. coshbsena =1
2. senhbtana =1

3. tanhbseca =1

Demostracion. Sea T una transformaciéon de Mobius, tal que por la proposicién 2.12

T(B) =1=(0,1); T(A) =D = (x,y), tal que ||D —i|| =1

1. Por el lema 3.6 tenemos:

112
D2 )
23(D) 3(4) 2y Yy sena

coshb =1+

y asi, coshbsena = 1.

2. Ya que cosh? b — senh?b = 1, por i, tenemos:

1
1+ senh?b = 5
sen? o
Y de esta forma
1 1 —sen? cos? o
senh?b = 5 —1= 5 = 5 = cot’ o
sen? o sen? o sen? o

por lo cual
senh? b (cot2 ) 1o

y asi senhbtana =1
3. Reemplazando en tanhb con lo obtenido en i y ii:

h
tanh b — senh b _ cota

= = = cos o
coshb seco

concluimos: tanhbseca =1 O
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3.2.6. Circunferencias hiperbdlicas, su longitud y area

Con base en la definicién de circunferencias euclidianas, definimos una circunferencia hiperbdlica,
con centro en el punto A € H y de radio r € R, r > 0 notada como C(A,r):

CA,r)={ZecH|du(A, Z)=r}
Tomemos un punto A = (a,b), y con sustento en el lema 3.6 tenemos:

1A-2|P _  (a—2)*+(b—y)?
25z T 2by

cosh (di(A, Z)) = coshr =1+

de esta forma
b? cosh?r = (x — a)? + y? — 2by cosh r + b? cosh? r 4 b?

(x —a)? + (y — beoshr)? = b?(cosh®r — 1) = b%senh?r

La cual es la ecuacién de una circunferencia euclidiana con centro en el punto (a,bcoshr) y
de radio bsenhr > 0. Con esto vemos, que una circunferencia hiperbdlica corresponde a una
circunferencia euclidiana, con las caracteristicas que hemos dado, y de esto, concluimos que
las circunferencias hiperbdlicas son objetos relevantes para nuestra geometria, puesto que son
igualmente circunferencias euclidianas.

Proposicién 3.8. Las circunferencias hiperbdlicas son invariantes por transformaciones de
Mobius

Hallemos ahora la longitud de curva de una circunferencia hiperbdlica. Para esto, sea C(A,r)

una circunferencia hiperbélica. Esta como vimos, tomando A = (a, b), puede ser escrita como

24 (y — beoshr)? = b*senh? r

(z —a)
Podemos parametrizar esta ecuacién, haciendo

z = bsenhrcosf + a

y = bsenhrsen @ + bcoshr
resultando la funcién:
F(6) = bsenhrcosf + a + i(bsenhrsen @ + bcoshr)

con 0 € [—m,7]. Apliquemos ahora una transformaciéon de Mobius T' tal que T'(A) =i = (0,1)
y esto no afecta nuestros cdlculos, puesto que como vimos, las circunferencias hiperbdlicas son
preservadas por nuestro grupo de transformaciones. Asi, la circunferencia es obtenida por la
funcion:

F(0) = senhrcos @ + isenhrsenf + i coshr

Asi, nuestra funcion tiene como parametros las funciones

f(0) = senhr cos 0, y g(0) = senhrsenf + coshr
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Ahora, hallamos la longitud de la circunferencia C(A,r), A(C), haciendo uso de la férmula:

b
L= / VIFOR + [/ (02t

para funciones parametrizadas [22]. Por lo cual

ACO) = /[ senh r sen 6]2 + [senh r cos 0]2d6 = / senh rdf = 27 senh r

_r -7

Finalmente, ya que la expresién 27 senh r representa la curva que encierra el area de la circunfe-
rencia C'(A, r) en su recorrido desde el valor cero hasta r, podemos hacer uso de ésta para hallar
el area de la circunferencia hiperbélica. Tomemos en cuenta, que el tratar esta circunferencia en
particular no es impedimento para generalizar nuestros resultados, puesto que su tratamiento
especifico tan solo difiere en la ubicacién de su centro en un lugar especifico del plano hiperbélico
para facilidades de cédlculo, como hemos visto, ubicacion que se consiguié bajo la aplicacién de
una de nuestras transformaciones, las cuales como vimos, dejan invariantes a las circunferencias
hiperbdlicas.

El drea A(C) de una circunferencia hiperbélica C(A4,r), la obtenemos por:
T
A(C) = / senh tdt = 2w (coshr — 1)
0

La longitud de curva de la circunferencia la hallamos por medio de una forma infinitesimal de
la métrica (distancia) hiperbdlica, tomando como base la definicién 3.3 y haciendouso del lema
3.6, y dado que la distancia hiperbédlica es invariante por el grupo de Mébius, la longitud de la
circunferencia también lo es, al igual que el drea de la misma, que fue hallada apoydndonos en
la expresion obtenida para la longitud de esta curva.

Proposicién 3.9. La longitud y area de las circunferencias hiperbdlicas son preservadas por
las transformaciones de Mobius. Para la circunferencia hiperbélica C(A,r), con A = (a,b), su
longitud A(C') y su drea A(C') vienen dados por:

1. XC) =2msenhr

2. A(C)=2n(coshr —1)

3.2.7. Triangulos hiperbdlicos y trigonometria hiperbdlica

Definicion 3.6. Dados tres puntos A, B,C € H, tales que no estdn sobre una misma recta
hiperbdlica, llamamos tridngulo hiperbolico o h-tridngulo ABC al conjunto 2 C H que resulta
de la union de los tres segmentos hiperbolicos que unen dichos puntos. Los puntos A, B y C' son
llamados los vértices del h-triangulo y a los segmentos que estos puntos determinan, los lados
del h-triangulo.

Para nuestros propositos, extenderemos nuestras consideraciones acerca de los tridangulos hiperbéli-
cos permitiendo que los vértices de éstos estén sobre el borde del plano.
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Proposicién 3.10. Los h-tridngulos son invariantes bajo las transformaciones de Mdébius.

Demostracion. Sean el triangulo hiperbdlico ABC' y T' una transformacion de Mobius. Por
reduccion al absurdo y la proposicién 3.3, tenemos que si A, B y C' no pertenecen a una misma
recta, sus imagenes con respecto a T’ tampoco seran colineales. Estas transformaciones preservan
los lados de este h-tridngulo, por cuanto preservan la longitud de los mismos (la distancia entre
los vértices)y a las h-rectaque los contienen. También, por la proposicién los dngulos interiores
del h-tridngulo ABC son invariantes. Entonces los elementos bésicos de un triangulo hiperbélico
se preservan a través de estas transformaciones, que era lo que queriamos demostrar. ]

Definicion 3.7. Dos tridngulos hiperbolicos ABC' y DEF son congruentes si:
AB = DE; BC 2 EF, AC = DF
Y si, con a, 8,7, 9, €, notamos los dngulos en los vértices A, B,C, D, E y F en su orden,

a = 0; B=¢ Y=¢

De esto, tenemos:

Proposicién 3.11. La congruencia de h-tridangulos es una propiedad geométrica.

Demostracion. Esto lo obtenemos de la proposicion 2.12 con las que construimos una transfor-
macién de Mobius que hace corresponder los vértices de dos tridngulos congruentes, y por la
proposicién 3.10 vemos que la congruencia de h-tridngulos es preservada. ]

3.2.8. Triangulos hiperbdlicos con un angulo recto

Tomemos un triangulo hiperbdlico ABC con A, B,C € H con un angulo recto. Para unificar
nuestra notacion, los lados opuestos a los vértices A, B, C' los llamaremos a,b y ¢ respectiva-
mente, al igual que los dngulos en estos vértices seran «, 3, y . Los lados a,b y ¢ tienen por
longitud precisamente a, b y ¢ correspondientemente. Un h-tridngulo con un recto serd llamado
un h-triangulo rectangulo.

Proposicién 3.12. Para cualquier tridngulo rectangulo ABC' con sus vértices en H y dngulo
recto en C' se cumple:
cosh ¢ = coshacoshb

Demostracion. Por medio de una transformacién de Mobius T hacemos corresponder:
T(C)=i=(0,1);  T(B)=hi=(0,h),y;  T(A)=(z,y)
Con h > 1;z,y >0y 2> +y?> = 1.Por el lema 3.6:
(h—1)? _n*+1
2h 2h
P+ y-1)> 1

] COSthl—I————
2y Yy

m cosha=1+
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@4+ (y—h? 1+

= he=1
coshe + 2hy 2hy

y verificamos que
cosh ¢ = cosha cosh b

finalmente por la proposicién 3.11 vemos que esto es equivalente en el h-tridngulo ABC, termi-
nando la demostracion. O

Con el siguiente resultado sobre h-triangulos con un dngulo recto relacionamos la longitud de
los lados del triangulo con los dngulos que comprenden, de la siguiente manera
Proposicién 3.13. Para todo h-tridngulo ABC, con A, B,C € H, y con angulos o, By 7, se
satisfacen las siguientes igualdades:

1. tanhb =senhatan(

2. senhb = senhcsenf

3. tanha = tanhccos(
Esto los hemos tomado para el angulo § en particular, pero esto lo podemos ampliar también
para el dngulo «, ya que la forma en que hemos aplicado los puntos A, B, C' para obtener D, F
y F' lo pudimos hacer igualmente de forma conveniente para analizar este tltimo dngulo. Para
el angulo « esto corresponde a:

1. tanha =senhbtana

2. senha = senh csena

3. tanhb = tanh ccosa

Estos resultados nos permiten enunciar la siguiente proposiciéon
Proposicién 3.14. Para todo triangulo hiperbdlico ABC, con A, B, C' € H, y con angulos «, 3
y 5, se cumple:

1. coshasen 3 = cosa

2. coshbsena = cos 3

3. cotacot 3 = coshe

Demostracion. Sireemplazamos las expresiones que vimos en la proposicion 3.13, como funciones
trigonométricas para el angulo «, en las aquellas que esta misma proposiciéon da para el angulo
B, llegamos a los resultados de esta proposicion. ]

Como vemos, la proposicién 3.14 nos permite establecer relaciones entre un lado de un tridngulo
hiperbdlico con un angulo recto y los dngulos interiores no rectos adyacentes al mismo. Veamos
ahora otro tipo de triangulos
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3.2.9. Tridngulos con un vértice en el infinito

Sea ABP un h-tridngulo, en el cual A,B € Hy P € ¥, el borde de H. llamaremos a estos
h-tridngulos “h-tridngulos con un vértice en el infinito”, puesto que podemos asumir que P
corresponde al punto del infinito, ya que por nuestra férmula de la distancia tenemos que las
longitudes de los lados a y b, es decir, las distancias dg(A, P) y du(B, P) son iguales a oo y de
forma particular, ya que las h-rectas que contienen a los lados a y b sélo tienen en comin un
punto que no pertenece a H, el dngulo formado entre ellas es 0. Asi, el h-triangulo ABP tiene
dos angulos « y 8 no nulos, un dngulo igual a 0, y sus lados a,b y ¢ cumplen: c € R, 0 < ¢y
a =00 =hb.

Para hacer més sencillos nuestros estudios sobre estos h-tridngulos, con base en la proposicién
2.12, por una transformacion de Mdébius 7', hagamos:

T(A)=D=(zy);, TMB)=E=(wz y T(P)=oo

de tal forma que 2% +y?> = 1 y w? + 22 = 1. De esta manera, podemos establecer que D = ¢ y
E = €. Con base en esto:

ID—B|* _2y2+[ID—B|® _ 292+ (2= 2(aw+y2))

he=1
coshe =T oD S(E) 297 29z

ya que D y E estdn sobre la circunferencia de centro en el origen y de radio 1, tenemos que:

|ID—E|? _ 2senfsen¢ + (2 — 2 (cosf cos ¢ + sen f sen ¢))
23(D)S(E) 2senfsen ¢

coshe=1+

y dado que 0 = a y ¢ =7 — 3, llegamos a

1+ cos acos B
coshce= ————
sen o sen (3

de esta expresién para cosh ¢, y teniendo en cuenta la identidad cosh? z—senh? z = 1, obtenemos:

\/(1 + cos acos 3)% — sen? asen? 3

sen o sen (3
~ /sen? a (1 — sen? B) 4 cos? a + 2 cos a cos 3 + cos? o cos? 3
sen o sen (3

senh ¢ =

_ cosa + cos 3
sen o sen 3

y tenemos expresiones trigonométricas para lado de longitud finita de nuestro h-tridngulo. Asi,
hemos probado la siguiente proposicion:

Proposicién 3.15. Para todo tridngulo ABP, con angulos a, 3 y 0, a y 3 no nulos:

1+ cosacos 8
1. coshce = ———
sen asen (3

cos & + cos 3
2. senhc= ————
sen asen (3
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3.2.10. Leyes del seno y coseno

En la geometria euclidiana tenemos las llamadas leyes de seno y coseno. En nuestra geometria
de Lobachevski enunciaremos también unas leyes similares, dos leyes de cosenos y una ley de
senos, que presentaremos a continuacién:

Proposicién 3.16 (Primera ley de Coseno). Sea ABC un h-tridngulo con A, B, C' € H, con
angulos o, By v v lados a, b y ¢, respectivamente. La primera ley de coseno establece:

cosh ¢ = cosh a cosh b — senh a senh b cos

Demostracion. Sea [ la h-rectaa la que pertenece el lado ¢ del h-tridngulo ABC, es decir, la
h-recta determinada por los puntos A y B, y sea m la h-recta perpendicular a [ y que pasa por
el punto C. [ y m se intersecan en un punto D que puede estar en el interior o el exterior del
h-tridngulo ABC'. Para ambos casos, nuestros argumentos son validos como veremos a conti-
nuacion, pero para mayor facilidad consideremos D en el interior del tridngulo hiperbdlico. El
segmento AB satisface: AB = AD + DC' y esto lo notaremos para los lados de ABC' como
¢ = c1 + co respectivamente, al igual que los dngulos opuestos a ¢; y ¢ son 1 y 2 en su orden.
Con esto, obtenemos dos tridngulos hiperbdlicos con un dngulo recto. Llamemos d al lado con
extremos C'y D. Por la proposicién 3.12:

cosh b = cosh d cosh ¢; y cosha = cosh d cosh ¢y
estas igualdades validan que
cosh a cosh b = cosh? d cosh ¢1 cosh ¢s
restamos a ambos lados de la igualdad cosh ¢ y entonces
cosha cosh b — cosh ¢ = cosh? d cosh ¢1 cosh ¢y — cosh ¢

Retomemos ahora las identidades

s cosh?z —senh?z =1

» cosh(z + y) = cosh z coshy + senh z senh y

y obtenemos
cosh a cosh b — cosh ¢ = senh? d cosh ¢1 cosh ¢y — senh ¢4 senh ¢s

Teniendo esto presente, por la proposicion 3.14

V/cos? o — sen? v,

senh d =
sen vyq
senhd — \/cos? B — sen? vy,
Sen yo
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y de esta manera:

~ \Jcos?2a —sen?y; \/cos? 3 — sen? o
N sen v sen o

_ y/cos2a — sen?y1\/cos? B — sen? y
B sen vy sen 7o

senh? d

Considerando los lados ¢; y ¢ de los h-triangulos rectangulos ADC y BDC como lo hicimos
con el lado d compartido por ellos:

V/cos2y; — sen? o

senhc¢; =
sen «
\/cos? g — sen? 3
senh ¢y =
sen 3

por tanto

\/cos2y1 —sen? a /cos? vy — sen? 3
senh ¢; senh ¢y =

sen « sen 3
_ /cos2y; —sen? ay/cos? v, — sen? 3
B sen o sen (3
2 2 2 2
cos? a — sen cos? 3 — sen
senh ¢; senh ¢y = \/ m \/ B 72
sen asen (3

utilisando las identidades cosh(z + y) = coshz cosh y + senh x senh y y cos(z + y) = cos z cosy —
sen x sen y, y factorizando llegamos a:

V/cos? a — sen? y14/cos? 3 — sen? o

sen a sen 3 sen 7y, sen 7y
 \/cos?a —sen?v;y/cos? 3 — sen? v
B sen v sen 3 sen y1 sen 7o

cosh a coshb — coshc = (cosy1 +72)

CoS 7y

Ademsés de esto, por la identidad cosh? X — senh? X = 1, tenemos las siguientes igualdades:
senh?a = cosh?a — 1 y senh?b = cosh? b — 1
que con la proposicion 3.14 nos permiten establecer:
senh? a = cot?y; cot? o — 1 ysenh?b = cot? v cot? f — 1

por lo cual

2

2 2 2 2 2 2 2
COS? 1 COS* v — sen” 1 sen” avy/ cos? o cos? 3 — sen® g sen” (3
senh bsenhb = \/ v v \/ it it

sen a sen (3 sen 7y; sen 7y,

V/cos? a — sen2 y14/cos? 3 — sen? o
sen asen [3 sen 7y; sen 7y
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Y de esta forma

cosh a cosh b — cosh ¢ = senh a senh b cos
es decir

cosh ¢ = cosh a cosh b — senh a senh b cos

que era lo que queriamos probar. O

Continuaremos ahora presentando la ley de seno para tridangulos hiperbélicos

Proposicién 3.17 (Ley de Seno). Sea ABC un h-tridngulo con A, B,C € H, con dngulos
o, By v ylados a,by c, respectivamente. La ley de seno establece:

senh a B senh b B senh ¢

sen o sen 3 sen -~y

Demostracion. Con base en la Primera ley de cosenos (proposicién 3.16 tenemos que:

9 1 cosh a coshb — cosh ¢ 2
seny =1—
7 senh a senh b

de esta manera

(senh c) 2 B senh? a senh? b senh? ¢
(

seny senh a senh b)? — (cosh a cosh b — cosh ¢)?

y de forma analoga

senha\? B senh? bsenh? csenh?

( sen « ) ~ (senhbsenhc)? — (coshbcosh ¢ — cosh a)?
senh b ? B senh? asenh? csenh? b

( sen f3 ) ~ (senh asenh c)? — (cosh a cosh ¢ — cosh b)?

y esto factorizando en cada una de estas igualdades, concluimos que:

senh a B senh b B senh ¢

sen o sen 3 sen -~y

Finalmente, veamos la segunda ley de coseno

Proposicién 3.18 (Segunda ley de coseno). Sea ABC un h-tridngulo con A, B, C' € H, con
angulos «, By v y lados a, b y ¢, respectivamente. La segunda ley de coseno establece:

cos v cos 3 + cosy

coshc =
sen asen (3
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Demostracion. Para esta demostracion, por la primera ley de cosenos

coshacoshb — coshe

cosY = senh a senh b

B 1+ 2 coshacoshbcoshc — (cosh2 a cosh? b cosh? c)

senh a senh b

y de esto, vemos que la expresion
1+ 2coshacoshbcoshe — (cosh2 a cosh? b cosh? c)

se va a repertir en las expresiones para cos « y cos 3. Tomemos ahora la expresion

cos v cos 3 + cosy

sen « sen (3

ésta es igual a

cosacos 3+ cosy 1+ 2coshacoshbcoshe— (cosh2 a cosh? b cosh? c)

sen a sen 3 1+ 2coshacoshbcoshe — (cosh2 a cosh? b cosh? c)
(coshbcoshe — cosha) (coshecosha — coshb) + (coshacoshb — coshe) (cosh? ¢ — 1)
1+ 2 coshacoshbcoshe — (cosh2 a cosh? b cosh? c)

Lo que es igual a cosh ¢, que era a lo que queriamos llegar ]

De la primera ley de cosenos, podemos ademaés obtener otro resultado: Como vimos, con esta
ley podemos dar una expresiéon para el coseno de cada angulo de un h-tridngulo, y esta es pre-
sentada en terminos de funciones hiperbélicas de los lados, y ya que los angulos son preservados,
tenemos que las magnitudes de los lados también lo haran, bajo transformaciones de M&bius. De
forma reciproca, ya que las transformaciones de Mobius conservan las distancias hiperbdlicas,
la expresién que obtenemos de la primera ley de coseno nos permite ver que los angulos de los
h-tridngulos se preservan, y con esto vemos que la congruencia de tridngulos hiperbélicos queda
toda en términos de los dngulos de alguno de los tridngulos hiperbélicos que estemos revisando.
Este criterio de congruencia lo expresamos entonces en la siguiente proposicién:

Proposicién 3.19 (Criterio de congruencia de tridngulos hiperbdlicos). Dados dos
tridngulos hiperbdlicos, éstos son congruentes si, y solo si sus angulos correspondientes son
iguales.

Por 1ltimo, es conveniente que veamos que todas expresiones y resultados que hemos obtenido
con respecto a los tridngulos hiperbdlicos las hemos obtenido al partir de las formulas que nos
proporciona el lema 3.6, y ya que éste se basa en la distancia hiperbédlica, la cual vimos es
preservada por las transformaciones de Mobius, tenemos que estos desarrollos también resul-
tan invariantes bajo nuestro grupo de transformaciones, y asi las podemos generalizar para la
geometria hiperbélica como objetos y propiedades geométricas.
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3.2.11. Area de poligonos hiperbdlicos

En analogia con la geometria euclidiana, dados un nimero n de puntos distintos A, en H,
n € N, n > 3, tales que tres de ellos nunca estdn sobre una misma h-recta , definimos el poligono
hiperbdélico (h-poligono) con vértices los puntos A,,, como el conjunto de puntos 2 que resulta de
la unién de los segmentos hiperbélicos con extremos en dichos puntos, tales que dos segmentos
solo se intersecan en alguno de los puntos Ay y en cada punto Ay se intersecan exactamente dos
segmentos hiperbdlicos. Cada uno de los segmentos con extremos Ay y Ap, lo llamamos un lado
del poligono hiperbdlico y los dngulos que forman las h-recta que contienen a los lados, y que se
encuentran en el interior del poligono hiperbdlico lo llamamos un angulo interior a éste.

Los poligonos hiperbélicos los podemos descomponer en tridngulos hiperbélicos y este va a ser
nuestro punto de partida para hallar el area de los poligonos hiperbdlicos. Hallaremos inicial-
mente el area de un tridngulo hiperbdlico, y con base en esto, encontraremos el area de un
poligono hiperbdlico como la suma de las areas de los tridngulos hiperbdlicos que lo componen.
No obstante, debemos tener una forma de calcular el area en el plano H que sea preservada por
las transformaciones de Mobius, una forma infinitesimal de la métrica hiperbdlica que podamos
asegurar es invariante con respecto a nuestro grupo de transformaciones.

Proposicién 3.20. '2 En el plano H, para todo punto z = (x, %), la forma infinitesimal

ddzdz  dzdy
(z—72)? y?

dA =

es preservada por las transformaciones de M6bius.

Proposicién 3.21. Sea (2 un h-tridngulo con dngulos a, 3 y 7, entonces, su drea A es igual a:

AQ)=7—(a+8+7)

Demostracion. Sea ABC un h-tridngulo con vértice B en el infinito y con un angulo recto en su
vértice C'. Como ya hemos visto, por medio de una transformaciéon de Mobius podemos asumir:

C:(Ovl)v A:(Qf,y),y B =00

Con 22 4 y2 = 1. Con base en esto, y escribiendo A = e’ tenemos que 0 < 6 < 7. De hecho, por
las construcciones que hemos hecho en la anterior seccion, sabemos que 6 = « y de esta manera
usando la forma infinitesimal que vimos, para hallar el area, obtenemos:

cos o0 cos
A(ABC)_/ / d"’f_g?‘/_/ _ 4= _T_
0 Vicz Y 0 V1—a22 2

Lo cual cumple con nuestra proposiciéon.

Ahora, sea ABC un tridngulo hiperbdlico con el vértice C' en el infinito. Este tridngulo hiperbdli-
co, como vimos en la proposicién3.16 puede ser descompuesto como la suma de dos tridangulos
hiperbdlicos con un angulo recto. Asi, tenemos que el area de este tridngulo hiperbdlico resulta
de:

A(ABC):(g—a)Jr(g—ﬁ) =m—(a+pf)

2para su prueba consultar en [32] y [31]
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Finalmente, sea ABC' un tridngulo hiperbédlico con sus tres vértices en el plano H. Sea [ la
h-recta que contiene a A y B,y sea m la h-recta paralela a | que pasa por C'. Sea entonces P el
punto final de estas rectas hiperbdlicas y sea ¢ el angulo del tridngulo hiperbdlico C'BP sobre el

vértice C. El drea del h-triangulo ABC es igual a la diferencia del drea de los tridngulos APC
y CBP:

A(ABC) = A(APC) — A(CBP)
=(m—a-(v+9¢)—(r—(m—5)—9)
=7 —(a+5+7)

Que era lo que queriamos demostrar. O

Ahora, ya que podemos descomponer un poligono hiperbélico en tridngulos hiperbélicos disyun-
tos, enunciamos la siguiente proposicién:

Proposicién 3.22. Sea 2 un poligono hiperbdlico de n lados y con angulos interiores a;, i =
1,2,...,n. entonces su area es igual a:

AQ)=mn-2)r—) o
=0

Demostracion. Podemos descomponer el poligono €2 en tridngulos hiperbdlicos disyuntos, con
lo que obtenemos n h-tridngulos de éstos, y la suma de las dreas de ellos es igual a 2w+. Asi,
tenemos entonces que A(Q) = (n —2)m — > ; a;, que era lo que querfamos demostrar. O

De la proposicion 3.21 podemos también encontrar a qué es igual la suma de los angulos interiores
de un tridngulo hiperbélico

Proposicién 3.23. La suma de los dangulos interiores de un tridngulo hiperbdlico es igual o
menor a 7.

Demostracion. Consideremos un h-tridangulo con un vértice en el infinito y con sus otros vértices
como la interseccion de rectas hiperbdlicas perpendiculares. Para este caso, tenemos entonces
que la suma de sus dngulos interiores es igual a 7. Para los deméas h-tridngulos, veamos que su
area es un numero real d > 0 que resulta de:

d=7m—(a+p+7)

Con lo cual, o + B+ v < m, y asi la suma de los angulos interiores es menor que 7. U

Los elementos de la geometria de Lobachevski que hemos presentado hasta ahora son suficientes
para continuar con la construccién de objetos més complejos a partir de los tridngulos y cir-
cunferencias hiperbdlico, asi como para la formulacién y prueba de proposiciones y teoremas
relativos a los objetos de esta geometria, tal como se hace con gran detalle en el libro “FEle-
mentary Geometry in Hiperbolic Space” de Werner Fenchel [7], asi como en “The Non-Euclidean
Hiperbolic Space” de Kelly-Matthews [14]. Estos tratamientos se hallan por fuera de los objetivos
de este trabajo, cuyo objetivo era proporcionar los elementos fundamentales para desarrollar la
geometria de Lobachevski, que fue precisamente lo que realizamos.

435



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

Bibliografia

[1] N. BOURBAKI, Elements de Mathématique, Livre III Topologie Génerale, chapitre 1. Struc-
tures Topologiques, Editorial Hermann, 1965, cuarta, Paris, pag 13-174

[2] C. BOYER, A History of Mathematics, Editorial John Wiley & Sons, segunda, 1989, Nueva
York, 715 pag.

[3] J. CAICEDO, Teoria de grupos, Pro-Offset Editorial Ltda., 2004, Bogotd D.C., 169 pég.

[4] A. CAMPOS, Geometria, Huellas en el Encuentro de Geometria, V Encuentro de Geometria
y sus Aplicaciones, Universidad Pedagoégica Nacional, 1994, Bogota D.C., pag 1-209

[5] N. EFIMOV, Geometria Superior, Editorial MIR, 1984, Moscu, Traducido al espanol

[6] H. EVES, Estudio de las Geometrias tomos I y II, Editorial UTEHA, 1969, México D.F.,
1969. 473 pag (Tomo I), 485 pag (Tomo II)

[7] W. FENCHEL, Elementary Geometry in Hiperbolic Space, Editorial Walter de Gruyter,
1989, Nueva York, 225 pag. Traducido de su original en aleman por BAUER H. con la
asistencia de la editorial Christian Siebeneicher de la Universitdt Bielefeld, Fakultat fir
Mathematik, Alemania

[8] A. GIROUX, Analyse Complexe: notes de cours, Université de Montréal, 2004, Montreal,
92 pag. [www.dms.umontreal.ca/~giroux/documents/analyse.c00.pdf]

[9] R. GODEMENT, Cours d’Algebre, Editorial Hermann, 1966, Paris, 663 pag.

[10] R. HIDALGO, Breve introduccio a los grupos kleinianos y variedades hiperbdli-
cas, Universidad Técnica Federico Santamaria, 2006, Valparaiso. 49 pag.
[http://docencia.mat.utfsm.cl/~rhidalgo]

[11] R. HIDALGO, Transformaciones de Mdbius, Universidad Técnica Federico Santamarfa,
2006, Valparaiso. 220 pag. [http://docencia.mat.utfsm.cl/~rhidalgo]

[12] C. IVORRA, Geometria, Universidad de Valencia, Valencia, 406 pag.
[www.uv.es/~ivorra/Libros/Libros.htm]

[13] C. IVORRA, Geometria Algebraica, Universidad de Valencia, Valencia, 436 pag.
[www.uv.es/~ivorra/Libros/Libros.htm]

[14] G. KELLY and G. MATTHEWS, The Non-Euclidean Hiperbolic Plane: Its Structure and
Consistency, Editorial Springer Verlag, 1981, note Nueva York, 333 pag.

[15] F. KLEIN, El Programa de Erlangen, Revista del seminario de ensenanza y titulacié. Colegio
de ciencias y humanidades, 1985, México D.F.,74 pag. [Traducido por COCHO F. de su
original en alemén, con el apoyo de la UNAM, México| [http://valle.fciencias.unam.mx]

[16] J. KLEIN, Greek mathematical thought and the origin algebra, Dover publications, 1992,
Nueva York, 360 pag.

436



LA GEOMETRIA DE LOBACHEVSKI A PARTIR DEL GRUPO DE MOBIUS

[17] E. LAMBRANO, Transformaciones de Mobius y temas relacionados, Universidad Nacional
de Colombia, Facultad de Ciencias, Departamento de Matematicas, 2005, Monografia, Bo-
gotd D.C., 25 pég., [Trabajo de Grado para optar al titulo de Matemético]

[18] H. LOO-KENG, Starting with the Unit Circle: Background to the Higher Analysis, Editorial
Springer Verlag, 1981, Nueva York, 179 pédg. [Traducido del aleman por WELTIN K]

[19] J. LUNA and Y. ALVAREZ, Féliz Klein uel estudio de la geometria, XV Encuentro de Ge-
ometria y sus Aplicaciones y I1I Encuentro de Aritmética, junio 24, 25y 26 de 2004 memo-
rias publicadas en 2005, Fondo Editorial Universidad Pedagégica Nacional, Bogota D.C.,
pag 265-277

[20] H. MESCHKOWSKI, Non-Euclidean Geometry, Editorial Academic Press, 1965, Nueva
York, 102 pag. [Traducido al inglés del original Nichteuklidische Geometrie en aleman en
1961 por VIEWEG F. e hijo, Braunschweig, Alemanial

[21] A. OOSTRA, Geometria, Huellas en los Encuentros de Geometria y Aritmética, 2005, Fondo
Editorial Universidad Pedagdégica Nacional, Bogota D.C., pag. 3-54

[22] G. POLYA, Complex Variables, Editorial John Wiley, 1974, Nueva York, 327 pég.

[23] P. RYAN, FEuclidean and Non-Euclidean Geometry: An Analytic Approach, Editorial Cam-
bridge University Press, 1999, Nueva York, 215 pag.

[24] M. SPIVAK, Cdlculo en variedades, Editorial Reverté S.A., 1992, Barcelona, 134 p4.
[25] M. SPIVAK, Cdlculo infinitesimal, Editorial Reverté S.A., 2002, México D.F., 926 pég.

[26] Y. TAKEUSHI, Teoria de funciones de variable compleja, Universidad Nacional de Colom-
bia, 1968, Bogota D.C., 253 pag.

[27] F. VERA, Cientificos griegos. Tomo 1, Editorial Aguilar, 1970, Madrid

[28] C. WEXLER, Analytic Geometry: A vector approach, Editorial Addison-Wesley Publishing
Company, inc, 1962, Massachussets, 291 pag.

[29] I. YAGLOOM, A Simple Non-Euclidean Geometry and Its Physical Basis: An Elementary
Account to Galilean Geometry and the Galilean Principle of Relativity, Editorial Springer
Verlag, 1979, Nueva York, 309 pag. [Traducido al inglés del original Printsipi otnositelnosti
Galileya i Neevklidova Geometriya, Nauta, Mosct, 1969, en ruso por Abe Shenitzer con la
asistencia editorial de GORDON B.]

[30] G. RUBIANO, Topologia General, Panamericana, formas e impresos S.A., 2002, Bo-
gotd D.C., vi 238 pag.

[31] C. LUQUE, L. GUAYAMBUCO and L. ESPITIA, Introduccion a las geometrias no Eu-
clidianas, Universidad Pedagodgica Nacional, Bogota D.C., 83 pag.

[32] D. RODRIGUEZ G., La Geometria de Lobachevski a partir del Grupo de Mgbius, Universi-
dad Pedagdgica Nacional, Facultad de Ciencia y Tecnologia, Departamento de Matemaéticas,
2008, Tesis de Grado, Bogota D.C., x, 99 pég., [Trabajo de Grado para optar al titulo de
Licenciado en Matemadticas]

437



