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Resumen

En este escrito se estudia, de manera simple, los tensores para proporcionar la idea de
métricas tensoriales que inducen naturalmente las Geométrias de tipo diferenciables tales
como: Euclideana, Hiperbédlica, Riemanniana, Semi-Riemanniana y Simpléctica entre otras,
escogiendo un tensor apropiado para medir (métrica) en cada uno de los tangentes de una
superficie regular o de una variedad diferenciable.

1. Introduccion

Son muchas las razones que los matematicos tienen para estudiar los campos tensoriales o simple-
mente tensores; la versién del Teorema Fundamental del Célculo sobre variedades de dimension n
incluye tensores alternantes que en su forma elemental se conoce como Regla de Barrow-Newton
y se sintetiza en la férmula.

b
/ f'(2)dx = f(b) — f(a).

De manera un poco mas general, recibe el nombre de teorema de Stokes, y en él los papeles
de fy f’ estdn representados por una forma diferencial (o tensor alternante) w y su diferencial
exterior dw; los papeles del intervalo [a,b] y del par de puntos {a, b} son representados por un
subconjunto D de una variedad orientada con orientacién en el borde, dD, inducida por la de

D y se resume en la formula:
/ W= / dw
oD D

Este resultado, ademas de su interés en el calculo, proporciona interpretaciones ilustrativas a
ciertos conceptos de la fisica, como, por ejemplo, la divergencia y el rotacional y forma parte de
los fundamentos para desarrollar las herramientas mas importantes de la Geometria Diferencial.

También, el estudio de las derivadas de orden superior sobre objetos geométricos se puede realizar
con cierta facilidad usando la terminologia tensorial.

En este escrito nos limitaremos a estudiar los tensores para presentar algunas geometrias, de
forma elemental y de tipo diferenciable, tales como: Euclideana, Hiperbdlica, Riemanniana, Semi-
Riemanniana y Simpléctica entre otras, escogiendo un tensor apropiado para medir (métrica)
en cada uno de los tangentes de una superficie regular o de una variedad diferenciable.
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2. Una nota sobre espacio dual

Sea V un espacio vectorial real. Como es usual V* denotara el espacio vectorial dual de V, esto es,
el espacio vectorial formado por todas las transformaciones (o funcionales) lineales T : V' — R.
Ademads si € = {e;}ier es una base algebraica para V, es decir, cualquier elemento de V' es
combinacién lineal finita de elementos de € = {e;};c1, entonces su base algebraica dual asociada
(de V*) es e = {e’} e es tal que

} 1, sii=j
ej(ei)_{o sii#j

En la teoria de tensores los elementos con superindices siempre estarédn en el dual, por ejemplo
vt eVr, uw e U”

Ademas, obsérvese que si v € V, entonces

y para cada o € V*,
a= E afe;)e’.
i=1
Empleando la convencién de la suma, en donde ésta se invoca cuando un indice estd repetido
inferior y superiormente, estas expresiones se convierten en

v=¢()e; v a=al(e)e.

Se puede enviar V en V** = L(V* R) en donde a cada v € V se le asocia v** € V**, definido
por v**(a) = a(v) para todo a € V*. En el caso en que V' tiene dimensién finita V** y V' tienen
la misma dimension, asi, la funcién V' — V** es uno a uno y por lo tanto un isomorfismo. En
dimensién infinita, se dice que V' es reflexivo cuando la funcién V' — V** es un isomorfismo. Por
identificacién se tiene que

1, sii=j

e5(e') = " (e) = ¢'(es) = {0’ il

3. Tensores en espacios vectoriales

Este tema también se puede consultar en [8] pagina 54. Si Vi, - .-,V son espacios vectoriales
sobre un campo K, donde K = R o K = C, existen muchas funciones

t:Vix---xV,—= K

con caracteristicas muy especiales y de gran utilidad en la Matematica segtin el caso. En ésta sec-
cién se estudiard el caso cuando t es una funcién multilineal, esto es, lineal en cada componente.
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En particular para n = 2, t debe satisfacer:

tzr +x2,y) = tlz1,y) +t(22,y)
t(xvyl +y2) = t(xvyl) +t(x7y2)
t(cx,y) = ct(z,y)=t(z,cy)

Para todo x,z1, 29 en V] y todo y, y1,y2 en V.

Por comodidad este estudio se presentard sobre R (es decir cuando K = R). El conjunto de
todas las funciones multilineales en V; x --- x V,, forman un espacio vectorial con la suma y el
producto por escalares definidas entre funciones como en Célculo.

Definicién 3.1. Sean V, V1, .-, V, espacios vectoriales

(a) Un tensor sobre Vi x Vo x -+ x V,, es una funcion multilineal
t:Vix---xV,—=R.

El espacio vectorial de todos los tensores definidos en Vi x -+ x V,, se denotan con Vi ®
e V.

(b) En particular, sea TT (V') el subespacio vectorial de Vi @ ---® V,, formado por todos los
tensores de la forma
t:Vix oo xV*xVx---xV —R

~~ ~~
r-copras S§-copras

Los elementos de T7 (V') se llaman tensores de tipo (;) sobre V, contravariante de orden r
y covariante de orden s.

Definicién 3.2 (Producto tensorial).

(a) Sean Vi, Vi, y Wi, -+, W,, espacios vectoriales y los tensores:

t1:Vix---xV,—R
to : Wy x - x W, = R,
entonces el producto tensorial t1 ® to es la funcion multilineal dada por
b @ta(vr, - Un, Wi, v+ Wyy) =ty (v1, -, vp)ta (W, -+ Wiy)
conv; € Vi, ywj € Wj.
(b) En particular, sit; € T{HV) yty € T32(V), el PRODUCTO TENSORIAL
@ty € THTZ (V)

estd dado por

t1®t2(/817"' 7/8r17717"' 77r27f17"' 7f817g17"' 7952)
:tl(ﬁlv"' 7/8r17f17"' 7f81)t2(717"' 77r27g17"' 7952)

donde 37,47 € V* y fi1,g2 € V.
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Reemplazando R por un espacio F' se obtiene T (V; F'), el espacio tensorial con valores en F' de
tipo (;)
Ahora obsérvese que el producto tensorial no es conmutativo y satisface las siguientes propiedades:

t ® (2 ®13) = (t1 @ t2) @ 13,

(t1 +t2) @3 =t @13+ t2 @ t3,
11 @ (ta +13) =t1 @ty + 11 @ ts,
(ct1) @ te = c(t1 ®t2) = t1 ® (cta)

para todo ty,to, t3 tensores y ¢ € R™. Ademds,

(b) T5(V) =V*,
(c) T3(V) = L(V;V¥)

Por convencién se toma T3(V; F) = F.

Teorema 3.1. Sea v* = {v'};cs base algebraica para V* dual de © = {v,}pep base dual
para V y w* = {w’}jc; base algebraica para W* dual de W = {wq}qeq base algebraica para W.
Entonces

{vi®wj:iel jeJ}

es una base algebraica para Ve W.

Nota. El teorema también afirma que si dimV =k y dim W = s, via isomorfismo, el conjunto
{vp®wq:p:1,---,q jzl’...7p}
representa una base de V@ W ya que espacios vectoriales de igual dimensién finita son isomorfos
ydimV @ W = ks.
Demostracion. Se debe demostrar que los elementos de la forma
vt @ w’
de V @ W son linealmente independientes y que generan a V' ® W. Entonces, supdéngase que
tivt @ wl = 0.
Aplicando esto a (v;, w;) se tiene que t;; = 0.

Para terminar, seat € V@ W, A ‘
t= tz‘j (’UZ ®’U)j),

luego
t’Lj = t(v’iv wj)v
entonces A ‘
t = t(vi, w;) v' @ w’
Lo que termina la demostracion del teorema. ]
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Corolario 3.1.1. Sea V un espacio vectorial, {e;}ic; una base algebraica para V, {e’};es su
base algebraica dual para V* y {ej* }rex base algebraica de V** dual de {€’}jcj. Entonces una
base algebraica para T? (V') estd dada por

{eff@ e @ ek

kiEK,jiEJ} (1)

El espacio tensorial 77 (V') tiene también la siguiente notacién importante:
V... eV'eVe...oV (2)

donde se presentan r copias de V* y s copias de V.

Nota

(a) SidimV = n, entonces la dimensién de T7 (V) es n" . y cada e;* se identifica con ey,

(b) El lector que tiene cierto conocimiento de Analisis Funcional puede darse cuenta facilmente
que si V' es un espacio de Hilbert, o mas general un espacio de Banach reflexivo la base
dada en (1) se representa con

{er, @ ey, @ @@ ke K, j€J} (3)

4. Ejemplos

Ejemplo 4.1. Sean
er =(1,0,---,0), e2=(0,1,0,---,0),---, e, =(0,---,0,1)
los vectores de la base canénica de R™ y {e?, 1 <i < n} base para (R")* dual a {e1,---,e,}.
Son (g) tensores sobre R™ :
t=e'®e", t=c'®e?+5e2@ e
Un tensor de tipo (g) es
t=c"®e’®e’
Por ultimo un tensor de tipo (%) es
t:261®61®62—|—462®61®61—|—663®62®63
Ejemplo 4.2.

(a) Sitesun (g) tensor sobre V, entonces t tiene componentes
t’Lj = t(e’iv ej)7

es decir, una matriz de tamafno n X n. Esta es la forma usual de asociar una forma bilineal
con una matriz. Por ejemplo, en R? la forma bilineal

t(z,y) = Az1ys + Br1ys + Crayr + Daoys

(donde = = (z1,x2) y y = (y1,y2)) estd asociada a la matriz
A B
C D
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(b)

5.

Sit es un (g) tensor sobre R?, entonces tiene sentido decir que t es simétrico si
t(e1, e2) = t(e2, 1),

lo que equivale a decir que la matriz ¢;; es simétrica. Un (g) tensor simétrico se puede
recuperar de su forma cuadrética Q(e) = t(e, e) por

[Q(e1 + e2) — Qe — ea)]
(5 )

En general, un (g) tensor simétrico se define con la condicién

=~ =

t(er,e2) =

y t tiene como matriz asociada

asi Q(z) = Az? + 2Bxyx9 + D3

t(’Ul, to ,’US) = t(va(l)v T 7v0(s))

para toda permutacién o de {1,---,s}, y para todos los elementos vy, --,vs € V. Se le
puede asociar a ¢t un polinomio homogéneo de grado k :

y como en el caso s = 2, Py t determina uno al otro. También se puede hacer una definicién
similar para el caso de (6) tensores. Es claro que un tensor es simétrico si y sélo si todas
sus componentes en cualquier base son simétricas.

Un producto interior ( , ) sobre V' es un (g) tensor y su matriz se escribe generalmente con
e ) Asf s o : Hivo. " iy ) '
i ei,ej ). Asi g;; es simétrico y definido positivo. La matriz inversa se escribe con g%

Propiedad universal

El siguiente teorema se conoce como PROPIEDAD UNIVERSAL PARA EL PRODUCTO TENSORIAL.

Teorema 5.1. Sean V y W espacios vectoriales y @ la funcion multilineal de V- xW en V@W
definida por @(v,w) = v@w. Entonces para todo U espacio wvectorial y h:VxW — U una
funcion multilineal, existe una unica transformacion lineal h -V @ W — U tal que el siguiente
diagrama
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conmuta, esto es ho®=nh

El par (V@ W,®) se llama una solucion al PROBLEMA UNIVERSAL FUNCIONAL para funciones
bilineales con dominio V- x W.

Demostracion. Bajo hipotesis se demostrara la existencia de h usando el hecho de algebra lineal
que afirma: una transformacién lineal se conoce de manera tnica al conocer su accion sobre una
base de su dominio. En efecto, sean {e'};cs, {w’};cs, bases algebraicas de V* y W* respecti-
vamente, duales de las bases algebraicas {ey}rex v {wplpep, de V' y W respectivamente. Si
h:V x W — U es una funcién bilineal, entonces existe una tnica transformacion lineal

h:VeoW —U,
tal que h(e! @ w') = h(e;, wj).
Con lo que N
ho®=h

ke, w= bPw, elementos de V' y W respectivamente, se tiene que

Luego, para todo v = a

h(v,w) = h(akek, bpwp)
= a*b? h(eg, wy)
= a0 h(ex @ wy)

h(v @ w)

= ho®(v,w)

Asi, la funcién requerida h existe y estd determinada de manera tnica. ]

Corolario 5.1.1. Sean V y W espacios vectoriales, la propiedad universal caracteriza el producto
tensorial V@ W salvo isomorfismos, en el siguiente sentido: Si existe un espacio vectorial T y
una funcion multilineal 0 : V- x W — T con la propiedad universal, entonces

VeoW=xT

Demostracion. Como los pares (V @ W, ®) y (V @ W, ®) son soluciones al problema universal
para funciones bilineales con dominio V' x W, entonces existen funciones unicas f: VW — T
yg:T —V ®@W tales que el par de diagramas

VoW T
N N
AN AN
\\ \\
® S 0 AN
\ \
\ \
\\ N
V x W T V x W VoW
0 ®
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conmutan,estoes § = fo®, ® =gob.

S demuestra ahora que f es un isomorfismo de V ®@ W sobre T

(a) Como 6 = (f o g) o0, entonces la unicidad de la conmutacién del diagrama

V x W-

esto es 8 =106, implica que fog =1.
(b) Como ® = (go f) o®, entonces la unicidad de la conmutacién del diagrama

VoW

V x W-

esto es ® = i 0o ®, implica que go f = 1.

Ahora, (a) y (b) demuestran que f y g son transformaciones lineales biyectivas con g = f~!,

asiVe@W=xT.

6. Superficie regular

Es necesario observar que las representaciones paramétricas diferenciables de clase C'°°, como en
Calculo de varias variables, puede solamente cubrir una parte de la superficie que se desea estu-
diar y resultaria excesivo restringirnos a considerar inicamente representaciones paramétricas
que sean inyectivos, por tal efecto, se precisa este concepto en la siguiente definicion.

Definicién 6.1 (Carta Local). Sean U y M subconjuntos de R*, U abierto, a : U — M, se

llama una carta local de clase C° en M si:

(a) a es de clase C™

(b) a es un homeomorfismo. Esto es a es inyectiva, continua con inversa continua.

(¢) doy es 1 —1 en cada punto p € U

a(U) recibe el nombre de vencidad coordenada y («,U) una parametrizacién coordenada de

dimensién k.
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La condicién (c), en el caso bidimensional es decir k = 2, e inmersas en R3, es equivalente a que
ay X a, #0 VY(u,v) € U.

Ya que para o : U C R? — R3 con a = (x,y,2) la day, es 1 — 1 equivale a que los vectores
columnas de

ox Oz
du gv
Y Y
Y o (4)
0z z
ou  Ov

son linealmente independientes, equivalentemente, a que el producto vectorial:

Ja O«
0 07"

Ejemplo 6.1. Sea f : U — R una funcion difernciable en un conjunto abierto U de R?, entonces
la grdfica de f, es una superficie reqular. En efecto, considérese la funcién. o : U — R? definida
por:

a(u,v) = (u,v, f(u,v))

donde (u,v) € U, la cual es una parametrizacion coordenada de la grdfica de f. Ademds su
vecindad coordenada cubre cualquier punto de f.

» La condicion (a) de la definicion de superficie regular se satisface inmediatamente

» La condicion (b) no es dificil ya que ggigg

=1, pues x =u, y =v.

» Finalmente o es 1 — 1, ya que si (u,v,z) estd en la grdfica de f, entonces (u,v, z), con
z = f(u,v), es la tinica imdgen de (u,v) bajo o; y como o™ (u,v, f(u,v)) = (u,v) se tiene
que a~ ' es continua.

Definicién 6.2. Se dice que un conjunto M C R* es una k—superficie reqular si cada punto de
p € M admite una carta local de clase C°.

En el caso bidimensional es decir k = 2, e inmersas en R3, una carta local de clase C™ se escribe

a(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)).

Cambio de parametro. Es bien conocido que si (zq,U,) y (23,Us) son parametrizaciones
coordenadas de una k—superficie M con z,(Uy) N xg(Ug) = W # ¢, los conjuntos

2 W)y (W)

[}
son conjuntos abiertos de R* y que las funciones x/gl oz, son funciones diferenciables (una
demostracién de esto usa el teorema de la funcién inversa en varias variables).
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De Ahora en adelante, cuando se indique una superficie diferenciable de dimensiéon k£ o una
k—superficie diferenciable M, se escribird simplemente una superficie diferenciable M.

Ahora, se extiende la nocion de diferenciabilidad entre superficies.

Dadas dos superficies M{" y MJ". Una funcion ¢ : M{* — M3" es diferenciable en p € M si dada
una parametrizacién y : V.C R™ — My en ¢(p) existe una parametrizacién z : U C R" — M;
en p tal que p(z(U)) C y(V) y la funcién

ylopox:UCR" - R™ (5)

es diferenciable en z7!(p). ¢ es diferenciable en un abierto de Mj si es diferenciable en todos
los puntos del abierto. Es una aplicaciéon del cambio de parametro que la definicién dada no
depende de la escogencia de las parametrizaciones.

Si M es una superficie diferenciable, entonces una funcién diferenciable « : (—g,2) — M se
llama una curva diferenciable. Supéngase ademas que «(0) = p € M, y sea D el conjunto de las
funciones de M en R diferenciables en p. El vector tangente a la curva a en ¢t = 0 es la funcién
a/(0) : D — R definida con
d(f o a)
/
o 0)f =——F—= eD

Of =42
luego, un vector tangente en p € M es el vector tangente en ¢ = 0 de alguna curva « : (—¢,¢e) —
M con (0) = p. El conjunto de los vectores tangentes a M en p serd indicado con T, M.

Si se escoge una parametrizacién z : U — MF en p = z(0), y denotando con

(88{131‘)0

el vector tangente en p a la curva
Z; —>£1?(0, 7x’i707"' 70)

entonces es bien conocido que el conjunto 7}, M, con las operaciones usuales de funciones, forma
un espacio vectorial de dimensién k, y al escoger una parametrizacién z : U — M¥ se determina

una base asociada 9 9
(G (Gl

de T}, M. El espacio T}, M recibe el nombre de espacio tangente a M en p.

Campos vectoriales. Un campo vectorial X en una superficie diferenciable M* es una funcién
que asocia a cada punto p € M un vector X (p) € T,M. Al considerar una parametrizacion
z: U CRF — M es posible escribir

k
X() = Y ) (0

i=1

donde cada a; : U — R es una funcion definida en U y {d%z} es una base asociada a x, i =
1,---,k. Es claro que X es diferenciable si y so6lo si las funciones a; son diferenciables para
alguna parametrizacién (y por lo tanto, para cualquier).
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En muchos casos es conveniente usar (6) como un campo vectorial X : D — F donde D es el
conjunto de las funciones diferenciables en M y F' el conjunto de las funciones en M, definidas
de la siguiente forma

(0 = > ailr) 51 o) @

i=1

7. Hacia las geometrias desde los tensores
Para tal efecto, se observara la primera forma fundamental de una superfice bi-dimensional.

8. Primera Forma Fundamental y generacion de
geometrias tensoriales

Sea M* una superficie diferenciable, se restringe el trabajo a una vecindad coordenada (z, U) de
M, con lo que se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que z(U) = M. Asi que M seréd la
superficie x(z1, z2) con (z1,x2) € U; y se considera la curva I' sobre M definida por la imagen
bajo = de

x1 =x(t), w2 =x2(t).

A lo largo de la curva I', x es una funcion de t, es decir I' es de la forma
z(t) = z(z1(t), w2(1)),
con t en un intervalo .J.

La longitud de arco s estd relacionado con el pardmetro ¢ por la férmula

t

s= [ [l2'(t)]|dt,
to
entonces
ds® = H2 <:): >
89«“ dz, +@@ O doy | O dry
8(12‘1 dt 8(12‘2 dt 78(12‘1 dt 8(12‘2 dt
0 0 0 0
=(—d d d —d
<815L“1-|-a 332,81331+82332>
=g11dr1dzy + 2g12dx1dre + goodradrs,
donde

_ /9 0 _ /9 9 _ /9 9
gi11 = 81‘17 811?1 ) gi12 = 81‘17 8372 ) 922 = 83727 8372 .
Escribiendo 42 = A - A, se llega a:
I = ds® = g1 dz} + 2912 dzdas + goo das. (8)

I recibe el nombre de primera forma cuadratica fundamental.

Observaciones
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= La primera forma cuadratica fundamental se puede escribir

T = ds? = (dz1, dzs) (gn 912) <d$1> 7
g12 922/ \dx2

gi1 912
(9:4) = (912 922)

donde

es la matriz asociada a I.

= La primera forma cuadratica fundamental es definida positiva.

La primera forma cuadratica fundamental es
d
ds? — (dzy das) <911 912) ( $1>
g12 g22) \dx2

A= (911 912)
gi2  g22

es la matriz de la forma cuadratica.

donde

Como los puntos de la superficie M son regulares entonces

_ (2 9N, _ /9 9N,
g11 = 8 8x1 g22 = Oy’ Oy .

Por la identidad de Lagrange

|Al =g11922 — 91

*Haxlu Haxlu <8:1:1 8x1>

_Ha_xl x a—le >0,

y el criterio de Sylvester asegura que la primera forma cuadrética fundamental I es definida

positival.

» ds® es invariante bajo un cambio de pardmetro.

Es una aplicacién de la regla de la cadena en la forma cuadratica al hacer el cambio de
variable. En efecto, Sea M una superficie bidimensional y r(u, v) un sistema de coordenadas
locales. Si se realiza el cambio de pardmetros u = u(c, 3), v = v(«, 3), entonces la forma
cuadrética fundamental en los parametros a, (3 satisface (y para simplificar se denotard por

Wer, por ejemplo, HERNANDEZ E. Algebm y Geometria, Adisson-Wesley. 1994. pdgina 542
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un momento A% = (A, A)):
ds* =gnda’® + 2512d04dﬁ + Goad

_ <@da dﬁ, da + 8—dﬁ>

d ﬁ op
or
— <a dﬂ, dOé+ _ﬁdﬁ>

8r8u+8r8v do+ 8r8u+8r8v dﬁ2
Juda  OvOa oudp  ovags

O (Do s D) (s 225) )

0 ap op
or or 2

= (a—du + a—dv)

= @du + &dv or —du + &dv = gndu2 + 2g12dudv + g22dv2.
ou ov ' Ou ov

Esto demuestra que ds? es invariante bajo cambio de pardametros.

= Por el ejemplo 4.2, (g;;) representa un (g) —tensor covariante g, simétrico, definido positivo
en el espacio tangente T, M que varia diferenciablemente, en el sentido: Siz : U C R? — M
es un sistema de coordenadas alrededor del punto p con x(z1,z2) = g € x(U), entonces

%mmw(gym%@>

es una funcién diferenciable.

El anélisis anterior proporciona la idea para hacer la siguiente definicién. Consultar este tema
también en [2], [5], [4], [6] y [7]

Definicién 8.1. Sea M* una superficie diferenciable de dimension k, el par (M, g) se dice que
es una Geometria

(a) Riemanniana: si g = (g;;) representa un (g)—tensor covariante g tales que para todo par
de campos vectoriales diferenciables X,Y sobre M se tiene

(1) g(X,Y) =g(Y, X), es decir, g es simétrico,
(2) g(X,Y) >0y g(X,X)=0 siysilo si X =0, es decir, g es definido positivo no
degenerado en cada espacio tangente T, M

(3) g(X,Y) waria diferenciablemente, en el sentido: Si x : U C R¥ — M es un sistema
de coordenadas locales alrededor del punto p con x(x1, -, x) =q € x(U) y 821- (q) =
dxg(0,---,0,1,0,---,0), entonces

gij(z1, -+, wp) = g(aii (9), %(Q))

es una funcion diferenciable.
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(b) Semi-Riemanniana: si g = (g;;) representa un (g)—tensor covariante g simétrico, dife-
renciable tales que si X, Y son campos vectoriales diferenciables y g(X,Y) = 0 para todo
Y, entonces X = 0, esto es, g es no-degenerado.

(¢) Simpléctica si k = 2n; g = (gi;) representa un (g)—tensor covariante g diferenciable,
no degenerado tales que si X,Y son campos vectoriales diferenciables sobre M, entonces
9(X,Y) = —g(Y, X), es decir, g es anti-simétrico.

Cuando {dz'} es la base dual de { aii} en cada punto de la superficie M* el tensor métrico g,

restringido a una vecindad coordenada (z, U) se representa (facilmente de verificar) como:

g= Z gijd:ri ®dxz’, o simplemente ¢ = Z gijd:ri da?
ij ij

9. Ejemplos: tipo Riemannianos

1.  Geometria Euclidea. En el caso que M =RF y

01 0
0 0 1

esto es, el tensor métrico estd dado por
k . .
g= Z dr' @ dx*.
i=1

Y por lo tanto, la longitud cuadrada de un vector infinitesimo cuyas componentes son

es
L0 o 0\ /o
2 1 W01 0 )
ds* =(dx*,--- ,dz") :
: U &

=(daz")? + -+ (da*)?

todo esto, proporciona naturalmente la Geometria Euclidea para R¥. Es decir, la Geometria
Euclidea es un caso particular de la Geometria Riemanniana.

2. Geometria Hiperbdlica. Considerérese el semi-espacio de R¥ dado por
H* = {(z1,---,z1) € RF; 21, > 0}
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en cada uno de los planos tangentes se introduce el tensor métrico representado con

10 --- 0

1101 -0 .

g—x—z ()
0 0 1

esto es, el tensor métrico estd dado por

k
1 A A
g:x—2 E dx' ® dx’
ki=1

En este caso, la Geometria proporcionada por el par (Hk ,g) es la Geometria Hiperbdlica
de dimension k. Las curvas minimizantes (geodésicas) en este modelo son rectas perpen-
diculares al hiperplano zj = 0, y las semicircunferencias (en H* ) contenidas en los planos
perpendiculares al hiperplano x; = 0 y cuyos centros estan en este hiperplano. También
la curvatura de H¥ es —1. Ver [2] pag. 162, 163.

Esfera bi-dimensional o Geometria Esférica bi-demensional. Considérese
S? = {(z,y,2): 4yt = 1}

y (0, ¢) = (cosfsen ¢, send sen ¢, cos ¢) sus coordenadas esféricas. Se sabe que (a, U) es
una carta local de S? si U = {(0,¢): 0< 0 <2m,0< ¢ < 7}.

Entonces

/o O\ = goy = (22N

Asi el tensor métrico esta dado por
g=sen?¢df ® df + do @ dé (10)

con lo que
ds® = sen® ¢ d6? + d¢* (11)

proporciona una forma de calcular longitud de curvas sobre la esfera. Esto es, para una
curva sobre S? que estd parametrizada (en coordenadas esféricas) por

c(t) = (cosO(t) sen ¢(t), sen O(t) sen ¢p(t), cos p(t))

la longitud infinitesimal es
(sen? ¢ 0% + ¢’2)1/2dt.

Por lo tanto, (52, g) donde g = sen? ¢ d®@df+dp®de se conce con el nombre de Geometria
esferica y sus geodésicas son las circunferencias méximas en S? y su curvatura es 1, ver [2]
pag. 163.
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10.

Ejemplos: Tipo Semi-Riemannianos y Simplécticos

La idea es muy parecida a los ejemplos anteriores, pero con cierto cuidado,ver [6] capitulo 3, pag
58, también [4] pag. 191. Por tal motivo nos dedicaremos a dar ejemplos de productos tensoriales
Semi-Riemannianos y Simplécticos en en espacios vectoriales de dimension k.

(a)
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CASO: SEMI-RIEMANNIANO. Para cada entero v con 0 < v < k, se define en cada espacio
tangente Tka ~ R¥ un tensor métrico dado por

g(xpayp) xpvyp szyz"i’ Z xj

j=v+1

de indice v. El resultado es un espacio semi-euclideano o bien semi-Riemanniano R¥. Para
k > 2, R} se llama n—espacio de Minkowski; si k¥ = 4 es el ejemplo mas simple de un
espacio-tiempo relativista.

Al fijar la notacién
- —1 para 1<:i<w
"l +1 para v+1<i<k.

Entonces el tensor métrico de R¥ se puede escribir (usando base dual) de la forma

k
g= Zsid:ri ® da

i=1

Si M* es una superficie diferenciable, entonces como en el caso Riemanniano la forma
cuadratica g asociada a un sistema de coordenadas locales es

q=ds®= Zgijd:rid:rj

[0 9
ij = a’l?i’a{lfj

y su métrica en cada tangente T, M es

g= Z gijd:ri ® da?

donde,

CAs0: SIMPLECTICO. Considérese R%", esto es, estamos en el caso k = 2n, entonces se in-
troducen las coordenadas x1,- - -, Tpn, Y1, - -, Yn y Se define un producto interior simpléctico

para R?" por la férmula
y) = wiyi — zhy;
%

donde
T = (xlv"' 7xn7x/17"' ,.CI?:.L), Y= (ylv"' 7yn7y£7"' 7:'-/7/1)
Asf el par (R?",g), es una Geometria Simpléctica para R?". Ahora se puede proceder

como en el caso Riemanniano y Semi-Riemanniano para obtener métricas candnicas en
k—superficies diferenciables, ver [3].
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