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Resumen

Dado un concepto de espacio euclideo, esta asociada una topologia sobre el espacio, en el
presente articulo se estudian los espacios euclideos cuya topologia es no arquimediana y se
da un teorema que caracteriza dichos espacios

1. ;Qué es la geometria rigida?

La geometria rigida analitica estudia la geometria en un campo no arquimediano
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en si se basa en considerar espacios vectoriales completos los cuales son llamados espacios de
Banach ya que fue Stefan Banach quien los estudio, el estudio de las geometrias en estos espacios
difieren a las de los estudiados en los espacios euclidianos sobre los niimeros reales ya que el
campo es arquimediano, es decir, se tiene la desigualdad triangular, a diferencias de los espacios
no arquimedianos

2. Aplicaciones de la geometria rigida

En el presente diagrama se muestran las relaciones de la geometria rigida con diferentes dreas
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3. Teoria de la valuacion

Definicién 3.1. Un campo valuado es un campo K, provisto de una valuacidn (o valor absoluto),
es decir, una funcién definida como || : K — R™T tal que satisface:

1. |z[ >0y |z| =0 implica que x =0
2. 2| [yl = |z -yl
3. |z +yl < lz[+ 1yl
si ademas se tiene que | |, satisface |z + y| < méx{|z|, |y|} la valuacién se dice no arquimediana.
La valuacion induce una métrica definida por
d(z,y) = |z =y,
para todo (z,y) en K2.

4. Comparacion entre la geometria euclidiana y la rigida

Teorema 4.1. En el espacio métrico K2, todo tridngulo es isésceles.

Demostracion:

Supongamos que existe un tridngulo no isésceles, entonces

d(z,y) # d(y, 2), d(y,2) # d(z, z) d(z,y) # d(z, z)

si d(z,y) > d(y,2) y d(z,y) > d(z,z), como d(z,z) # d(y,z) entonces d(z,z) > d(y,z) o
d(z,z) < d(y, z), luego consideremos el caso d(z, z) > d(y, z), por la desigualdad ultramétrica

d(z,y) < méx{d(z,2),d(z,y)} = d(z, 2)
asi d(z,y) < d(z, z) por otro lado, si d(z, z) < d(y, z) vemos que

d(xv y) < méx{d(:):, Z), d(zv y)} = d(yv z)

asi d(z,y) < d(y, z). De esta forma d(x,y) = d(z, z) o d(z,y) = d(y, 2). O

5. Jerarquia de las estructuras algebraicas

En el siguiente diagrama se muestra las diferentes relaciones entre las estructuras

474



INTRODUCCION A LA GEOMETRIA RIGIDA

Espacio Algebra
vectorial

P S

Grupoo  \ 77777777777777777 Campo
grupo
abeliano
A-modulo o e
Anillo
Figura 3.

Las diferentes definiciones de estas estructuras se pueden encontrar en cualquier texto de algebra
abstracta.

6. Espacios de Banach

Definicién 6.1. Un espacio vectorial normado sobre K, (V,+,-, ]| ||) se dice de Banach si es
completo, es decir, que toda sucesién de Cauchy converge bajo la métrica inducida por || ||

Teorema 6.1 (Banach). Sea T : V — W una transformacion lineal sobreyectiva y continua
entonces 7' es abierta.

Corolario 1. Existe C' > 0, tal que para cada w € W existe v € V tal que T'(v) = w

o] < Cllw]]

Demostracion:

Por el teorema de Banach, existe 0 < § < 1 tal que
{weW ||w]|<dt C{TWw) :ve V||| <1}

ahora, reemplazando w por a%w, donde a € K* y r € 7Z tenemos que si w € W tal que

||lw|| < dla”|, entonces existe v € V tal que w = T'(v) y ||v|| < |a"|. Escojamos un a € K tal que

la] > 1, tomemos C' = %', sea w € W. Entonces existe un tinico r € Z tal que

C7Ha"| = dla" ™ < ||wl]| < dla”|
por el argumento anterior existe un v € V tal que T'(v) = w y

[o]l < a"| < Cllwl]. T
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7. Modulos y algebras de Banach

Definiciéon 7.1. Un espacio de Banach A tal que A es un anillo conmutativoy &k C A y tal que
11l =1y [labl| = llal[[[b]].

Ejemplo 7.1. Sea C(K) el espacio de Banach de todas las funciones continuas en un espacio
compacto de Hausdorff K con la siguiente norma

[ flloo := sup || f(2)]|
zeX
definiendo el producto usual de funciones (fg)(p) = f(p)g(p), hace de C(K) un algebra de
Banach conmutativa, la funcién constante 1 es elemento identidad.

Definicién 7.2. M es un A-médulo con norma || || tal que M es un espacio de Banach sobre
K y |lam|| = |a|||m|| para todoa € Ay m € M.

8. La recta proyectiva

Definicion 8.1. Sea K un campo algebraicamente cerrado provisto de una valuacién no arqui-
mediana y consideremos P = (K x K)/ ~, donde (zg, 1) ~ (yo,y1) si existe a € K* tal que
Yo = azrg y y1 = axi, luego P es llamado la recta proyectiva.

Definicion 8.2. Una funcién ¢ : P — P es llamada un automorfismo de P si existe una matriz
A€ GLy(K) tal que p(xz) = A-x

Definicién 8.3. Un subconjunto D de P es llamado un disco cerrado (resp. abierto) si existe
una € Ky p€RT tal que

D={zeK:|z—a|<[<]ploD={z€ K :|z—a|] > [>]p}U{oc}

LEma 1. Sea D un disco abierto (resp. cerrado), y sea T' un automorfismo de P. entonces T'(D)
es un disco abierto (resp. cerado).

LEma 2. Sea D;, D2 dos discos (abiertos o cerrados, no necsariamente del mismo tipo) tales
que D1 N Dy # 0y Dy UDy # P entonces D1 C Dy 6 Dy C Dy

Definicion 8.4.
= Un subconjunto no vacio de IP es llamado una afinoide conectada, si este es una interseccion
de una cantidad finita de discos cerrados.
= una afinoide es la unién de una cantidad finita de afinoides conectadas.

Teorema 8.1. Sea F' una afinoide conectada, y sean F1, ..., F}, afinoides conectadas disjuntos,
m > 2. entonces F' # | || F;

Teorema 8.2. Sea Fy, F5 afinoides conectadas, F; N Fy # 0. entonces F1 N Fo y Fy U F5 son
afinoides conectadas.

Teorema 8.3. Sea F' # P una afinoide, entonces existen Fy, Fy, ..., Fy, tales que F = | |, F;,
ademas Fi, Fy, ..., F,, estan tinicamente determinados por F
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Demostracion:

[esquema] FEzistencia. Escribamos a F' como la unién de afinoides conectadas Fi, ..., F,. si ex-
iste 1 <4, j < m tales que F;NF; # 0, entonces F; UF} es una afinoide conectada. por el teorema
anterior, luego se procede por induccién sobre m.

Unicidad. Supéngase que F' = | || F; = |_|?:1 G;. donde Fj, G; son afinoides conectadas, en-
tonces F; = |_|?:1 F;NGj. por el teorema anterior cada f,,, NG es vacia o una afinoide conectada.
ademds, existe j tal que F,,, = F,,, N G}, es decir, F,,, C G, por un argumento similar se mues-
tra que existe ¢’ tal que G; C F, de este modo |_|:i_11 F;, = |_|?:_11 G, haciendo induccién sobre
min{m, n} se concluye que m =ny G; = F;, parai = 1,...,m bajo permutaciones. O

9. Funciones holomorfas

Sea (K, | ||) un campo valuado no arquimediano algebraicamente cerrado, y sea K° su anillo de
valuacién y K su ideal maximal.
Sea F' un subconjunto de P, para una funcién f : F — K definimos la norma

1= WIf1lF := sup{| f(2)[}
z€F

ademds, || || es una semi norma y satisface

o || f+ gl < max{||f], llg]l}

 llefll = lelll 1, para todo ¢ € K*.

de aqui en adelante consideraremos una afinoide F' C P.

Definicién 9.1. Una funcién f : FF — K es holomorfa si para cada e € | K *| existe una funcién
racional g € K(z) sin polos en F tales que ||f — gl|r < €.

Definicion 9.2.

O(F') := conjunto de de todas las funciones holomorfas.

O%F) ={f € O(F) : lf <1};

O%”(F) ={f € O(F) : |[f]| <1}
O(F) = O°(F)/O*(F).

Teorema 9.1. 1. O(F) es completo.

2. O(F) es una K-dlgebra, O°(F) es una K°-dlgebra, O%(F) es una de sus ideales. y O(F)
es una algebra sobre K = K°/k%.

O(F)e:={f€0O: f(c) =0}, y sea C(F) el algebra de funciones K-holomorfas sobre F, ademés
C(F)~ K.

477



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

Teorema 9.2 (Descomposiciéon de Mittag-Leffler). Sea Dy, ..., D,, discos disjuntos. Sea
F; el complemento de D; y sea F' = (., F; y tomemos ¢ € F. Entonces

L. O(F) = C(F) @2, O(F)c-

2. Sea f, € C(F) y sea f; € O(F;). para i = 1,ldots, m. Entonces || > fil|r = méx | fi|| 5,
ademads, existe z € F tal que | > " fi(2)| = méax || fi|| £,
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