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Resumen

Se estudian sistemas iterados de funciones en el grupo de Heisenberg, se analiza la dimension
fractal de ciertos subconjuntos de este grupo y se presentan ciertos conjuntos invariantes
respecto a dichos sistemas iterados.

Introduccion

Los fractales son, quizds, el ejemplo mas latente de que nuestro mundo es bastante intrincado e
impredecible y nada lineal e ideal como lo pensamos.

El primer ejemplo de fractal fué presentado por Giuseppe Peano, matematico italiano en el afio
de 1980 y recibi6é el nombre de curva de peano; ocurrié un cambio decisivo en su estudio con
el descubrimiento de la geometria fractal por el matematico francés Benoit Mandelbrot en la
década de los setenta, quien utilizé otra idea de dimensién diferente a la usada en el geometria
euclidea y doté a los fractales de una dimensién no entera; caracteristica adicional a su auto-
semejanza, la que los vuelve interesantes a la vista de cualquiera, sin ser muy erudito.

John E. Jutchinson, en su articulo fractal and self-similarity [2], expone una teoria bastante
formal de los que él llama conjuntos estrictamente auto-similares, demostrando que dado F =
{f1, fa,- .., fn}, un conjunto finito de contracciones, llamado cominmente sistemas iterados de
funciones (SIF), sobre un espacio métrico completo, entonces existe un tinico conjunto compacto
K invariante con respecto a F; cuando el espacio métrico completo es el espacio euclideo, surgen
conjuntos invariantes que son los ejemplos clasicos de fractales.

Para el grupo de Heisenberg, denotado por H = R? x R, la ley que lo define es una operacién
que involucra el producto interno usual de R?, e induce una métrica dy, llamada la métrica
de Heisenberg, formando asi, el espacio métrico completo de Heisenberg (H, dp), en el cual se
definen ahora los SIF, estos sistemas iterados de funciones sobre el espacio métrico completo
(H, dg), denotados por Fy, seran el objeto de este trabajo con el propédsito de estudiar los
conjuntos invariantes que ellos generan a partir de los sistemas iterados de funciones clésicos del
plano.

Asfi las cosas, se analizaran los SIF Fpp y sus conjuntos invariantes K.

El trabajo se desarrolla en cuatro partes, en la primera de ellos se encuentra una resena de
los antecedentes basicos acerca del surgimiento de la teoria clasica de fractales, esto como una
introduccion para el lector a quien el término fractal le suena desconocido. En la segunda, se
plantea de manera detallada como el grupo de Heisenberg (especificamente la ley que lo define)
hace surgir una teorfa muy rica en cuestion de sistemas iterados de funciones Fy y de conjuntos
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invariantes con propiedades muy interesantes. Dada la caracteristica de que los fractales tienen
una dimensién no entera, estos objetos se hacen tan especiales que se clasifican dentro de otra
geometria, la geometria fractal, asi, se hace necesario reunir la teoria que permita entender y
apreciar el concepto de dimensién fractal, disponiéndose para esto de la tercera parte. Por tltimo,
como una de las consecuencias mas importantes del surgimiento de los SIF sobre (H, dy), esta la
aparicion de subconjuntos Ky de H, por esto se presenta en la parte final un caso especial de
estos, llamado el cuadrado de Heisenberg, denotado por Q.

1. Fractales.

Con el descubrimiento de una nueva geometria en 1977, debido a la publicacion The Fractal
Geometry of Nature por Benoit Mandelbrot, nace una visién mas clara del mundo en el que
vivimos. Esta geometria, llamada geometria fractal, nos descubre fenémenos naturales en su
forma maés extraordinaria dejando al descubierto la naturaleza incierta de lo que nos rodea.

Para muchos, el descubrimiento de la geometria fractal significé el poder retratar tantos objetos
que antes eran muy dificil de imaginar en la pantalla de un computador, o quizas, hasta en nuestra
mente. Pero asi como es de extraordinario el mundo fisico que nos rodea es extraordinario el
conocimiento del hombre, por el cual hoy dia se tiene una idea particular de como clasificar a
muchos de esos objetos bajo un nombre bastante preciso, fractales; estos entes matematicos
constituyen el pilar del andlisis en la geometria fractal.

Los fractales poseen dos caracteristicas béasicas: primero, su autosemejanza, es decir, que tiene
la propiedad de ser copias escalizadas de alguna parte de si mismos probablemente rotadas y
trasladadas. Y como segunda caracteristica, los fractales poseen una dimensién no entera, esto
significa que ellos son completamente diferentes de las gréficas de lineas y secciones conicas que
se aprenden en un curso elemental de Geometria Euclidiana.

Pero esta definicién de dimensién no es aquella que se aprende en un curso de geometria vectorial
o topologia sujetas a espacios vectoriales y cubrimientos abiertos del espacio respectivamente.
Para calcular la dimensién de los entes fractales, Felix Hausdorff en el ano 1918 generaliza las
ideas de Carathéodory formalizando lo que hoy se conoce como la dimensién Hausdorff.

En esta seccién no se da la definicién formal de dimensién Hausdorff (ver detalles en la tercera
parte de este escito), mas bien se presenta una variante de ella conocida como la dimensién por
conteo de cajas original-—que serd suficiente para ilustrar algunos ejemplos de (Box-Couting)—
que en la mayoria de los casos coincide con la fractales en el plano y dar una definiciéon de los
mismos.

1.1. Dimensioén fractal

Definicién 1.1. Sea A = {z | x € R} un conjunto de puntos. Se obtiene una copia escalizada
de éste si se opera el conjunto A con un r € [0,1], tal que rA = {rz}. Entonces un conjunto A
es autosemejante cuando es la union de N conjuntos que son congruentes con rA.

Definicién 1.2. Sea (X, d) un espacio métrico y A un subconjunto de X . El diagmetro de A es:

diamg(A) := sup{d(a,d’),a,a’ € A}.
Se escribird diam en vez de diamg cuando no haya confusién.
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Definicién 1.3. Se llama recubrimiento de un conjunto E en un espacio métrico (X,d) a la
coleccion {Go} de subconjuntos de X, tales que

E c |G-

Definicién 1.4. Sea A C R%, § > 0 un nimero real positivo y Ns(A) el menor nimero de
subconjuntos de didmetro a lo mds § que cubren a A. Entonces se define D, la dimension fractal
(o caja) como:

. InNs(A)
D(A)_%l—rf(l) Inl/o

Ejemplo 1.5. El conjunto de Cantor.

Este conjunto se define cldsicamente como el resultado de un proceso de sustraccion de abiertos
sobre el intervalo [0, 1]. En efecto, dado el intervalo cerrado [0, 1] se extrae de €l la tercera parte
central, esto es (1/3,2/3), lo que deja dos segmentos de recta cada uno de longitud tres veces
menor que el inicial, se toman estos dos segmentos y se repite el proceso inicial efectuado a [0, 1]:
a los intervalos cerrados [0,1/3] y [2/3,1] se les extrae sus terceras partes centrales (1/9,2/9)
y (7/9,8/9). De esta manera se continua indefinidamente para obtener asi el El Conjunto de
Cantor C, formado por todos aquellos puntos que quedan al final de todas las extracciones.

Anotaciones puntuales e importantes del conjunto de Cantor, C son:

= Fs no vacio, pues, al final de todas las extracciones quedan por lo menos los puntos ex-

tremos de los intervalos.

= Fs cerrado, ya que C resulta ser la interseccion infinita de cerrados.

= Es compacto, pues, es cerrado y acotado en R.
Observe que el conjunto de Cantor puede ser descompuesto en dos subconjuntos distintos, estos
son, la parte comprendida en el intervalo [0,1/3] y la parte comprendida en el intervalo [2/3,1],
subconjuntos que resultan ser semejantes al conjunto original C, teniendo como unica diferencia
que son un tercio mds pequenos que el conjunto original C (es decir, r = 1/3 en la definicion

1.1, notdandose ast, la primera caracteristica que identifica un fractal, la autosemejanza.
Para el conjunto de Cantor, segin la definicion 1.4 Ns(C) =2 y bd = 1/3, asi que:

DC)=1lm — ¢7Z
© 520 In3 ’

donde Ns es el niumero de nuevos segmentos en el proceso inicial y § es el factor de escala
de reduccion del conjunto inicial, concluyendo que la dimension del conjunto de Cantor es un
numero no entero.

Ejemplo 1.6.
La Curva de Koch.

El proceso mediante el cual se genera este conjunto es totalmente inverso a la creacion del
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congunto de Cantor, pues en vez de hacer sustracciones, se hacen adiciones. En efecto, se parte
de un segmento de recta (de longitud uno por simplicidad) del cual se extrae la tercera parte
central reemplazandola por un triangulo equildtero al cual se le suprime la base, este tridngulo
tiene lados de longitud 1/3. Se aplica el mismo proceso con cada segmento de recta presente en
las iteraciones; siguiendolo indefinidamente se obtiene una curva de longitud infinita llamada,
La Curva de Koch y se denota por K.

Notese que cada cuarta parte de la curva IKC es una version reducida de toda la curva, es decir,
K es autosemejante, con r =1/3, asi que: N5(K) =4 y 6 = 1/3, por tanto:

Ind
D(K) = lim —
UO) = 0% g
Definicién 1.7. Dado A C R?, se dice que A es un fractal si es autosemejante y su dimension

fractal es un nimero no entero.

En la construcciéon de los anteriores fractales, se escogié una figura inicial y aplicando cierto
proceso se obtuvo una figura final (frecuentemente el objeto fractal), en esta aplicacién resultan
involucradas ciertas funciones de reemplazo o sustitucién, las cuales se llevan al infinito (se
aplican indefinidamente).

Por ejemplo, con el conjunto de Cantor C, se parte de la figura o conjunto inicial I = [0, 1], al
definir

fo:R—R
te folt) = 5
y
fi:R—R
t'—>f1(t):%

se tiene que:
fo()=[0,1/3] vy  AU)=1[2/3,1].

Iterando el proceso, al final se obtiene:
C=|J(fiofio--)I).
Para la curva de Koch, sea Iun segmento de recta de longitud uno, al definir:
go : R? — R?
_(r Y
(x,y) = gO(xvy) - (37 3)

R 173 0
= Ay [y] , donde Ay = [ 0 1/3] .
g1 : R? — R?

(@) rlay) = (CYRE2 VBt

— A m + [163] , donde A; = [%?6 _{/36/6] .
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go : R? — R?
z+V3y 1 —\Br+y V3
(@,9) = g2z y) = (—F—+ 5 —F— + )

SRR A

g3 : R? — R?
2
(2,9) = gale,9) = (2=, )
R 2/3 173 0
_Ag[y]—l—[o],donde Ag—[o 1/3].

Iterando estas funciones se obtiene al final:

—

K=U(giogjogrogio--)().

Las funciones involucradas en estos procesos tienen caracteristicas comunes y resultan tener una
dindmica especial, fue J. Hutchinson [2] en el 1981 el primero en estudiar estos sistemas de
funciones, creando los sistemas iterados de funciones y obteniendo una unidad dentro de todo
aquel proceso de creacién de figuras nuevas tanto en el &mbito matematico como computacional.

Definicién 1.8. Una funcion f: X — X, en el espacio métrico (X, d) es una contraccion si
existe un numero 0 < r < 1, tal que

d(f(z), f(y)) < rd(x,y), Vr,ye X,

r es el factor de contraccion.

Definicién 1.9. Una funcion S : X — X en el espacio métrico (X,d), es una semejanza si
d(S(.ﬁL‘), S(y)) - ’I”d(.ilﬁ‘, y)a Vo,ye X

y algun r fijo.

Definicién 1.10. Un sistema iterado de funciones (SIF) sobre un espacio métrico completo
(X, d) es una coleccion finita

F = {f17f27"'7fn}

de funciones contractivas de (X,d) en si mismo; cada una con factor de contraccion r; respec-
tivamente. El factor de contraccion para F estd definido por

r=max{r; |t =1,2,...,n}.
Observacién 1.11. Algunos autores usan SIF “Hiperbdlico” para distinguir la anterior defini-

cion de una mucho mds simple, dada como una coleccion finita de funciones que actiia sobre un
conjunto arbitrario.
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Asi las cosas, para la construccion del conjunto de Cantor se tiene el sistema iterado de funciones

F ={fo, [} sobre el espacio métrico (R,d,) tal que C= U 1i(C),
fieF

en este caso se dice que C es el invariante del sistema F.
Y para la curva de Koch, dado el espacio métrico (RQ, d,) y las funciones g,, g1, g2, y g3 definidas
antes, se tiene que el SIF para K es

g = {90791792793} tal que K= U g’l(lc)
gieK

Definicion 1.12. El conjunto invariante para una coleccion finita de funciones contractivas F
es el unico conjunto compacto no vacio K C X que es invariante bajo la accion de los elementos
de F, esto es:

K= J(K).

feF

John E. Hutchinson en su articulo fractal and self-similarity, ver seccién 3.1 de [1] , garantiza la
existencia de tales conjuntos invariantes. En efecto,

Teorema 1.13. Dado F = {f1, fa,. .., fn} un conjunto finito de contracciones sobre un espa-
cto métrico completo, entonces existe un unico conjunto compacto no vacio K, invariante con
respecto a F, es decir que:

1.2. El espacio de los fractales

A partir de un espacio métrico completo (X, d), es posible construir otro espacio métrico com-
pleto cuyos puntos sean subconjuntos del primero.

Definicién 1.14. Dado un espacio métrico completo (X, d), el espacio de los fractales es la
pareja (H(X),dp), donde H(X) es el conjunto de partes compactas de X diferentes de vacio, y
dy, es la distancia Hausdorff definida por:

dn(A, B) = méx{d(A, B),d(B,A)} paratodo A,B € H(X),
con d(A, B) = sup,ea{infpep{d(a,b)}}.

Definicién 1.15. Sea f: X — X una funcion en el espacio métrico (X,d), se dice que xq es
un punto fijo de f si

f(z0) = o.
De esta manera, dado el espacio métrico de los fractales (H(X), dy) es posible hallar en él un
comportamiento adecuado para la convergencia de algunas funciones que generan fractales, esto

se logra por medio del
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Teorema 1.16 (Completez del espacio de los fractales). Sea (X, d) un espacio métrico
completo, entonces (H(X),dp) es un espacio métrico completo y ademds si {Ap}02, € H(X) es
una sucesion de cauchy, entonces A = lim,,_,, A, se puede caracterizar como

A ={z € X | existe una sucesion de cauchy {z,} € A, que converge a x}.

Para demostraciones al respecto ver [2] y [7].

Los puntos fijos de una funcién constituyen la base del andlisis de los fractales, pues estos surgen
de funciones en el espacio de los fractales definido anteriormente. Un teorema bastante conocido
en la teorfa de los sistemas dindmicos es el teorema del punto fijo (ver [8]) que garantiza la
existencia y unicidad de aquellos puntos.

Teorema 1.17 (Teorema del punto fijo). Sea f : X — X una funcidn contractiva definida
sobre un espacio métrico completo (X,d). Entonces f tiene un unico punto fijo xg € X v,
ademds, para cualquier x € X la sucesion {f°"(x)}22, converge a xg, esto es, lim,_,o fo"(z) =
xg para todo x € X.

Donde f°™ denota la composicién de f consigo mismo n-veces, es decir,

fr=fofoof.
——_——

n—veces
Ahora veamos como surgen las funciones contractivas en el espacio métrico de los fractales.

Definicién 1.18. Sea f : X — X una funcidn contractiva con factor de contraccion s y (X, d)
un espacio métrico completo. Entonces

f:H(X) — H(X), definida como f(A) ={f(z) |z € A} para todo A € H(X)
es una funcion contractiva en (H(X),dp) con factor de contraccion s.

Definicion 1.19. Se define el operador
W:H(X) — H(X) como W(M)=|Jwi(M),
i=1

para todo M € H(X) y toda coleccion finita de contracciones {w; | i =1,2,...,n} en el espacio
de los fractales H(X), con factor de contraccion s;, respectivamente.

El operador W resulta ser una aplicacién contractiva con factor de contraccién
s=max{s; |i=1,2,...,n}.

Debido a la completez del espacio métrico de los fractales (H(X),dp) y el teorema del punto
fijo, se concluye que W tiene un tunico punto fijo A € H(X) tal que

A=w(4) = Jwi(4),
i=1
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a este punto fijo se le llama atractor del SIF o fractal deterministico generado por el SIF W =

{’U)l, W,y v .y ’U)n}.
Ademas, para cualquier B € H(X)

lim W°*(B) = A.

n—oo

Notdndose asi, que el atractor del SIF resulta ser un conjunto invariante para el conjunto de
funciones {w;,7 = 1,2,...,n}, por tanto muchos conjuntos de tipo fractal se pueden obtener
como el atractor de un SIF.

2. Los sistemas iterados de funciones en el grupo de Heisenberg.

El estudio del grupo de Heisenberg se motiva en su aparicién en el andlisis de varias variables
complejas y en la mecanica cudntica.

A continuacion se consideran los sistemas iterados de funciones en el grupo de Heisenberg H,
especificamente el sistema estard formado por funciones contractivas afines que actian sobre el
grupo de Heisenberg, y que surgen como levantamientos de funciones afines en el plano.

Se considera el grupo de Heisenberg H = (R3, %) como un grupo homogéneo dotado de la
distancia de Heisenberg dp.

Definicién 2.1. Sea H = R? x R. El par (H, *), donde * es la operacion definida por:
(z,t) % (2, t) = (z+ 2/, t + 1/ + 2(z, J2'))
con J : R? — R? dada por J(x1,22) = (—x2,21), y {,) el producto interno usual de R?, se

llama el grupo de Heisenberg y se denota por H.

Observacidn 2.2. Los elementos neutro e inverso del grupo H son respectivamente, 0 = (0,0, 0)

yp~' = —p, para todo p € H.

Definicién 2.3. La funcion |- |g : HH — R definida por
(2, )] = ([|=]|* + )/ (2.3.1)
para todo v € R?,t € R, es la norma de Heisenberg.

Definicién 2.4. La funcion dy : H x H — R definida por

1

du(p, q) == |p~ 4|, (2.4.1)

donde * denota la ley del grupo y | - |m la norma de Heisenberg, es la métrica o distancia de
Heisenberg. A (H, dy) se le llama el espacio métrico de Heisenberg.

Esta distancia o métrica es homogénea, esto es, dg(0,p, 6,q) = rdu(p, q) donde 6, : H — H, r >
0 es la dilatacién de Heisenberg (ver ejemplo 2.18)

Definicion 2.5. La funcion
Tpo - H — H

definida por T,,(p) = po *p , con po € H, se llama traslacion a izquierda.
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Definicién 2.6. Una transformacion afin W en R? es una composicion de una transformacion

lineal y una traslacion, esto es:
a b| |z e
wew=[o o B+ 7]

L . . b
donde la transformacion lineal estd representada por la matriz [Z ] (con respecto a la base

d
candnica de R?) y la traslacion estd representada por el vector (e, f).

Definicién 2.7. Sea f : R? — R2. Una funcion F : H — H se llama un levantamiento de f
St
moF = form.

Aqui m: H — R2?, denota la funcion proyeccion
m(x,t) = .
Las transformaciones afines son muy utiles, ya que estas permiten realizar escalamiento en cada
eje, rotaciones, reflexiones y traslaciones de imagenes.
Observacién 2.8. Para que una transformacion afin sea una funcion contractiva se requiere

que la norma de la matriz asociada a la parte lineal sea menor que uno.

Para asegurar que el estudio de SIF en el grupo de Heisenberg tiene un contenido no-trivial,
es necesario garantizar la existencia de endomorfismos lipschitzianos adecuados en el grupo de
Heisenberg.

Definicion 2.9. Una funcidén f: X — X se llama r-lipschiziana, r > 0 si
d(f(x), f(y)) <r-d(z,y) para todo z,y € X. (2.9.1)

Ademds, f es lipschitziana si es r-lipschitziana para algin r < oo. El infimo de todos los r tales
que (2.9.1) se satisface para todo z,y € X se llama la constante de Lipschitz de f; y se denota
por LIP(f).

Definicién 2.10 (Desigualdad de Hadamard). Si A € M,,(C)*, entonces
detA S Ha”
i=1

En el caso de matrices reales, si A > 0 (es decir, que para cada i, j, a;j > 0), la igualdad vale si
y solo st A es diagonal.

Observacién 2.11. Dado f : R® — R"™ una funcion r-lipschitziana y diferenciable, la de-
stgualdad de Hadamard implica que

|detD f(x)| < r", (2.11.1)

casi en todas parte, es decir, que satisface (2.11.1) excepto en un conjunto de medida cero.

487



MEMORIAS XVIII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y VI DE ARITMETICA

Definicién 2.12. Un sistema iterado de funciones afines (SIFA) consiste de un sistema de
funciones contractivas afines.

Definicion 2.13. Un sistema iterado horizontal de funciones es una coleccion de contracciones
del grupo de Heisenberg H, con respecto a la métrica de Heisenberg y se denota por Fy.

Definicion 2.14. Los conjuntos invariantes Ky, para sistemas iterados de funciones horizontal
Fu, se conocen como fractales horizontales.

Si una funcién afin de R3 es lipschitziana con respecto a dy, entonces esta debe tener una forma
especial, de hecho, esta necesariamente aparece como un levantamiento de una funcién afin de
R2.

Proposicién 2.15. Sea F : R? — R? una funcion afin de la forma
F(z,t) = (Az+ta+0b,(d, z) + ct + 1)

donde A es una matriz real 2 x 2,a,b,d € R? y ¢,7 € R%. Entonces F es lipschitziana con
respecto a la distancia de Heisenberg dy, si y solo si las siguientes relaciones se cumplen

a=(0,0), d=—2ATJb, ¢=detA. (2.15.1)

Demostracion. =) Supongamos que F es lipschitziana, veamos que (2.15.1) se cumple.
En efecto, si F' es lipschitziana, Sea L = LIP(F'), entonces

di (F(0,0), F(z,t)) < Ldu((0,0)(z,t))

para todo (z,t) € R? x R.
Utilizando (2.3.1) y (2.4.1) resulta:

di((b,7), (Az+1t-a+b, (d,x)+ct + 7))

= [(=b,—7)* (Az+t-a+b,(d,x)+ ct+ )|y

_'(Ax—|-t-a,(d,:):)—|—ct—|—2<—baJ(Af’3+t'a+b)>>

H

Ahora bien,
(x, Jy) = —(Jx,y).

En efecto, si z = (z1,22) y ¥y = (Y1, Y2)

(x, Jy) = (21, 22), (~y2,91))
= —Z1Y2 + T2y1
= —(y1(—z2) + (x1)y2)
= —((=z2,21), (y1,42))
= —(Jz,y),
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y (z, Jz) = 0, puesto que

<(:1:1, x2), (—x2, :1:1)> = —x129 + zox1 = 0.
Luego
du((b,7), (Az+t-a+b,(d,x)+ct+71)) =

= |(=b,—7) % (Az +t-a+b,(d,x) + ct +T)|y
= |(Az+t-a, o)+ ct+2(-b, J(Az+t-atv))|
- ‘(Ax—I—t-a,<d,$>+Ct+2<ﬂ’vb>+2<Jb"4x+t'a>)‘1ﬂ1

= Az +t-a,(d,x)+ct+2(Jb,Ax+ - a)
H

1/4
- [|;Ax+t.a|y4+(<d,x>+ct+2<Jb,Ax+t.a>)2} "

Por tanto )
| Az +t - al|* + ((d, ) + ct +2(Jb, Az +t - a))” < L*(||=||* + %)

para todo (x,t) € R? x R.
Ahora, para x = 0, se tiene que:

[t all* + (ct +2(Jb, ¢ a>)2 < L't paratodo tcR.

Asi que, a = (0,0), pues ¢ - a = 0 para todo ¢t € R.
Por otra parte, para t = 0, se tiene que:

|Az|* + ((d, z) + 2(Jb, A:):>)2 < L*.||z|* paratodo zeR”
asi,

((d, z) + 2(Jb, A:):>)2 < LY|z||* paratodo = € R?
(d, z) + 2(Jb, Az)| < L?||z||?>, de donde
|(d, ) +2(A*Jb,x)| < L?|z|?

pero como A € My(R), entonces A* = AT = AT luego

|(d, x) + 2(ATJb,2)| < L?||z||* para todo z € R?
|(d+2A4T b, 2)| < L?|z|?

de manera que
(d+2ATJb,z) =0 paratodo x € RZ
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Concluyendo que:
d=—2A"Jb.

Por otro lado

<A£1?1, JA(.CI?Q — :1:1)> = —<JA.CI?1, A(.CI?Q — :1:1)>
= —<JA.CI?1, A.Q?Q — A.Cl?1>
= —<JA.CI?1, A.Cl?2> + <JA.CI?1, A.Cl?1>

es decir, que:

<A:1:1, JA(zg — :1:1)> = (Axy, JAzs). (2.15.2)

. b
Ahora, tomando la matriz A como A = [Z d] y los vectores 1,9 como x; = (z11,212) ¥

x9 = (w21, T22) se tiene que:

ancaen= {2 2] o[ 4 )

= ((az11 + bz12, cx11 + d312), J(am21 + bx2a, cT21 + dwa2))
= ((aw11 + bx12, cx11 + dx12), (—cr21 — dT22, Ax21 + b22))
= —ax11cT21 — adr11x29 — bexrioxo; — bdx19x99
+ cax11x21 + bex11x92 + daxioxa + dbxr19T90
= (ad — bc)x12we1 — x112722(ad — be)
= detA(z12721 — T11722)
= detA((211, 212), (— 222, T21))
= detA(zy, Jxa)

es decir, que:
(Azxq, JAzo) = det A{xy, Jx2). (2.15.3)
Concluyendo de (2.15.2) y (2.15.3) que:
<A{L‘1, JA(zo — :1:1)> = (Axy, JAzo) = detA{xy, Jx2).

Entonces, usando estas ultimas identidades, las relaciones encontradas antes y la condicién de
Lipschitz sobre F' para los puntos (x1,t1) y (2, t2), se tiene:

1/4
(A2 = 1), elts 1) = 2detAlar, Jas))| < Lllaz = 21]|* + (t2 1 = 2(a1, Jwa))°]
entonces,
4 2 4 4 2
A(z2 — 21) | + (c(ty — t1) — 2detAlzy, Ja))® < L [HxQ — o[ (ty =t — 2(@1, Jzn)) }
de donde,

(C(tQ — tl) — 2d6tA<£1?1, J.CI?2>)2 S L4 |:”.le2 — .21?1”4 + (tQ — tl — 2<£1?1, J.CI?2>)2} .
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Escogiendo to —t; = 2(x1, Jxo), donde z1 # 0y o = x1 + s- Jx1, para cualquier s € R, se tiene
que:
(2¢(x1, Jog) — 2det Ay, J:):2>)2 < L*(||lwg — 21 ||*) (2.15.4)

pero

(1, Jrg) = —(Jx1, x9)
= —(Jz1,z1+ s Jx1)
= —(Jx1,21) — (Ja1,s - Jx71)
= —s(Jx1, Jz1)

= —s||Jz1|%.
Entonces (2.15.4) se convierte en

4 ({1, J:):2>)2(c — detA)? < LY||s - Jx1||?, luego
4(—3HJ:1:1H2)2(C — detA)? < LY s|t||Jz1||*, asf las cosas
4(c — detA)* < L*s|* para todo s € R.

Dado que s es arbitrario, se obtiene que ¢ = detA.

<) Supongamos que las condiciones (2.15.1) se satisfacen, veamos que F' es lipschitziana, es
decir, que F' es r-lipschitziana para algin r < oo. En efecto, como

F(z,t);=(Az+t-a+b,{d,x)+ ct +7),

asi, que para todo (z,1), (y,s) € RZx R
dH(F(ZIf, t)v F(yv 8))

< dy [(Ax +b,—2(Jb, Az)+ detA t+7), (Ay + b, —2(Jb, Ay) + detA s + T)}
= |(Ay — Az, detA(s — t) — 2(Jb, Ay) + 2(Jb, Az)) — 2(Az + b, J(Ay + b)) |
= [HA(y —z)||* + (detA(s — t) — 2(Jb, Ay) + 2(Jb, Az) + 2(J Az, Ay) + (J Az, b) + 2(Jb, Ay) +
1/4
2(76,6))’)

o11/4
- [HA(y —2)|[1 + (detA(s — t) — 2det Az, Jy)) }

Entonces,

dif ! (F(,8), F(y, s)) = [A(y —2)|[* + (detA(s — t) — 2det Aw, Jy))".
Dada la matriz A € My(R), existe M € R tal que ||A| < M, ademds, para la funcién
f :R? — R? definida por f(x) = Az + b se tiene que para cualquier z,y € R2, d(f(:):), f(y)) =

d(Az + b, Ay +b) = {A(:L’ - y){ < M|y — x| = Md(z,y), es decir,
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d(f(2), f(4)) < Md(z,y), paratodo =,y € R?,

con lo que la funcién f es lipschitziana, luego aplicando la desigualdad (2.11.1) a la funcién
f(z) = Az + b se encuentra que:

|detA| < M? esto es, (detA)*> < M*.

Asi las cosas,

1/4
[dH (Fla,t). Py, s))] < Ml =yl + MA(s — t = 2(z, Jy)"

= 23—yl + (5~ £~ 24z, I)?)

obteniéndose:
dH(F(Qj‘, t)v F(yv 8)) = Md((il?, t)v (yv 8)) para todo (3?, t)v (yv 8) S R2 xR

concluyendo que F' es lipschitziana. |

Ahora bien, para cualquier funcién f : R? — R? lipschitziana, muchas funciones diferentes
F : H — H sirven como levantamientos de f. Sin embargo, si se adiciona que F’ sea lipschitziana
con respecto a dy, entonces F' queda determinada en forma tnica por las formulas:

F(z,t): = (f(z), A\t + ho(z)) (2.15.5)
Vho =20\-J —Df*- Jf) (2.15.6)

casi en todas partes.

Ademas, tales levantamientos existen si y solo si detD f es constante casi en todas partes, tales
levantamientos no son tnicos, de hecho, cualquier dos levantamientos de una funcién en R?
difieren solamente por adicién de una constante.

El siguiente teorema comprueba este hecho.

Sea ¢ = (24 v/3h)/* =~ 1,3899. ..

Teorema 2.16 (Existencia y unicidad de levantamientos lipschitzianos horizontales).
Sea f : R? — R? r-lipschitziana con detDf = X casi en todas partes. Entonces existe un
levantamiento cr-lipschitziano F' : H — HI.

Si F es otro levantamiento lipschitziano de f, entonces F(:L’, t) = F(z,t+7) para algin T € R.
Reciprocamente, si f : R? — R? es lipschitziana con levantamiento lipschitziano, entonces
eriste A € R tal que detDf = X casi en todas partes.

Demostracion. <)Asuma que f es una funcién de Lipschitz de R? con levantamiento lips-
chitziano F' en H. Por el teorema de Rademacher, f es diferenciable casi en todas partes. El
teorema de diferenciabilidad de Pansu [9] implica que F' es p-diferenciable en casi todo punto py
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de H. Por definicién, esto significa que existe un homomorfismo homogéneo DpF(pg) : H — H
tal que

01/ © Ting) © F© Ty © 0 (2.16.1)

converge localmente y uniformemente a DpF(py) cuando € — 0. El p-diferencial de F' en pg es
el homomorfismo de grupo DpF(py).

Escoja un punto py = (zo,t9) € H tal que f es diferenciable en zy y F' es Pansu-diferenciable
en po como también en (xg, —tp) (esta ultima restriccién es solamente un detalle técnico que se
usara en (2.16.3). Casi todo punto pg es de este tipo.

El objetivo, es hallar el p-diferencial DpF' en pg. La proyeccién m conmuta por todo (2.16.1), de
donde

mo DpF(po) = D f(xp) om. (2.16.2)

Dado que DpF(pg) es un homomorfismo de grupo, y en particular un endomorfismo lipschitziano
de H, se tiene, por la proposicién (2.15),

DPF(pO)(ejv 0) = (8:1:jf(:):0), 0) j = 17 27
y DPF(pO)(Ov 1)= (07 w), donde p = deth(.leo).

Asi,

DpF(py) = <Df(§x0) detl(;fxo)'

Dado que F' es un levantamiento de f, se puede escribir F'(z,t) = (f(:):), h(z, t)) Para hallar
una formula para h : H — H, se usa la t-coordenada de DpF' en (2.16.1) para obtener

lim €2 (h(:):o + ex, tg + 2e(xg, Jx) + €t)

e—0

(2.16.3)
—h(zo,to) — 2{ f(x0), J f (xo + ex)>> = detDf(x) -t
para todo (z,t) € H. Tomando x = 0, se halla que
0
E(h(:):o, to)) - t = detD f(xo) -
para todo t € R, y por tanto
h({L‘o, to) = deth({l?o) ~to + ho(flj‘o) (2.16.4)

para algin hg : R?> — R. Note que (2.16.4) se cumple para todo tg € R y a priori solamente
para casi todo zp € R?. La funcién hg es también a priori solamente definida casi en todas
partes.

Sin embargo, dado que h es una funcién continua se obtiene de (2.16.4) que hg y asi A(xg) :=
detD f(xo), son ambas continuas en casi todo xp. Ademds, estas funciones tienen extensiones
continuas tales que (2.16.4) se cumple en todas partes. En lo que sigue se trabaja con estas
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extensiones continuas de hg y A y bajo la afirmacién de que (2.16.4) se cumple en todas partes.
Ahora, sea t = 0 en (2.16.3), se baja un factor de € en el denominador y se usa (2.16.4) para
obtener:

lim

e—0 €

(ho(fl?o + ex) — ho(z0) + to(A(zo + €x) — A(z0)) + 2(zq, Jx) A (w0 + ex))

= 2<f(:r0), J(Df(:):o)x)>.

Usando la igualdad de arriba una vez con ty y otra con —ty y sumando, se deduce que

lim ho({lfo + 621?) — ho({lfo
e—0 €

) = 9(f(a0), J(Df (o)) — 2(0, J2) - Aao)
= 2(A(zo)(Jwo, x) — (D f(20)" - J f(w0), 7).
Asi, se muestra que Ahg(zo) existe y satisface
Vho(zo) = 2(Mxo)J (o) — Df (x5 - J f(x0))) (2.16.5)

para casi todo xg.
Se mostrara ahora que detDf es casi en todas partes una constante. Para esto se recuerda
(2.16.3) y se usa la formula explicita para h de (2.16.4) para obtener

lfim €2 (()\(:1:0 + ex) — A(zg)) (to + 2€{x, Jx)) + ho(zo + €x) — ho(xo)

e—0
+2e\ (o) (xo, Jz) — 2(f(x0), J f(x0 + 6:1:)>) =0

de donde se obtiene, bajando un factor de € en el denominador,

lim Alo + “’“2 = A0y o F ), J(Df(0)2)) — 2\ (20) (0, ) — Vho(o)
=0

para todo x € R2. Por tanto, de (2.16.5), A\(zo) = detD f(x¢) = A para casi todo = € R2.
Usando la continuidad de A se ve que \ es constante.
=) Ahora, solo basta probar que siempre existe un levantamiento lipschitziano tal que detD f =
A
Asuma que f es r-lipschitziana, la desigualdad (2.11.1) nos da que |A| < 72.
Coléquese

Fla,1) = (£(2), M+ ho(2),

donde hg estd dado(salvo una constante aditiva) por (2.16.5).
Se requiere que F' sea cr-lipschitziana en la métrica dy, donde ¢ = (2 + v/3)
Para ver esto se calcula directamente

dia(F(2,1), F(y,9))" = |f(y) = f(@)* + [\(s =) + ho(y) — ho(x) — 2(f(2), T (y)) [

La parte dificil de la prueba sera estimar el segundo término del lado derecho en la anterior
ecuacién. Por tanto sea

1/4

A= Xs—t)+ ho(y) — ho(z) — 2(f(x), Jf(y)).
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Estimando la expresién de arriba se hace uso de (2.16.5) que se cumple casi en todas partes.
Para hacer los calculos formalmente correctos se imponen algunas restricciones iniciales en los
puntos x,y € R2. Se fija primero x € R? y un valor p. Dado que (2.16.5) se cumple casi en todas
partes se cumple que para y en un conjunto £!'-medible completamente sobre la circunferencia
0B(z, p), (2.16.5) se cumple en los puntos

y—x
370:5(75): ‘y_x‘t—i_x

para L.

En lo que sigue se trabaja con los puntos z,y € R2.
Se hace f = (u,v). Dado que hg es pre-escrita por su gradiente, es natural escribir

ly—a|
ho(y) — holz) = /O (Vho(€(t, €(8)) )t
ly—a| ly—a|
- /0 (0(6)Vu(€) — w(€)Vo(€), €)dt + 2 /O (J(©), €t

2 [ " € Vu(E) - € Tu(©), €t — 20 (.
Similarmente, se escribe
(@), IFW)) = (F@). I ) — (@)
-/ " @) Va(e) — ula) Vo(©), ).
Combinando los dos calculos anteriores, se halla

A? = ‘)\(s —t—2(x, Jy))
el ) (2.16.6)
+ 2/0 (W) = v(x)) Vu(€) — (u(§) — u(2))Vo(§), £)dt| .

A continuacién, sean p y ¢ los exponentes conjugados, es decir, p~! + ¢~' = 1 cuyos valores

exactos se escogen después. Usando la estimacion (x +y)? < pr?+qy?, 2,y > 0, y |A| < r? junto
con la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que:

A% < p'r4(s —t — 2(z, Jy>)2

ly—z| )
R MV CE GV G TG 2167

< pri(s —t — 2(x, Jy))? + 2¢ry — x|*

dado que f es r-lipschitziana, y por tanto |Vu(€)|, |Vu(¢)| < r2.
Poniendo todo junto, se obtiene

di(F(2,1), F(y,5))" < 2+ V3)r'du((z,1), (y,5))".

Dado que la estimacién uniforme anterior se cumple para un conjunto denso de (z, t), (y, s), esto
se, se cumple en todas partes, por continuidad. |
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Observacién 2.17. La proposicion (2.15) junto con el teorema anterior, muestran que toda
funcion afin lipschitziana con respecto a la distancia de Heisenberg surge como un levantamiento
de funciones afines del plano. En efecto, toda funcion afin de Lipschitz F' : H — H, surge como
un levantamiento de una funcion afin f(x) = Ax +b y estd dada por

Flx,t) = 4, (‘f) +b,

~ A 0 = z
A = (—Q(Jb)TA detA) b= <T) ’
y T es una constante real.

Ezplicitamente F(x,t) = (f(z), detA-t — 2(Az, Jb)) + 7.
Verificandose (2.16.7) con ho(y) = —2(Ay, Jb) + 7. En efecto:

donde

|ho(y) — ho(z) — 2(f(x), Jf(y)) + 2\ (z, Jy)| = |-2(Ay, Jb) + T + 2(Az, Jb)
—7 = 2(Az + b, J(Ay + b)) + 2det A(z, Jy)|
= |~2(Ay, Jb) + 2(Az, Jb)
+2(J Az, b) + 2(Jb, Ay) + detA(z, Jy)| = 0.

Para ast deducir que la constante de Lipschitz de F como endomorfismo de (H, dy) es igual a
la constante de Lipschitz de f como endomorfismo de (R? dg).

Ejemplo 2.18. Escoja A = rI, r > 0 (donde I denota la matriz idéntica 2 x 2) y b = 0.
Entonces para f(x) = Az = rl, el levantamiento correspondiente a 7 = 0 estd dado por

F(z,t) = (Az + b, —2(Ax, Jb) 4+ TdetA + 1)
= (A, 7detA)
= (ra, 71?)
esto es, F(x,t) = (rxz,7r?), llamada la dilatacién de Heisenberg.

Ejemplo 2.19. Escoja A = I y b € R? cualquiera. Entonces para f(z) = Az +b =z + b, el
levantamiento correspondiente, para T € R cualquiera estd dado por:

F(z,t) = (Az + b, —2(Jb, Az) + tdetA + 1)
=(x+0b,—-2(Jb,x)+t+T)
=(x+b,t+71+2(b,Jx)).

Por la definicion de la ley x del grupo de Heisenberg resulta que:
F(z,t) = (b+a,t+7+2(b Jx)) = (b,7) * (z,1),

esto es,
F(.CL‘, t) - (bv 7—) * (JZ‘, t)

que resulta ser la traslacion a izquierda de Heisenberg.
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Proposicién 2.20. Sean fi, fa : R2 — R? funciones de Lipschitz con
detD f; = \;

casi en todas partes, i = 1,2. Para cada i = 1,2, sea F; un levantamiento lipschitziano de f;.
Entonces Fy o Fy es un levantamiento lipschitziano de f1 o fs.

Demostracion. Sea 7 : H — R? la funcién proyeccién, entonces

mo (Fy o Fy) = m(Fi(Fy))

(moFy)oFy
(fiom)o Fy
(fio(mo Fy))
fro(faom)
= (fiof2)om.

Concluyendo que
mo (FroFy) = (fiof2)om,

en consecuencia, Fi o Fj es un levantamiento de f; o fo. Ahora veamos que F} o F5 es de Lipschitz.
En efecto, F1 y F5 son de Lipschitz, asi que:

d (F1 (2, 1), Fi(y,s)) < ridu((z, 1), (y,9))

dy (Fg(:):, t), F(y, s)) < rgdH((x, t), (y, s))

para algtin 71,72 > 0 y todo (z,1), (y,s) € R? x R. Por tanto

di ((F1 o F)(z,t), (Fi o F2)(y, s)) = du (F1(Fa(z, 1), Fi(Fa(y, s)))
< ridu(Fa(z,t), Fa(y, s))
< rlrgdH((a:, t), (y, s)),

entonces para rire = r3 > 0, se encuentra que

dH((F1 o Fy)(z,t), (F1 o Fy)(y, s)) < 'rgdH((x, t), (y, s))

para algin r3 > 0 y todo (z,1), (y,s) € R? x R.
Luego, F} o F; resulta ser un levantamiento de Lipschitz de fi o fa. |

Teorema 2.21 (Existencia de SIF horizontales). Sea F = {fi, fo,..., f;} un SIF sobre
R2, donde cada f; es ri-lipschitziana para algin r; < 1/c y satisface detD f; = \;.

Para cada i sea F; un levantamiento de f; en H.

Entonces Fig = {F1, Fa, ..., Fy} es un sistema iterado de funciones sobre H. Se denota por K
y Ky los conjuntos invariantes de F y Fu respectivamente, de tal manera que:

m(Ky) = K (2.21.1)
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Demostracion. Por el teorema (2.16) se tiene que los F; son funciones cr;-lipschitzianas para
cada i, asi las cosas, para Lip(F;) = L; se tiene que L; < cr; para algin r; < 1/¢, luego
L; <ecr; < c(%) =1, esto es, L; < 1 para cada 1.

De manera que Lip(F;) < 1 para cada i, obteniéndose asi que cada F; es una contraccién de H,
entonces Fy = {F1, Fy, ..., Far} es un SIF sobre H.

Sea K y Ky los conjuntos invariantes para F y JFy respectivamente, como la funcién proyeccién
7 es continua, y Kpg es un conjunto compacto, entonces 7(Kp) es un conjunto compacto no
vaci6é de R?, ademés

m(Ky) =

/N

U Fi(KH)>
= U(W o F})(Km)

= U(fioﬂ)(KH)

asi,

M
m(Kn) = | fi(n(Kn)),
i=1

de donde resulta que 7(Kpy) es un conjunto invariante para el SIF dado por F = {f1, fo, ..., fm},
pero el conjunto invariante para este SIF es tnico, por tanto 7(Kpy) = K. |

Definicion 2.22. Al conjunto invariante Ky, se le llama un levantamiento horizontal de K.

Observacion 2.23. 1. Cuando las funciones f; F resultan ser contracciones afines del plano,
la condicion r; < 1/c se puede debilitar a r; < 1, ya que en este caso las funciones
F; € Fu tiene constante de Lipschitz igual a las funciones f; (ver nota 2.17), y asi para
Lip(F;) = L;, se tiene que L; < r; < 1,concluyendo que Lip(F;) < 1.

2. Dado que los levantamientos horizontales en H de funciones lipschitzianas no son unicos,
se sigue que los levantamientos horizontales de conjuntos invariantes no son unicos. En
realidad, dado un SIF F = {f1, fa, ..., far} sobre R? con conjunto invariante K, el espacio
asociado a todos los SIF Fy = {F1, Fy, ..., Far} que surgen como levantamientos (y por
tanto todo levantamiento horizontal Ky de K )estd parametrizado de manera natural por
un espacio Fuclidiano M -dimensional, a saber, las t-coordenadas de los puntos fijos de las
funciones que surgen como levantamientos.

Definicién 2.24. El levantamiento horizontal principal de un SIF F sobre R? se define como

el SIF Fy sobre H para el que todos los puntos fijos de las funciones que surgen como levan-
tamientos tienen t-coordenada cero.
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3. Dimension.

El matemaético aleméan Felix Hausdorff, a principios del siglo XX, hace un anélisis de dimension,
considerando en primera instancia que los objetos a los cuales se les va a calcular su tamafo se
subdividan en copias exactas de si mismos, para construir una dimensién de auto-semejanza D
de un objeto, como el ntimero que satisface la ecuacién N7 = 1, pero como no todos los objetos
mantienen esta propiedad de estar subdivididos en copias exactas de si mismos, Hausdorff méas
adelante define lo que hoy se conoce como la dimension Hausdorff, y con ella resuelve el problema
de estimar el tamaifio de los objetos fractales.

Definicion 3.1. Sea r un factor de escala cualquiera en el que se ha subdividido un objeto A en
N copias de si mismo, entonces la dimension de auto-semejanza D, es el nimero que satisface:

NrP =1.

Definicién 3.2. Sea O(n) el grupo ortogonal de matrices de orden n x n. El grupo ortogonal
especial esta dado por:

SO(n) ={Ae€O(n)|detA=1}

Definicién 3.3. Sea SO(n) el grupo ortogonal especial de matrices de orden n x n. El grupo
conforme esta dado por:

COL(n)={Ae M™™: A=pR, donde pe Ry y Re SO(n)}

Definicién 3.4. Sea A una coleccion finita de elementos en el grupo conforme CO4(n), la
dimension de semejanza de A, es el unico valor s que satisface:

Do lAP =1,

AeA
donde || - || denota el operador norma.

Definicién 3.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Para o > 0 se denota HG como la medida
a-dimensional Hausdorff sobre X, definida por:

HG(A) = %1’3(1) inf Y diam(Ay),

donde el infimo es tomado sobre todos los cubrimientos contables de A por subconjuntos Ay, As, . . .
que satisfacen diamA, < 6.

Definicion 3.6. La dimension Hausdorff de A C X es
dimg(A) :=inf{a: H§ =0}

:=sup{a : H = oo}.

Se escribird ‘H¢%, y dimp, respectivamente, para la medida y dimension Hausdorff en los espacios
R2 R3; y Hpp y dimp para los elementos correspondientes de H.
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Teorema 3.7. Dada N : R?> — R una norma cualquiera, entonces existen

A,BeR" tal que Alz| < N(x) < Blz|| (3.7.1)
donde || - || es la norma usual en R3
Demostracion. Consideremos N (x) = ||z||ar = méx{|z1]|, |z2|, |z3|}, es claro que
3
(méx |z4])? Z 3(méx |z;)? con i=1,2,3.

asi que
max |z;] < ||z]| < V3 méx |z

es decir, ||z|a < ||z]| € V3 ||lz||a de donde

1
—=lzll < llzllar <zl

V3

Por otro lado, dada N : R®> — R, una norma cualquiera, esta es continua.

En efecto 5 5
= N(Z xkek> < Z ‘{Bk‘N(ek)
k=1 k=1
donde 8 = {e1, ea,e3} es la base usual de R3.
Si max{N(e1), N(e2), N(e3)} = M, entonces

3
N(z) < MY |a < 3M|z|ar < 3M |-
k=1

Por la desigualdad triangular |N(z) — N(y)| < N(z —y) < 3M||z — y||, luego para todo ¢ > 0,
existe § = g7 tal que ||z — y|| < J implica

IN(@) = N(y)| < 3M|lz — yl| < 3M6 = c.

Lo que permite concluir que N : R3> — R es continua, por tanto alcanza un méximo B y un
mi1 nimo A en el conjunto cerrado y acotado

S ={zeR?||z| =1}

Para x € R?, si # = 0 se tiene (3.7.1).
Si ||z]| = a # 0, entonces

N(z) = aN(a"'z), pero como |o 'z =1, otz e S?
luego se tiene que

A§N(a_1x)§B y asi Aga_lN(aj)gB 6 Aa < N(z)< Ba.

Por tanto, (3.7.1) se satisface. [ |
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El lema a continuacién es una herramienta para la demostracién de la proposicién 3.10 que da
propiedades de continuidad absoluta entre las medidas Hausdorff con respecto a las distancias
dg y dg.

Lema 3.8. Sea A un subconjunto acotado de (R3,dg) y sea b > 1 una cota para A con respecto
a dg. Entonces existe una constante positiva ¢ = ¢(b) tal que para p,p’ € A se tiene:

1
EdE(p,p’) < du(p,p) < c(dr(p,p')"2

Demostracion. Tomemos b = k y definamos el conjunto
P ={zeR’| |zl =k}

si ||z|| = «, entonces por hipotesis ||z|| = a < k lo que implica que

1 «Q
E”x” - E - ﬁv esto €s, ”x” - ﬁk

Es claro que 1|z = 1, entonces £||z|| = k y asf £z € S3. Luego, usando el teorema anterior

con A el minimo de N(z) en 5% y B el maximo de N (z) en S se tiene:

A< N(Efr) <B o klaA< N(z) < k'laB
a

esto es, k1 A|z|| < N(x) < k~'B|z|| lo que implica que:
A
Szl <
~lal < ol
Concluyendo para ¢ = % que
1
2l < 2l

Por tanto se satisface 1
~de(p,p) < da(p, p), (3.8.1)

par todo p,p’ € A.
Por otro lado, por hipotesis se pude asegurar que

x} 4+ 23+ 23 <b?

asi que:
(27 +a3) <b* -3
(27 + 23)* < (b° — 23)?
(21 +23)? + 2§ < (b — 25)* + 3
<y —|—:1:§
<23 + blad + bhat = b (2] + 23 + 2})
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de manera que
(23 + 23)? + 23)M* < b(23 + 23 + 23)V/*

es decir,
[l < bll]| 2.
Satisfaciendose
du(p, p') < e(dp(p,p)"/*. (3.8.2)
con ¢ = ¢(b) = b y para todo p,p’' € A
Asi las cosas, de (3.8.1) y (3.8.2) se concluye el lema. |

Proposicién 3.9. 1. Sea (X;,d;)(i =1,2) dos espacios métricos y sea
[ (X1, di) — (X2, d2)
una funcion r-lipschitziana continua, esto es,

d2(f(x)7 f(y)) < dl(ilf,y) Vfl«“ay € Xl'
Entonces Hg (f(A)) < LYHg (A).

2. Sea (X,d) un espacio métrico y sea Y C X. Denote por dy la métrica sobre Y inducida
por d. Entonces
Hg (A) = Hg, (A) para todo ACY.

3. Sea (X,d) un espacio métrico y sea di(z,y) = (d(z,y))" para x,y € X yt € (0,1).
Entonces d; es una distancia sobre X y

HG(A) = Hgt/t(A) para todo A C X, t € (0,1).

Para demostraciones al respecto ver [3] y [12].

Proposicién 3.10. Las medidas Hausdorff satisfacen las siguientes propiedades de continuidad
absoluta:

1. HE < HY?
2. HE < Hy

Demostracion. 1. Suponga que H%/2(A) = 0 y denote por
Vidg : R? x R? = [0, +00)

la distancia vVdg(p,p') := (dg(p, p’))'/? si p, p’ € R3. Entonces por la proposicién anterior
(3) con t = 1/2 también se tiene que

0=H3*(A) = Ho%  (A). (3.10.1)
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Sea A, := AN Bg(0,n). Aplicando el lema 3.8 con A = A,, existe una constante ¢,, que
depende solo de n, tal que para todo p,p’ € A,, se tiene

1
—dp(p,p') < dulp,p') < ca/de(p, p). (3.10.2)

Cn

Sea dI(H? ) y \/dg) las restricciones de las distancias dg y vdg a A,. Por la desigualdad
de la derecha en (3.10.2) y la proposicién anterior (1) con Xy = X9 = A, f = id,d; =

dg), do = d[(H?) y L = c,, se tiene que

Hdﬁﬂm(An) <cp J (An).

g
Por otro lado, de la proposicién anterior (2)

HG (An) = HCo (Ar)
H

e () = Mz ()

Por tanto
Hiy(An) = Hgéﬂn)(An) <cp T/d%—n) (An) = H?/CE (An)

asi, por (3.10.1) H?/E (An) =0, con lo que Hfj(A,) < 0, entonces tomando limite cuando
n — oo se tiene que Hf(A,) =0 .

Suponga que H{(A,) = 0 de la desigualdad de la parte izquierda de (3.10.2) con A4, =
AN Bg(0,n) se tiene que

~ds(p.7) < d(p.7)
entonces

de(p, p') < cadu(p, p),

aplicando la proposicién anterior (1) con L = ¢, dy = dg,de = dg, f =idy A, = X1 = Xo
se obtiene que
Hp(An) < cyHG, (An)

por tanto H%(A,) < 0, tomando limite cuando n — oo se concluye que H%(A4,) =0

Dada la relacién anterior de continuidad absolutas:

% < Hy

para la medida Hausdorff a-dimensional, para cualquier o > 0, se puede concluir que

dimgpA < dimgA

para cualquier subconjunto A de H. Como se mencioné en la primera parte, un conjunto es
auto-semejante, de manera no formal, si se descompone en partes que son semejantes al conjunto
inicial. A continuacién se da la definicién de fractal auto-semejante en un sentido mas estricto.
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Definicion 3.11. Un conjunto A C R™ se llama fractal auto-semejante si es el atractor de una
coleccion S = {s1, S2,...,sN} de semejanzas y sus partes semejantes no se traslapan una a una,
esto es:

1. A=8(4) =Y, S(A)

2. Para cierto s, es H*(A) >0 y H*(s;(A)Nsj(A) =0 sii #j

La primera condicién de la anterior definicion es aquella que se entiende como que el objeto es la
union de N copias escalizadas de s{ mismos, y la segunda condicion es un detalle méas técnico que
se entiende como que la medida de las intersecciones (s;(A)Ns;(A)), si las hay, sean despreciadas
con respecto a la medida del conjunto A. Esta ultima condicién se verifica si la interseccién de
cualquiera s;(A) son vacias, luego (2) puede ser sustituida por la condicién del conjunto abierto,
definida como sigue.

Definicion 3.12. Un SIF F sobre un espacio métrico completo X satisface la condicion del
conjunto abierto, si existe un subconjunto abierto y acotado O C X tal que

1. f(O) C O para todo f € F y

2. f(O)Ng(O) =10 para todo f,g€ F, f#g.

La importancia de esta definicién para el cdlculo de las dimensiones Hausdorff de conjuntos
auto-semejantes deriva del siguiente resultado que fue probado por Moran [11] en 1946 y re-
descubierto por Hutchinson [2] en 1981.

Proposicién 3.13. Sea F un SIF auto-semejante en R™ que satisface la condicion del conjunto
abierto. Sea K el conjunto invariante para F. Sea A la coleccion de matrices conformes que
surgen como partes lineales de los elementos de F (contada la multiplicidad).

Entonces la dimension Hausdorff de K es igual a la dimension de semejanza de A. Ademds,

0 < HE(K) < oo

Ejemplo 3.14. El SIF F = {fo, f1} del conjunto de Cantor satisface la condicion del conjunto
abierto con O = (0,1) en la definicion 3.12, ademds, el conjunto A de matrices conforme
estd dada por

A= {A1, A3}, con Ay = (1/3) y Ay = (1/3).

Entonces, por la proposicion inmediatamente anterior la dimension Hausdorff de C, es el unico
s tal que:
|A1]]° + || A2||® =1, esto es (1/3)°+(1/3)° =1
de manera que
_ In(1/2) In2
T In(1/3)  In3’

S

Por tanto
dimC =~ 0, 6309.
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La siguiente proposicién extiende los resultados de Moran-Hutchinson a escenarios del grupo de
Heisenberg.

Proposicién 3.15. Sea Fyp un SIF auto-semejante en H que satisface la condicion del conjunto
abierto. Asuma que Fyg es un levantamiento de F, y sea A la coleccion de matrices conformes
que surgen cono partes lineales de los elementos de F (contando la multiplicidad). Entonces la
dimension Heisenberg de Ky es igual a la dimension de semejanza de A.

Para una prueba de este teorema puede verse [6], en el cual se utilizan algunos resultados de
[13].

A continuacién se enuncia una proposiciéon que garantiza que la condicién del conjunto abierto
que satisface un SIF F, la adquieren también sus levantamientos.

Proposicién 3.16. Sea F = {fi, fo,..., fn} un SIF sobre R? y
Fu={F, Fo,...,Fn}
un levantamiento horizontal de F o H. Si F satisface la condicion del conjunto abierto, entonces

Fu satisface la condicion del conjunto abierto.

Demostracion. Dado (2.15.5), cada levantamiento Fj € Fy puede ser escrito en la forma
Fj(z,t) = (fj(2), Ajt + hj(2)),

donde h; satisface la ecuacion Vh; = 2(\;J — Dfs - Jfj). Sea O un conjunto abierto en R?

que verifica la condicién del conjunto abierto para F. Entonces K C O, para K el conjunto
invariante del SIF F.

Escoja R > 0 tan grande que O C B(0, R), max{|f1(O)|,...,|f~n]} < Ry max{|h1(O)|,...,|hn(O)|} <
R?,y sea
2
Lo O
1 ~ Tméx

se mostrard que el conjunto abierto U := O x (—L, L) verifica la condicién del conjunto abierto
para Fp. En efecto, los conjuntos F;(U) son disjuntos dos a dos dado que los correspondientes
f;(O) lo son. Para completar la prueba es suficiente mostrar que F;(U) C U para cada j, para
esto basta mostrar que

|Ajt + hj(x)| < L

para todo (z,t) € U. Aplicando el teorema 2.16, especificamente (2.16.7), se tiene que:

(@) = hy(0) = 2{f;(0), Jf;(2))| < V2 + V3 r§|af”

y asi,
[y ()] < [h;(0)] + 2| £5(0)] - | f()] + 2rf|a|* < 5R®.

Dado que |A;| < 'rjz <r?

max’

I\t + hj(x)] <72 L+5R*=L.

max
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Asi las cosas, se establece el siguiente corolario de la proposicién 3.15.

Corolario 3.17. Sea F un SIF auto-semejante en el plano que satisface la condicion del con-
junto abierto y sea Fy un levantamiento de F en el grupo de Heisenberg. Entonces

dimpK = dimgKy = dimpKyg = s,

donde s denota la dimension de semejanza para la familia asociada de matrices conformes.
Ademdas,
0 <Hp(K) <Hp(Ku) vy

4. Conjuntos invariantes.
4.1. El cuadrado de Heisenberg

Existe una pregunta de cémo entender la relacién entre las medidas Hausdorft H% y Hgl sobre
H = R? asociadas con las métricas Heisenberg y Euclidianas.

Una versién de esta cuestion fue probada por Gromov [14], problema enunciado asf:
Problema de Gromov: Para a € [0, 3] fijo, jcudles son los posibles valores de 3 = dimyS
cuando S C H es cualquiera?, con dimgS = a.

Este problema es fundamental para comprender propiedades de las medidas Hausdorff con re-
specto a la métrica de Heisenberg. Este cuestiona o pregunta que conjuntos son “més cercana-
mente euclidianos ” (3 es mds pequeno para « fijo ) y cuales son “mds cercanamente menos
no-euclidianos ” (3 es mds grande para « fijo).

Recientemente una respuesta casi completa para el problema de Gromov fue obtenida por
Balogh-Rickly—Serra-Cassano [5]. A continuacién se formula una versién levemente diferente
del enunciado original en [5].

Teorema 4.1. (Balogh-Rickly-Serra-Cassano [5], teoremas 1.1 y 1.2).
Sea S C H con dimpS = a € 0,3] y dimgS = [ € [0,4].
Entonces
méx{a,2a — 2} := f_(a) < 8 < f4 (@) := min{2a, a + 1}. (4.1.1)

Ademdas,

1. Para cada o € [0, 3] eziste un conjunto S C H con H%(S%) < oo y Hgf’(a)(Sa) >0,
2. Para cada o € [0,2) U {3} eziste un conjunto S, C H con H%(Sa) > 0 y Hgl_(a)(Sa) =
H(Sa) <00y

3. Para cada o € [2,3) y cada § € (0,1) existe un conjunto S, 5 C H con H%_é(Savg) >0y
Hy @ (Sas) = HE2(S0s) < 0.

Las técnicas usadas en la prueba del teorema 1.1 de [5] estdn basadas sobre unos cubrimien-
tos de bolas de Heisenberg por bolas pequenas Euclidianas y viceversa. Esta herramienta de
cubrimientos mutuos habia sido ya propuesta por Gromov en [12]. La prueba del teorema 1.2 de
[5] cuenta con algunos argumentos mas delicados involucrando recientes resultados del tamano
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de conjuntos de tipo-Cantor y caracteristicos de superficies regulares en los espacios métricos
(Rgv dH)y (Rgv dE)

Sin embargo, estas técnicas no son suficientes para obtener ejemplos que muestren la presicién
en la cota inferior en (4.1.1) en el caso 2 < a < 3. En particular en [5] no hay ejemplos de
conjuntos S con la propiedad de que

dimgS = dimgS = 2.

Como una consecuencia de muchos de los resultados en el articulo Hausdorff dimensions of self-
similar and self-affine fractals in the Heisenberg group, es que tales ejemplos pueden ser hallados
y asi completar el problema de Gromov, de manera mas precisa

Teorema 4.2. Para cada o € [0, 3] existen subconjuntos So, C H con
HE(Sa) >0y Hgl_(a)(Sa) < 00, donde
fB-(a) = max{a, 2a — 2}.

Observacion 4.3. los ejemplos relevantes para los casos 0 < o < 2 y o = 3 del teorema 4.2
son dados previamente por Balogh—Rickly—-Serra-Cassano [5]; ver teorema 4.1.

En el presente capitulo la idea principal es analizar la obtencion del ejemplo para o = 2 en el
que se cumple dimpS = dimyS = 2 y el caso faltante para 2 < a < 3 serd planteado al final del
capitulo.

El caso de especial interés es aquel cuando a = f_(a) = 2.

El ejemplo que figura en este caso es un conjunto auto-semejante Qg C H que se conoce como
el cuadrado de Heisenberg, este conjunto se obtiene como un conjunto invariante para cualquier
levantamiento horizontal de sistema iterado de funciones

F:{f07f17f27f3} (431)

donde
fola) = 5(2), filz) = 3(z + 1), fo(z) = §(z + e2)

fg({lf) = %(Ilf +e1+ 62),

con e, es los vectores base de R2.
En efecto, cada f; € F es r;-lipschitziana con r; = 1/2 para todo 0 < i < 3. Para ¢ =
(2+\/§)1/4 ~ 1,3899...se tiene que 7; < 1/c, ademds, por la nota 2.11 aplicada a f; : R? — R?
se tiene que:

[detD ()| < (1/4) (43.2)

pr) = ("))

entonces (D fz) es diagonal, de manera que la igualdad en (4.3.2) se cumple obteniendo:

casi en todas partes, pero

detDf; =1/4
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casi en todas partes.
Entonces por el teorema 2.16 existen los levantamientos cr;-lipschitzianos
F;: (H,dy) — (H, dg) de cada f;, levantamientos dados por

Fi(z,t) = (fi(z),detA; - t — 2({A;x, Jb;) + T)

para cualquier 7 € R, y fi(z) = A;x + b;, donde

fo(x) = Agz + bg = :1(/)2 1(/)2: 2 + (8) = %:):
filz) =A1x+ b1 = :1(/)2 1(/)2: i; + (162) = %({L’ +e1).
fo(z) = Aoz + be = :1(/)2 1(/)2: i; + (192) = %(w + ea).
f3(x) = Az + by = :1(/)2 1(/)2: i; + Gg) = %(:): + 1+ e2).
Explicitamente,
Fo(ar,22,1) = (52, 3t +70) = (301, 522, 3t +70)
Fi(z1,29,t) = (%:): + %el, it — %:):2 +7) = (%:):1 + %, %:):2, it — %:):2 +71)

1 1 11 1
F2(£17x27t) = (53717 51’2 + 57 Zt + 5371 +7_2)

1 11 11 1 1
F3(z1,29,t) = (21 4+ 5, 22+ 5, -t + -1 — sx2 + 73)

donde 7 = (79, 71, T2, 73) € R, Entonces por el teorema 2.21
Fu = {Fo, F1, I, F3}
es un sistema iterado de funciones sobre H y
m(Ky) = K.

para K y Kp los conjuntos invariantes para los SIF F y Fy respectivamente.
Para el SIF F = {fo, f1, f2, f3}, el conjunto invariante Kes un cuadrado unitario cerrado @) =
[0, 1] x [0, 1] subconjunto del plano.
De hecho,
fo(Q) =[0,1/2]x[0,1/2]  f1(Q) = [1/2,1] x [0, 1/2]
f2(Q) = [07 1/2] X [1/27 1] f3(Q) = [1/27 1] X [1/27 1]

Para concluir que

3
Q=fQUARUAQUABQ = HQ)
=0
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Por otro lado, como existe la funcién proyeccién continua 1-lipschtziana
7 H — R? tal que
m(Qu) = Q

entonces por la proposicion 3.9 se tiene que

He(m(Qu) < (1)*He(Qa)

para cualquier «, por tanto

HE(Q) < HE(Qu),

pero como H%(Q) = 1, entonces

0<1=mHEQ) <HL(Qn)

también H%(Qu) < oo.
Ademas, el SIF (4.3.1) satisface la condicién del conjunto abierto, concluyendo por el corolario
3.17 que

dimpQ = dimgQu = dimyQu = 2 = s.

Por tanto

Teorema 4.4. Sea F el SIF' (4.3.1) y sea Fu cualquier levantamiento horizontal de F. Denote
por Q@ = [0,1] x [0,1] y Qu los conjuntos invariantes para F y Fy, respectivamente.
Entonces,

dimgQu = dimpQu = dimgQ = 2.

Ademdas,
0<1=Hy(Q)<HHQu) y HAH(Qm) < oo.

4.2. Comparacién de las dimensiones Euclidianas y Heisenberg

En esta seccién se discute la aplicacién del teorema 4.4 a el problema de Gromov. En particular,
se prueba el teorema 4.2, cuyo enunciado recordamos a continuacién.

Teorema 4.5. Para cada o € [0, 3] existen subconjuntos So, C H con

HE(Se) >0 y MR g ) oo,

Recordamos nuevamente que los ejemplos relevantes para los casos 0 < a < 2y @ = 3 del
teorema 4.5 son dados por Balogh-Rickly—Serra-Cassano [5].

La prueba que a continuacién se presenta hace uso de diferentes hechos no mostrados en el
transcurso del trabajo, es mas, en ella se presentan referencias diferentes al articulo trabajado
[6], esta prueba no es mas que una ilustracion para los interesados, por tanto no cuenta con
detalles precisos.

Demostracion. Por el teorema 4.4, cada levantamiento horizontal Qg del cuadrado unitario sirve
como el ejemplo deseado Ss en el teorema 4.5 en el caso a = 2. En donde HZ(S2) < oo mientras

que HZ(S2) > HZ(Q) = 1.
Para tratar el caso 2 < a < 3, se construyen ciertos conjuntos tipo-producto sobre Q. Sea
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p = a — 2 y considere un conjunto de Cantor C, en el t-axis con 0 < H%L(Cp) < o0y 0 <
H]%Ip (Cp) < oo. La construccién de tal conjunto es estandar, ver [5].
Para precision, escoja s < 1 de modo que

2sP =1,

se vera C, como el conjunto invariante asociado con el sistema Gy = {G1, G2}, donde G1 y G
son las funciones y/s-lipschitzianas de (H, dy) definidas por Gi(x,t) = (y/sz, st) y Ga(x,t) =
(v/52, 1+ s(t — 1)).

El conjunto S, es definido como el siguiente producto de Qu con Cp:
So = {(z,t+t): (x,t) € Qu, (0,t) € Cp}.

The estimate H%(Sa) = H2E+p (Sa) > 0 es una consecuencia de la estructura producto de S,,
como sigue. Para x € @) defina

ty = max{t: (z,t) € Qu}

y®:Q xC, — S,
(I)(xv (Ovt)) = (xatx +t)'

la funcién ® es bi-lipschitziana incrustada de @ x C, en S,. Asi es suficiente mostrar que
HE(Q x Cp) = HiP(Q x Cp) > 0.

Esto se sigue de [14], dado que H%(Q) = 1 y HE(Cp) > 0.

Para mostrar the estimate H?HI&_Q(SQ) = H[2HI+2p (S4) < oo se usan los cubrimientos de S, por

imédgenes de semejanzas de QQ y Cp. Fije 6 > 0 y escoja

1 logl/é
"= 4+2p log2

Sea n = [2pm], donde [z] denota el entero mas grande menor o igual que z, y considere el
cubrimiento de S, con los conjuntos

Sow = {(z, t+ 1) : (x,t) € Fy(Qm), (0,¢) € Go(Cp) },

done w y v recorre sobre todos los conjuntos W,,, = {1,2,3,4}"™y V,, = {1, 2}" respectivamente.
Para estimar el diamy(Syw), escoja (x,t+t') y (Z,t+t') en Sy, con

diamp(Spw) = du((z,t +1), (T, £+ 1))
y se calcula

diamy(Syw)* = |7 —a[* + =t +T —t' — 2(x, Ji))?
<2z -+ (F—t—2(x, JD))* + (T —1)?)

< 2((%)4”‘ + a2”> < &t
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Asi,
Hi P (Sa) < > > diamu(Syw)* P
weWm veVy
14p)/2
< 21/4 L4m . 9N, ((%)4771 + Oé2n>( p)/
< C(p)22mi+p) ((1)2m(1+p) + a2m(1+p)p> = 20(p) < oo
- 2
como se deseaba. |
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