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Resumen

Se precisa la nociéon de prismatoide y de prismatoide n-gonal uniforme. Se expresa cada
vértice del prismatoide tetragonal uniforme como una combinacién lineal promedio de su
centroide y tres vértices de una base, ademés de dar una construccién detallada del mismo. Se
aporta una construccién algoritmica del antiprisma tetragonal uniforme afin §, como también
una representacién unificada, tal que ¢~ 1(r) es la frontera de §, donde, especificamente, ¢ es
una funcién convexa sobre I R® y r > 0. A la inversa, las caracteristicas y representacién de ¢
se obtienen para cada § dado. En particular se trata la geometria del prismatoide tetragonal
uniforme.

Introduccion

El prismatoide es un poliedro convexo cuya forma proviene de una distorsién del prisma recto
regular. Es sorprendente que no se registre una nocién rigurosa del prismoide en los textos
estandar de Geometria Sélida, y apenas si se le describe como el poliedro obtenido “al distorsionar
levemente un prisma”, por lo cual su conocimiento no va mas alld de la visién de su manido
modelo euclideo. Este vacio conceptual en el delineamiento del cuerpo produce, de hecho, una
gran dificultad técnica para abordar la geometria del antiprisma.

Por esto, y asi motivado, el autor aporta en este documento, ademas de una definicién precisa del
prismatoide, del prismatoide uniforme, y en particular del prismatoide tetragonal uniforme (ver
definiciones 1.1), una metodologia y perspectiva, ajenas a la euclidea, que permiten profundizar
en la estructura geométrica de este tltimo cuerpo (Ver Figura 1), enlazando nociones de algebra
lineal, andlisis convexo y topologia.

En esta direccién se expresa, explicitamente, cada vértice del prismatoide tetragonal uniforme
como una combinacién lineal promedio de su centroide y tres vértices de una base (Teorema
1.2), ademads de precisar su construccion y altura en términos de la arista.

En general, se acomete aqui la geometria afin de dicho sélido introduciendo una construcciéon
algoritmica del prismoide tetragonal uniforme afin § (Ver definicién 2.1 y Figura 2), como
también una representacion unificada del mismo, considerdn-dolo como un conjunto de nivel de
una funcién convexa ¢ sobre R? concebida a partir de tres vectores linealmente independientes
en R? (Teorema 2.2).

También, a partir de un prismoide del tipo § se construye ¢ tal que ¢~ 1(1) es, precisamente,
la frontera de § (Corolario 3.1). En particular se trata la geometria del antiprisma tetragonal
uniforme (Corolario 3.2).

'Presentada en el XIX encuentro de geometria y sus aplicaciones y VII Encuentro de aritmética.
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Denotaremos con letra maytscula los puntos o vectores de R3, su producto interior usual por
un punto - y el producto vectorial mediante una cruz x.

Los teoremas 1.2 y 2.2, como los corolarios 3.1 y 3.2, consignados en la presente investigacién
son originales. Constituyen aportes concebidos y demostrados por el autor.

1. Representacion de los vértices del prismatoide

tetragonal uniforme
1.1. Definiciones.

Si las bases de un prisma son poligonos regulares y sus caras laterales son rectangulos, entonces
el poliedro es llamado un prisma recto regular.

A continuacién el autor precisa la nocién de antiprisma, la cual, sorprendentemente, no aparece
en los textos estandar y relevantes sobre poliedros. Por ejemplo, el gedmetra H.S.M. Coxeter en
su libro [4] p. 149 dice asi “distorsionando levemente un prisma n-gonal obtenemos un antipris-
ma n-gonal”. W.W. Rouse Ball en [1] p. 129 consigna, a manera de definicién, “el antiprisma
cuyas bases, aunque paralelas, no estan situadas similarmente, pero a cada vértice de una le
corresponde un lado de la otra, tal que las aristas laterales forman un zig- zag”.

T
Si rotamos — la base de un prisma n-gonal recto regular, alrededor de su centro, obtenemos un

prismatoidne (o prismoide o antiprisma) n-gonal, cuyas caras consisten de dos n-gonos regulares
conectados por 2n tridngulos isésceles. Los n-gonos son las bases y la distancia entre ellos la
altura del prismatoide. La altura del prismoide puede siempre ajustarse tal que los tridngulos
isésceles sean equildteros; el poliedro asi obtenido es un prismatoide n-gonal uniforme,
con tres triangulos y un n-gono en cada vértice. Cuando n = 4 obtenemos el prismatoide
tetragonal uniforme (Ver Figura 1).

Dado un prismatoide tetragonal uniforme, en el siguiente teorema se construye explicitamente
el prisma recto regular tetragonal del cual se obtiene el prismatoide, determindndose su altura.
Ademsds se expresa categoricamente cada vértice del antiprisma como una combinacién lineal
promedio (la suma de cuyos coeficientes es uno, [3] pp. 417 - 423) de su centroide y tres vértices
de una base.

1.2. Teorema.

Sea V{...V§ un prismatoide tetragonal uniforme de vértices dispuestos como en la Figura 1,
arista a y centroide

r 1 / /
G'=Vi+...+ 1) (1.2.1)
Sea
1
Ol = 5 WVhy Vi)
e (1.2.2)
= §(V4/i—2) + Vi,

el centro de la base cuadrada V, .V}, Vi, 5V, V. del prismatoide, para i = 1, 2. Entonces

(i) G’ satisface
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G—&G+0)
_2 1 2

- ' ' . - . .
Figural. SiV, ------ V. es un prismatoide tetragonal uniforme de aristaa

1

y centroide G =$:— (V1 oot V:) . entonces 2'a es la altura del

prismoide, el cual se obtiene del prisma recto tetragonal V. ---V, W, -+ W,

al rotar % la base cuadrada W. -+ W, alrededor de su centro C,

Fuente: El Autor

Wi=2G' -V ., Wij=2G'"-V| ,
Wy=2G' -V ., Wi=2G'-V§ ,

alrededor de su centro C%,

1

T
1 una de las bases alrededor de su centro.

(1.2.3)

(1.2.4)

la reflexién a través de G’ de los vértices de la base cuadrada V] ...V} del prismatoide, entonces
T

W/ ... W{ es un cuadrado obtenido al rotar 1 el cuadrado V... V{ (la otra base del prismatoide)

(iii) El poliedro V...V W{ ... W{ es un prisma recto regular tetragonal, de vértices dispuestos

como en la Figura 1, y altura 2 4a. Explicitamente, todo prismatoide tetragonal uniforme de

arista a, se obtiene del prisma recto regular de base cuadrada de lado a y altura 2_10,, al rotar
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(iv) Los vértices del prismatoide tienen las siguientes representaciones lineales

Vi=Vi=Va+V5

V= %vl - £V2 f; Vi+2G

VY = ‘/52_ 1V1’ - \/——V2’ - —v?,' +2G6" (1.2.5)
VI= ——v1 ‘gv2 f; Vi+2G

Vg =~ 1+VF XC% 1Vé+2G’ ,

\

Demostracién. De (1.2.1) obtenemos
1
6' = {0+ V) + (V3 + VL 04V + 5 + 401}

1 2

= gZ{(szz‘—?, + Vi) + (Vo + Vll/i)}

i=1

1 2

= gEQCé +2CY) (por (1.2.2))

1 ! !/
= 5(01 +C5)
justamente (1.2.3)

Por ser V...V un cuadrado (de hecho no degenerado) de centro C%, entonces autométicamente
los vectores V{ — Ch y Vi — C son linealmente independientes en R? | por lo cual el subespacio
generado por ellos es

H = {S(Vé —CY) +t(Vg = C%) s, t e}

y por ende C + H es el plano de la base V7 ... Vg del prismatoide. Su trasladado C] + H por
C] — C, pasa por el punto (. Ahora, segun las definiciones 1.1 las bases del prismatoide son
paralelas, y dado que C4 + H y C + H son planos paralelos, entonces C + H es el plano de la
base cuadrada Vi ...V/ (de centro C}) del prismatoide. Por esto existen escalares s y t tales que

Vs =01 +s(Vg —C) + (V7 = Cy)
o bien, segin (1.2.4) y (1.2.3),
W5 = Cy+5(Vs = Ca) + (V7 = C3)

un punto de C + H, el plano de la base V... V§.

Ademds,
Vi—Wg =V{ - (2G' - Vj) (por ( 1.2.4))
= (V| +V3) —2G" =201 — (C} + CY)) (por (1.2.2) y (1.2.3))
=C1-Cy
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procediendo asi en general se prueba que

Vi-Wiy=01-Cy, i=1....4 (1.2.6)

1

Por otro lado, y de acuerdo a las definiciones 1.1, si V{ ... V] es una de las bases del prisma recto
regular del cual procede el prismatoide tetragonal uniforme V7 ...V{, entonces C] — C% es un
vector normal comun a los planos C] + H y C4 + H de sus bases, por lo cual la recta a través de
VY, y paralela a C| — CY, interseca al plano C, + H en un unico punto U, 4, parai=1,...,4,
por esto

V! —Uiyy = Cy = (4 : i=1,...,4

De aqui y (1.2.6) se infiere que W} 4 = Uita (por un punto pasa un unica recta paralela a un

T
vector director dado), por lo cual WY ... W{ es obtenido al rotar 1 el cuadrado V/ ... V{ alrededor

de su centro C%. De contera V... V] W{ ... Vg es un prisma recto regular tetragonal de vértices
dispuestos como en la Figura 1.

Si P es el punto medio de la arista VZV{ entonces C, P es una apotema del cuadrado V¢ ...Vg'y
por ende bisectriz del dngulo recto del tridngulo rectangulo isésceles VIC, VY, recto en C4 (Ver
Figura 1); razén por la cual VZPC) es un tridngulo rectdngulo isésceles, recto en P, lo que

a a
implica C) P = B < Cy VI = 5\/5 la hipotenusa de dicho tridngulo rectangulo (y la rotacién

T -
a través de 1 de C,W{ alrededor de C3) , de aqui que P sea un punto del interior relativo del

segmento C4W{. Ya hemos establecido que VWY es perpendicular al plano C + H, por lo cual
PW{V] es un tridngulo rectdngulo recto en WY, de hipotenusa (la altura del tridngulo equildtero

3
V/VZV{ de lado a) - a Los catetos son
PWg = CoWg — CoP = CyV — C4P

:g\/——%:g(ﬁ—l) y

V{W{, la altura del prisma (y del prismatoide). Asi, aplicando el Teorema de Pitdgoras hayamos

que
ViWg = \/(?a)Q - {%(\/5— 1)}2 =97 1q

Por ser V{...V/ un cuadrado entonces V] — V| = V4 — V3, ecuacién equivalente a la primera
en (1.2.5). En el cuadrado W} ... Wy el lado WJW{ y su apotema (sobre el segmento V/V. son
segmentos perpendiculares, y asi V/ — V.l y W7 — W/ son vectores paralelos y del mismo sentido,
esto es, existe un escalar t > 0 tal que Vi — Vi = ¢(W7 — W(). Tomando norma en ambos
miembros de esta ecuacién hallamos t = V2 y

VI = VI + V2Wh — W) (1.2.7)
Procediendo andlogamente obtenemos

V{ = Vi + V2(WE — W) (1.2.8)
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De (1.2.7) se sigue
VI=2C, - VI +V2(V] - V) (por (1.2.2) y (1.2.4) )
= 2C% — VI +V2(V§ — V) (V] ...V] es un cuadrado),
si y sélo si

VL =205 +V2(V4 — V3)
= 4G — 20, +V2(V4 — V) (por (1.2.3))
= 4G — (V] + Vi) + V2(V§ — V) (por (1.2.2)),

ecuacion equivalente a la segunda en (1.2.5). Igualmente de (1.2.8) hallamos

Vi =V + V2V = V) (1.2.9)

=20y - Vi +V2(V{ - V3)

si y solo si

2Vg = 2C5 + V2(V{ — V3)
= 4G — 20, +V2(V] = V3) (por (1.2.3))
= 4G — (V] + Vi) +V2(V{ — V3) (por (1.2.2)),
ecuacion equivalente a la tercera en (1.2.5).

De (1.2.9) y la tercera ecuacién en (1.2.5) se infiere la tultima ecuacién para Vg en (1.2.5).
Finalmente, por ser V¢ ...V un cuadrado entonces V; —V{ = V{—V{, estoes, V] = VI +V/+ VY.
Sustituyendo en esta ecuacién V7, V{, V4 por sus representaciones lineales promedio en (1.2.5),
obtenemos la pentltima ecuacién en (1.2.5).

2. Una construccién algoritmica del prismatoide

tetragonal uniforme afin
2.1. Definicién.

Un prismatoide tetragonal uniforme afin es la imagen de un prismatoide tetragonal uniforme
bajo un automorfismo afin de R? (Ver Figura 2).

2.2. Teorema.
Sean, r >0y A, B, C, G vectores en R3 tales que
A =det(A, B,C) #0 (2.2.1)

Hagamos
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W:G+£mxB+Bxc+0xm,
w:G+£mxB—Bxc+0xm,
%:G+£mxB—Bxc—0xm,

m:G+£mxB+Bxc—0xm,

(2.2.2)
r
V5:G—K(A><B—|—\/§C><A),
%zG—%MxB—ﬁBxC%
Vi=G—(Ax B—V2Cx 4),
%zG—%MxB+ﬁBxC%
\
y sea ¢ : R® — R la funcién convexa representada por
(p(X) = 12%)1(0f(1’x)’ (223)
para todo X € R? | en la cual
1
70, X) = 5{ (V- 2k 2 VE+ 23 - 2Dk~ 20+ 23VE - Dk - 3
+2(3 = 2v2) |k — 4] —2(3 — 2v2)|k — 6] — 2(3v2 — 4) |k — 7| — 2(3 — 2v/2)|k — §|
—HQ—¢®W—9@A+[M—3¢®k+5¢_—6—2®—2¢®W—2
2.2.4
+(3 = 2v2)|k — 4] +2(3v2 — 4)|k — 5| +2(3 — 2v/2) |k — 6] — 2(2 — V2)|k — §| (22.4)
-H2—¢®m—9q3+[q«’—2m+28—6¢§+43—2¢®§j2@4ym—ﬂ
-ﬂ®—3¢®m—&—2@—¢®m—gqc}mX—G)
\
Si
F={XeRp(X)<r} | (22.5)
entonces § es un prismatoide tetragonal uniforme afin, macizo y cerrado, de vértices V7, ..., V¢
dispuestos como se muestra en la Figura 2, y centroide
1
G = g(vl _|_..._|_V8) (2.2.6)

Ademas, los planos faciales del poliedro tienen las siguientes representaciones. Las caras (tridngu-
los y paralelogramos),
Vi Vo Wz, Vo V7 Vg, Vo V3 Vg, V3 Vs Vs,
V3 Vy Vs, Vi Vs Ve, ViV Vg, ViV V7, (2.2.7)
Vi Vo Vs Vy, Vs Ve V7 Vs,
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Figura2. @ (r) es la frontera del prismatoide tetragonal uniforme afin

WV cooree Wy decentroide G ?I (\-‘I Fovimoind \'K)

Fuente: EI Autor

estan en los planos
f@, X)=r, i=1,...,10, (2.2.8)

respectivamente
Demostracién. Cada una de las diez funciones en (2.2.4) es una forma lineal de R en R ( [2] p.

215), y por tanto una funcién real convexa. Por ende ¢ en (2.2.3) es convexa por ser el méximo
de funciones convexas ( [5] pp. 35 - 36, Theorem 5.5). De (2.2.1), (2.2.2) y las propiedades de
3

4r
los determinantes obtenemos det(V; — G, Vo — G, V3 — G) = N # 0, es decir, G, V1, Vo, V3
son affnmente independientes en R?, lo mismo que G’,V{, VJ, Vi en el prismatoide tetragonal

uniforme de la Figura 1 (de hecho no degenerado).

Por tanto existe un tinico automorfismo afin ¢ : R3 — R3 tal que
g(G=G vy gV)=V/, =123 (2.2.9)

(13) p- 4295 [5] p. 8 ).

De (2.2.2) obtenemos la siguiente combinacién lineal promedio, Vy = V; — V5 + V3. En general:
directamente puede verificarse cémo obtenemos de (2.2.2), precisa-mente, las combinaciones
lineales promedio que aparecen en (1.2.5) al sustituir V;/ por V;, i = 1,...,8. Por tanto, y segin
(2.2.9),

9(Vy) = g(V]) — g(V3) + g(V3)
=Vi—-V+ V3=V,
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analogamente,

g(VZ) J ’L = 47 MR 87
dado que g preserva las combinaciones lineales promedio. Por esto
g(Vly=V; , i=1,...,8,

y asi, de acuerdo a la definicién 2.1, V/...V{ es un prismatoide tetragonal uniforme afin, de
centroide G segin (2.2.6) y vértices dispuestos como se muestra en la Figura 2.

Consideremos ahora el prismatoide tetragonal uniforme afin V; ... Vs como un sélido macizo y
cerrado ‘B, esto es,
P =conv {V],...,V5}

, la envolvente convexa de sus vértices ( [5] p. 158 Theorem 17.2; p. 12 Corollary 2.3.1). Siendo
cada X en 3 una combinacion convexa de la forma

8 8
X =D V=Gt =2 NV =C)
< <

4 4
Z (Vs — G+Z)‘J+4 (Vi4a = G)
o bien, segin (2.2.2),
T
X—G—Z{(A1+---+)\4—)\5—---—)\S)AxB+()\1—)\2—)\3+)\4+\/§)\6

—\/§A8)B><C+()\1+)\2—)\3—)\4—\/§A5+\/§)\7)C><A},

donde
M+ +Ag=1 y cada A\; > 0,

se desprende

A (X —G)=7(A1— da— A3+ M+ V206 — V2)g) ,
B (X -G)=r(A+A—X3— A1 —V2X5 +V2)\7) ,
C-(X-G)=rM+-F+M—As——X),

y por ende, segun (2.2.4),

f(i,X)_g{ [(\/——2)k+2—\/§+2(3—2\/§)\k—2\—|—2(3f—4)\k—3\
+(3—2v2)|k — 4] —2(3 — 2v2)|k — 6] —2(3v2 — 4)|k — 7| — 2(3 — 2v/2)|k — 8
+(2 - ﬂ)\k—9\]()\1 — A2 — A3+ M+ V2X6 — V2Xs) + [(4—3\/§)k+5\/§

—6 —2(3 - 2v2)|k — 2| +2(3 — 2v2)|k — 4| + 2(3v2 — 4)|k — 5| + 2(3 — 2v/2)|k — 6|
—2(2—\/§)\k—8\+(2—ﬂ)\k—g\](A1+A2—A3—A4—\/§A5+\/§A7)
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FA(V2 = 2)k +28 — 632 +4(3 — 2v/2) 1o (= 1)k — i| + 2(5 — 3v2)|k — 8]

—2(3—ﬂ)\k—9\1<xl+---+x4—x5—---—A8>},
o bien, explicitamente,
F(L,X)=riM+ A3+ A7) —b(A3+ A1) — cAs —a(Xe + Ag) ¢
F(2,X)=rq A2+ A7+ A5) —a(A1+ A3) —cAg — b(As+ Xg) ¢
B, X)=rq(A2+ A3+ Ag) —b(A1 + A1) —a(As + A7) —chg ¢
F4,X)=rqAs+ A5+ As) —cAi —a(Aa+Ag) —b(Xg+ A7) ¢,
B, X)=rq(As+ s+ A5) —b(A1 + A2) —a(Ag + Ag) — cA7 ¢, (2.2.10)
f(6,X)=7rq (A4 A5+ Xs) —a(A1+ A3) —cAa — b(A7+ Ag) ¢,
F,X)=rq (A1 + A+ Xg) —b(Aa + A3) —a(As + A7) —cAg ¢
FB,X)=rq(A1+ A6+ A7) —a(Aa+ Ag) —cAz3 —b(As+ Ag) ¢
FOO.X)=r(M+-+X =X —--—Xg) ,
fA0, X)) =r(As+ - +Ag— A1 — - = Aa)
donde
a=3-2V/2>0 b=4V2-5>0 ,c=T7—-4V2>0, (2.2.11)
expresiones que implican
fa,x)<r ,  i=1,...,10, (2.2.12)

por lo cual, segin (2.2.3), ¢(X) < r, es decir segtin (2.2.5), B C §.
Por ser ¢ una funcién convexa sobre R?, propia y cerrada, entonces

int (§) = {X € R3p(X) < r}

Fr (3) = {X e R¥lp(X) =1}
( [5] p. B9, Corollary 7.6.1). Por esto, de acuerdo a (2.2.3) y (2.2.4), ¢(G) = 0 < r, por lo cual

G € inte(F), propiedad topoldgica que utilizaremos al final de la presente demostracion.

Si X € conv {V1, Vo, V7} C P existen escalares Aj, A2, A7, no negativos, A1 + Ao + A7 = 1, tales
que
X=X MVi+ Vo +0Vs+---4+0Vs+ A\7V7 4 0V3,

reduciéndose la primera ecuacién en (2.2.10) a f(1, X) = r, lo que implica al unisono con (2.2.12),
p(X)=ry
conv {V1, Vo, V7} C Fr (F)

Asi, utilizando (2.2.10) y (2.2.12) en general se prueba que todas las caras de 9, listadas en
(2.2.7), estdan contenidas en la frontera de § (y de contera contenidas en los planos (2.2.8),
respectivamente). Por tanto

PCE vy BPCEF) (2:2.13)
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Si X € § ~ P entonces X es un punto interior de R? ~ P por ser P cerrado, y el segmento
GX C § interseca a Fr () en un punto P entre G y X (por ser P8 un poliedro convexo), esto
es, P € int (§) ( [5] p- 45, Theorem 6.1) y ademas por (2.2.13) P € Fr (§) lo cual es imposible.
Asi que § C*B.

3. Representacion de un prismatoide tetragonal

uniforme afin dado
3.1. Corolario.

Sea § un prismatoide tetragonal uniforme afin dado, macizo y cerrado, de vértices Vi,..., V3
dispuestos como en la Figura 2, de centroide

1
Hagamos

A=V _(Vl_G)X(VQ_G)—I_(V?_G)X(VB_G)—(V?,—G)X(Vl—G) :

B=V X -WVi-GO)x(V-G)+(Vo-G)x (V3—G)+(Vz—G)x (V1 —G) ¢,

c=v-1 (Vl—G)X(VQ—G)+(V2—G)><(V3—G)+(V3-G)><(V1—G)},

(3.1.1)
donde

V:det(Vl—G, VQ—G,Vg—G) (3.1.2)

Entonces, A, B y C son linealmente independientes en R? | y respecto a estos vectores § = {X €
R3|p(X) < 1} donde ¢? : R?® — R? es la funcién convexa representada en (2.2.3) y (2.2.4).

Demostracién. Siendo de hecho § un poliedro no degenerado (la imagen automorfa afin de
un prismatoide tetragonal uniforme), entonces autométicamente el determinante V definido en
(3.1.2) es no nulo. Ademés, segin (3.1.1) y (3.1.2),

A =det(A,B,C) =4V 40

En otras palabras, los vectores A, B, C definidos en (3.1.1) satisfacen las hipétesis del teorema
2.2, bajo los cuales consideramos la funcién convexa ¢ : R® — R representada en (2.2.3) y
(2.2.4). Por tanto, si tomamos en este teorema r = 1 entonces el conjunto de nivel P = {X €
R3|p?(X) < 1} es un prismatoide tetragonal uniforme afin, macizo y cerrado, de centroide G, de
tal manera que remitiéndonos a los segundos miembros de las ecuaciones en (2.2.2) se demuestra
que V1, Vo y V3 son también vértices de .

Ahora bien, dado que § es la imagen automorfa afin de un prismatoide tetragonal uniforme,
entonces sus vértices (y los de P8, segin se estableci6 en la demostracién del teorema 2.2) son
combinaciones lineales promedio de G, Vi, V, y V3 como los indicados en (1.2.5). Se infiere que
los vértices de P son, justamente, Vi, ..., Vs, es decir, P = §.
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3.2. Corolario.

Sea § un prismatoide tetragonal uniforme de arista a, macizo y cerrado, de vértices Vi, ..., V3
dispuestos como en la Figura 2, y centroide

1

Hagamos
A=2a"2(Vy - Vo),
B =2a"%(Vo— V), (3.2.1)
C=2v2a {(Vi—G) + (Vs — G)}
Entonces, A, B y C son linealmente independientes en R?, y respecto a estos vectores, § = {X e
R3p(X) < 1} donde ¢ : R? — R3 es la funcién convexa representada en (2.2.3) y (2.2.4).

Demostracion. Si (4 es el centro del cuadrado V; ...V, entonces su circunradio es

2
HW—CM—%;, i=1,...,4 (3.2.2)

Puesto que C; — G es un vector normal al plano de dicho cuadrado y ||C — G|| = 27°/a ((iii)
parte del teorema 1.2), entonces V;C1G es un tridngulo rectdngulo, recto en C1, lo que implica
de acuerdo al Teorema de Pitagoras,

1/2
Vi = Gl = {||Vi = Cu|]2 + [|Cy — G2}

1 O\ 1/2
= a<§—|—2 2) (por(3,2,2)),
esto es,

4
el circunradio de §. Si 0,,, denota la medida del dngulo £ZV,,,GV,,, entonces del Teorema del
Coseno aplicado al triangulo isésceles V1 GV3, obtenemos

IV = Val|* = 2||[Vi = G|]*(1 — cos br3) ,
lo que implica, a la luz de (3.2.2), (3.2.3) y la relacién Vs — V; = =2(V; — Cy),

42 -9

- (3.2.4)

cos B3 = cos oy =
Anélogamente conseguimos

cos B19 = cos fy3 = cos B34 = cos B4
2v2 -1 (3.2.5)
7
Ahora, dado que V # 0 en (3.1.2), como se establecié en la demostracién del corolario 3.1,
entonces Vi — G, Vo — G y V3 — G constituyen una base de R3. Por tanto existen escalares s, t,

u tales que
(Vl — G) X (VQ — G) = S(Vl — G) + t(VQ — G) + u(V?, — G) (3.2.6)
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Multiplicando interiormente ambos miembros de (3.2.7), sucesivamente por Vi — G, Vo — G y
V3 —@G, teniendo presentes (3.2.3) , (3.2.4) y (3.2.7), obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Ts+(2v2 — 1)t + (4V2 — Qu =0
(2v2—-1)s+Tt+(2vV2—-1u=0 (3.2.7)
(4vV2 —9)s + (2v2 — 1)t + Tu = 4a~2(4 — V2)V,

respectivamente. Resolviendo el sistema recibimos

s=—V2=(2-V2)u=v2a"2V,

y por ende, segun (3.2.6),
(Vi —G)x (Vo —G) = a_2V{\/§(V1 —G) - (Va—G)+ (1 +V2) (V3 — G)} (3.2.8)

Procediendo andlogamente hallamos

(V2= G) x (Vs = G) = a2V{(1 + V2) (i = G) = (Vo = G) +V2(Vs = G) } ,
(V= G) x (Vi = G) = a2V{~(Vi = G) +2(Va ~ G) — (Vs - G) } ,
Sustituyendo estas expresiones y (3.2.8) en (3.1.1) obtenemos (3.2.1). Ademas, de (3.2.1) recibi-

1mos

det(A, B,C) = 16v2a7V £0 ,

por lo cual A, B y C son linealmente independientes en R3. Por esto el corolario 3.2 se infiere
del corolario 3.1.
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