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Resumen

En este trabajo, consideramos algunos de los métodos utilizados en la obtencién de soluciones
exactas para ecuaciones diferenciales parciales no lineales, los cuales utilizan la transforma-
ciéon de onda. Con el fin de ilustrar los métodos, obtenemos soluciones exactas del nuevo
sistema de Mikhailov—Novikov—Wang.
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Introduccion

Uno de los principales objetivos de este trabajo tiene que ver con las asi llamadas ondas viajeras.
Sabemos que las ondas estan en casi todas partes, reconozcamos o no, encontramos ondas a
diario. Ondas de sonido, ondas de radio, ondas de agua etc. Ademas de las ondas, existen una
gran variedad de fenémenos fisicos, de tal manera que podemos describirlos como si fueran ondas,
como el movimiento de un péndulo, el movimiento de una masa suspendidad de un resorte entre
otros.

Podemos describir una onda como una disturbancia que viaja a través de un medio de un
lugar a otro. Se dice que las ondas son un fenémeo de transporte de energia. Las ondas pueden
ser caracterizadas de muchas formas, ellas pueden ser distinguidas unas de otras a travéz de
una caracteristica observable (o no observable). Asi por ejemplo, podemos hablar de ondas
transversales, en el cual las particulas del medio se mueven en direccion perpendicular a la cual
se mueve la onda. Una onda longitudinal e una onda en la cual la particula del medio se mueve
en la direccién paralela a la cual se mueve la onda, por ejemplo la onda de sonido. Las ondas
electromagneticas son capaces de transmitir su energia a travéz del espacio vacio, como las ondas
de luz. Las ondas mecdanicas requieren de un medio a fin de transportar su energia de un medio
a otro, como las ondas de agua.

Algunas caracteristicas asociadas a las ondas son: La cresta, el valle o canal, la amplitud (maxima
elevacién de la cresta); la longitud de onda (longitud de un ciclo completo de onda). Otras
caracteristicas importantes que pueden ser asociadas a las ondas son: Frecuencia de onda (que
tan rapido vibran las paticulas del medio cuando la onda pasa), el periodo de la onda (el tiempo
para que una particula realice un ciclo de vibracién completa); més exactamente, el periodo
es el reciproco de la frecuencia (T = %) La velocidad de onda, hace referencia a la distancia
recorrida por esta, por unidad de tiempo, asi, si el sonido viaja a 340 “*, la velocidad de la onda
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es precisamente esta. Podemos decir entonces que la velocidad de onda v puede obtenerse como
la longitud de onda A sobre el periodo T' (v = % = Af). Finalmete, cuando una onda viaja a
travéz del medio (como una onda de agua), se dice que es una onda viajera (traveling wave),
pero cuando la onda estd sometida a un espacio dado (por ejemplo cuando se pone a vibrar la
cuerda de una guitarra) se obtienen otro tipo de ondas que se llaman estacionarias.

Finalmente, podemos referirnos a ondas lineales (luz, sonido) las cuales tienen velocidad cons-
tante y, ademés, obedecen al llamado principio de superposicién (al tocar varias notas al tiempo
en un instrumento musical, se escuchard la suma de ellas (armonia)). La ondas no lineales (por
ejemplo una onda en el mar), no son tan comunes como las lineales, en estas, la amplitud, la
longitud de onda y la velocidad van variando a medida que avanza la onda (en las lineales,
estas variables son constantes). Observese por ejemplo como una onda en el mar, la distancia
entre las crestas va decreciendo, entre mas adentro del mar esté la onda, esta crece mas, y la
velocidad cambia. Si lanzamos una piedra al centro de un estanque, podemos ver lo que sucede,
es decir, se forman pequenas ondulaciones, que se van extendiendo y ensanchando en circulos
concéntricos, cada vez mas débiles, hasta que desaparecen. Se puede observar que estas ondas
tienen cumbres y valles. Sin embargo, en un experimento hecho por el ingeniero escocés John
Scott Russell en 1834, que consistia en una barcaza rodando por una canal de agua, cuando la
barcaza se detuvo repentinamente, ocasioné un movimiento violento del agua, que produjo una
ola en la proa de la nave que fue deslizandose a gran velocidad hacia adelante, formando una
unica ondulacién de gran altura (una montana de agua) que continué su recorrido por el canal
sin variar aparentmente su forma o reducir su velocidad (onda solitaria) (Russell llamé esta onda
great wave of translation). Al comienzo, varios cientificos de la época, argumentaron que las ondas
permanentes no podian existir. Sélo hasta 1870 J. Boussinesq y Lord Rayleigh, dedujeron que la
la amplitud de dicha great wave of translation debfa ser una onda viajera proporcional a sech?,
teniendo de ésta manera una localizaciéon exponencial (Boussinesq derivé la ecuacién difeencial
parcial no lineal que lleva su nombre). Sin embargo, slo hasta 1895, Diederick Johannes Korteweg
y su alumno Gustav de Vries presentaron la NLPDE (que lleva su nombre Korteweg -de Vries)
y que describe este fenémeno us + e — @uu, = 0 donde el segundo término es el de dispersion
y el el tecero es el no lineal. Una solucién Solitodn es u(z,t) = —12a?sech?(a(z — 4a’t — x0)),
donde « y xp son constantes arbitrarias. Esta ecuacién, no solo conteni a a la great wave of
translation, sino que hoy es fundamental en muchos campos de la fisica matematica y biologia
molecular. Los solitones, han venido tomando fundamental importancia en muchas ramas de
la ciencia moderna: fisica, quimica, biologfa, etc. Se ha descubierto (1965 Norman Zabusky y
Martin Kruskal), usando un modelo discreto (parecido a la ecuacién KdV), un tipo de ondas
localizadas muy especiales, que exhibian un comportamiento tipo particula. (Cuando dos de
estan ondas interactuan, salen de su colision con su forma intacta salvo un pequeno cambio de
fase); las llamaron ondas soliténicas, que fue necesario cambiarlo por soliton, término que fue
escogido para estar en concordancia con el nombre de otras particulas elementales tales como
electréon, protén, foton, etc.

Existen muchas definiciones de soliton (que en esencia todas representan el concepto inicial)
dependiendo del campo de trabajo. Tomaremos como definicién la siguiente:

Un solitén es una onda solitaria que preserva asintéticamente su forma y velocidad en inte-
racciones no lineales con otras ondas solitarias o con otras perturbaciones lcalizadas.

Hoy, existen otros modelos mateméticos que exiben solitones en sus soluciones. Se han des-
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cubierto solitones en medios liquidos, gaseosos, corriente eléctrica, campos electromagneticos,
atmosfera de los planetas, cristales, plasmas, fibras de vidrio, redes nerviosas, aparatos elec-
trénicos, biologia molecular etc. Asi por ejemplo, la estructura actual de un solitén, en bio-
logia molecular, esta formado por un electréon rodeado de otras particulas llamadas fonones.
Asi como un fonén es una particula de energia luminosa, un solitonén es una particula de
energfa vibratoria. Un estudio reciente, sugiere que el electrén (visto como onda) dentro de un
solitén, puede tener diferentes estados de energia de modo semejante al electrén en un atomo
de hidrégeno. Se conoce que tales estructuras electrénicas internas existen en todos los atomos,
pero esta es la primera vez que se ha demostrado que tales estructuras existes en un soliton.
Las propiedades de las mecanica cuantica de un solitén, incluyendo estos estados energéticos,
son importantes, porque afectan a la forma en que la particula transporta una carga a travéz
de materiales organicos como los polimeros conductores a nivel molecular. (se sospecha que los
solitones atraviesan, como fantasmas, la estructura de las moléculas). Por ejemplo en fibras op-
ticas, la estructura de las ondas normales de luz se debilitan gradualmente, y salvo que sean
amplificadas periddicamente, desaparecen. Por el contrario, las ondas de luz de los solitones
mantienen su estructura y continuan viajando sin ayuda. Algunas companifias de telecomunica-
ciones aprovechan esta propiedad, usando los solitones para enviar sennales a largas distancias
con bajo costo. Debido a que las cadenas de polimeros tienden a doblarse y torcerse cuando
son atravesadas por los solitones, puede ser posible usar a los solitones para activar los muscu-
los artificiales de robots de alta tecnologia. Es decir, si se hacen los musculos de los robots de
polimeros organicos, estos se flexionarian ante estimulos luminosos o electroquimicos. El estudio
a fondo de los solitones, tiene una amplia gama de importantes aplicaciones cientificas. Uno
de los objetivos de este trabajo, es ver como usar ciertas técnicas, para obtener solitones en
muchos modelos, especialmente de la fica matematica. Esto permite obtener diversas clases de
solitones, obteniéndose clasificaciones de ellos, lo que permite un conocimiento mayor de esta
"nueva” estructura.

1. Soluciones por ondas viajeras de NLPDE

Existe un niimero de métodos, para encontrar soluciones exactas de NLPDE, que estan basados
en la reduccién de la ecuacién original a otra ecuacién con menos variables (dependientes o
independientes). La idea es encontrar tales variables, y pasando a ellas, obtener ecuaciones
simples. En particular, encontrar soluciones exactas de una ecuacién diferencial parcial en dos
variables, una dependiente y una independiente, puede ser reducido a encontrar soluciones de
una ecuacién (o sistema) de ecuaciones ordinarias. Naturalmente, éste método no da todas las
soluciones de la ecuacién origial, pero si se puede obtener una clase de soluciones con algunas
propiedades especiales. Los métodos aqui expuestos, pertenecen precisamente a esta clase.

1.1. Los métodos
Consideremos una NLPDE
digamos en dos variables (z,t)
P, g, wg, U, Ugy, Ugg, - . .) = 0. (1.1)
. Usando la tranformacién conocida como tranformacién de onda,

u(z,t) =v(), &=ux+ A, (1.2)
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la ecuacién (1.1) se reduce a una ecuacién ordinaria

P(v, o' 0" .. =0.

1. El método proyectivo de ecuaciones de Riccati

Este método consiste en suponer una solucion de 1.3 de la forma

con primera integral

y p==+1, e==+1, u, r constantes, y usar el hecho que las soluciones de 1.5 son

a) CasoI:
Si r = p = 0 entonces

n(&)=-cp @@=

b) Caso II:
Sie=1yp=-1

(/i)

2 usec(\/(?ﬁl—l)— 1 (r>10)
rsec(y/ré
7= ey +1 U0
¢) Caso III:
Sie=—-1yp=-1
| Jrtanh(y7¢)
e ,usech(\/(F\;l—l)— 1 (r>10)
~rsech(y/r§
7 psech(yrg) 11 70
d) CasoIV:
Sie=—-1yp=1
_ reoth(yiE)
" a1 70
r csch(y/r€) (r>0).

7T Wesch(vrE) + 1
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e) CasoV:
Sie=1yp=1

_ —+/—r coth(y/=7§)
pesch(y/=ré) + 1
resch(y/—r€)

75 = wesch(v/=r€) + 1

(r<0)

(r<0).

(1.11)

el entero M debe ser determinado por balanceo en 1.3. Sustituyendo 1.4 en 1.3, y usando
1.5 y 1.6, se obtiene un sistema de ecuaciones, en el cual las variables p, r, A, a;, b; (i =
1,2,..., M) se obtienen , y con esto, usando nuevamente 1.4 se obtiene las soluciones de

1.3, y usando 1.2, soluciones de 1.1.

El método generalizado de la tangente hiperbdlica.

Este método, consite en suponer una solucion de 1.3 de la forma
m
(€)=Y ard®(9),
k=0

donde ¢(§) satisface la ecuacién de Riccati

¢'(€) = p*(&) +k,

cuyas soluciones son

—& k=0
\/Etan(\/Eﬁ’) k>0
?(&) = ¢ —Vk cot(VEE) k>0

—v/—ktanh(v/—k€) k<0
| —v/—kcoth(v—=k¢) Kk <O.

El procedimiento a seguir es semejante al método anterior.

El método generalizado de sech-csch.

Este método consiste, en suponer una solucién de 1.3 en la forma

M A 2M A
D aid(€) + D aig(&)M
=0

M+1

, donde ¢(&) es solucién de la ecuacién de Riccati

¢'(&) = w(d(&)* + k),

k, p constantes, y cuyas soluciones son dadas por

Y b

1€
\/lEtan(u\/Ef) k>0
?(&) = ¢ —Vk cot(uvVke) k>0

—V =k tanh(puv/=k€) k<0
| —v/—kcoth(uv/—kE&)  k <O.

El proceso a seguir es como en los métodos anteriores.

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)
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2. El sistema de Mikhailov—Novikov—Wang

Es dado por
Ut = Uggrrr — 20UULzr — DOUL UL, + 80u2ux + Wy
) (2.18)
Wi = —0WUppr — 2Upr Wy + 90wWUU, + 16w u~.
Buscamos soluciones de este sistema en la forma
u(z,t) = v(§)
w(a, t) = wl(€) (2.19)
& =x+ A,
obteniendo el sistema
{Av’(f) = () +200(€)v V() + 50v'(§)v"(€) — 80v*(E)v'(€) — w'(€) = 0 (2.20)
Aw'(€) + 6w (€)v"(€) + 20" (§)w'(€) — 96w (€)v(&)v'(€) — 16w (€)v*(€) = 0,

de donde

w'(€) = X'(€) = v (&) + 200()v (&) + 500/ (€)v"(€) — 80> (€)' (). (2.21)

La primera ecuacién del sistema de ecuaciones ordinarias puede escribirse como

80

(Av(€) — v (€) 4+ 200(v"(€) + 15((V'(£))) — =

3 (v%(€)) —w(€))' =0, (2.22)

la cual integramos una vez respecto a £ para obtener

80 4

M(€) = v (&) + 200(&)v"(€) + 15(v/(€))* — S U6 —w(§) =c (2.23)

donde c es la constante de integracion. Como buscamos soluciones exactas, hacemos ¢ = 0. Por

lo tanto
80 4

w(€) = Av(€) = v () +200(&)v"(€) + 15(v/(€)) ~ 5 U8 (2.24)

Finalmente, podemos obtener la ecuacién diferencial ordianria

A2(€) = Ao 426X ()v"(€) + 5200/ ()v”(£) — 192X ()v'(€) — 20" (§)v (&) +
1600 (&)v"(£)v"(€) + 1000 (€) (v"(£))* — 2880v%(£)v’ (§)v"(£)+

1602(£)v®) — 4800%(£)v”(€) + 384004 () () — 6v”(§)v™ + 90(v'(£)) 2" (§)+
960 (€)' (€)v®) — 14400(€)(v'(€))? = 0.

(2.25)

= Aplicando el método proyectivo de ecuaciones de Riccati, buscamos soluciones de esta
dltima ecuacién en la forma

v(§) = ao + a10(§) + br17(), (2.26)

Resolviendo el sistema algebraico que resulta, respecto de las variables r, ag, a1, b1 y 1 ,
encontramos las soluciones:
Conp2+p=0,p==+1
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ezlalzgu,aozi\/—x,rlel\/x b1 =0
e=—1,u=1,a, = —%’L ao—:t\/_r::tll\/x,bl:().
e=—1,u=—i,a; = gz ao—:t\/_r::tll\/x,bl:().

Para los siguientes valores,

e | w | op v(§) 1
) L —Q—l- 3\/Xsecl( A1€)
4 9(sec(2018) +1)
VA 3\/Xsec( INT €)
1| -1 1] Y2 !
4 2(1 —sec(2 Aff))
11 £+ 3v/Asech(2\ Zl)
4 9(1 —sech(2)1€))
1] Q_ 3\/_sech(2)\%f)
4 201+ sech(QA%f))

las soluciones del sistema vienen dadas por

ui(z,t) = _\/_X + 3V Asec(2X1 (z 4 At))
4 (sec(2)\4(g; At)) + 1)

A2 cost (AT (z + At)) sec®(2A1 (z + b))
192(1 + sec(2 Ai(xﬂt)))

wy(z,t) = (320+

3
AZ

6

us(z,t) = _\/_X - 3v/ A sec(2 )\i(g; +At)
) 34 2(1—sec( i(q;_|_)\1t)))
wa(x, ) = A2 sec (2)\4(1:—1— At)) sint (AT (z + At))
2\, 192(—1+sec(2)\i(q;+)\t)))5

(320—

\ 6
s (2, 1) = @ N 3\/Xsech(2)\11£)
, 2(1 —lsech(Q)\Zf)) )
ws(z,t) = A2sech® (201 (z + At)) sinh? (A7 (z 4 \t)) (—320+

192(—1 + sech(2A\1 (z + At)))?

480 cosh(2AT (z + At)) — 192 cosh(4AT (2 + Mt)) + 32 cosh(6A1 (z + At))) =

3
_A2
6

480 cos(2AT (2 4+ At)) + 192 cos(4XT (2 + At)) + 32 cos(6AT (z + At))) =

480 cos(2AT (2 4+ At)) + 192 cos(4AT (2 + At)) — 32 cos(6AT(z + At))) =

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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1
ua(z,t) = \/TX _ 3\/Xsech(2>\ixf(ac+>\t))
s 2(1+sec%1(2>\1(ac+>\t))) .
wa(z, 1) A2sech® (201 (z 4+ At)) cosh? (AT (z 4 At))
4Ly b)) =
19201+ sech(QA%(:rl—i— AL)))P 1
480 cosh(2A1 (z + At)) — 192 cosh(4A1 (z + At)) — 32 cosh(6A1 (z + At))) =

3
_A2
\ 6 °

(—320—

(2.30)

» Aplicando el método de la tanh generalizado, buscamos soluciones de (2.25) en la forma

0(&) = 3 (), (2.31)
k=0

con m = 2. Obtenemos el sistema

1. —16k3X a1 + kM2 a; +52k2 Nagar + 256 k3 ag? a1 — 192k X ag? aq — 960 k2 ag® a1 +
3840 k ag? a14+180 k* a13—1440 k3 ag a1 —256 k® a1 as+104 k3 X a1 aa+2176 k* ag ag as—
5760 k3 ag? ay ag + 400 k® a1 az? = 0.

2. —136k%2Xa; + AN2a1 + 208k Naga, + 2176 k%2 ap? a1 — 192 X ap? a1 — 3840 kag3 a1 +
3840 ap* a1+3912 k3 413 —192 k X a13—18720 k2 ag a1 +23040 k ag? a1® —5824 k* a1 as+
1196 k%2 X a1 as+37120 k3 ag a1 as—1152 k X ag a1 as—66240 k2 ag? a1 as+46080 k ag® a1 ag—
15840 k3 a13 as + 22048 k* aq ax? — 51840 k3 ag a1 as® = 0.

3. —256k*a124+156 k2 X a12+2688 k3 ap a12—384 k X ag a1?—8640 k2 ag? a12+15360 k ag® a1 —
1440 k3 aq* — 272 k3 Nag + 2k N2 as + 416 k%2 N ag as + 4352 k3 ag? as — 384 k X\ ag? as —
7680 k2 ag® as+7680 k ap® as+5136 k* a1 aa—20160 k> ag a1? as—2624 k° a2 4208 k3 X as’+
8192 k*ag as? — 11520 k3 ap? as? + 800 k° as® = 0.

4. a1 —=1232 k% X as+2 \% aa+1040 k X ag aa+19712 k2 ag? as—384 X ag® as—19200 k ag® as+
7680 ap* as +51344 k3 a1 as — 768 kX a1? as — 146880 k2 ag a1? as +92160 k ag? a1? as —
26176 k* ao?+1456 k2 X ax®+71168 k2 ag as®—768 k X ag a2®—80640 k2 ag? a?+30720 k ag® as®—
48960 k3 a12 as? + 21152 k* as® — 34560 k3 ag as® = 0.

5. —240kXa; + 156 Aagar + 3840 kag? a1 — 2880 ag® ay + 14112 k% a® — 192 X ai® —
38880 kag a12+23040 ag? a13+3840 k a1°—27008 k3 a1 as+2392 k X a1 as+122624 k2 ag aq as—
1152 X ag a1 as—132480 k ag? aq as+46080 ag® a1 as—92640 k2 a13 as+76800 k ag a1® as+
151168 k3 aq as?—960 k X\ a1 a2>—296640 k2 ag a1 as’+115200 k ag? a1 ax?—57600 k3 a1 as® =
0.

6. —1856 k> a12+416 kX a12+12928 k2 ag a12—384 X ag a12—23040 k ag? a12+15360 ag® a1%—
11040 k2 a1* 415360 k ag —120 X a1+1920 ag? a1 +17464 k a2 —21600 ag a13+3840 a,°—
49664 k2 a1 as + 1300 X a1 ag + 144128 kag a1 as — 72000 ag? ai as — 147360 ka3 as +
76800 ag a1® as+356320 k2 a1 as®—960 X\ aq a2’ —466560 k ag a1 as?+115200 ag? a1 ag’+
53760 ka1 as? — 265920 k2 a1 as® + 107520 k ag a1 az® = 0.

7. —4288k%a12 4260\ a2 +18304 kagai? — 14400 ag® a1?2 — 19680 k a1t + 15360 ag a1 * —
1680 kX as+624 X ag as+26880 k ag? as—11520 ag® as+142928 k2 a2 as—768 X a1 as—
256320 kag a1? as + 92160 ag? a12 ag + 23040 ka1* as — 87680 k3 as? + 2496 kX as? +
185856 k2 ag as® — 768 X ag as? — 138240 k ag? as? + 30720 ag® as? — 247680 k% a1? as® +
138240 kag a1? as? + 116736 k3 ag® — 384 k X as® — 172800 k2 ag a3 + 46080 k ag? as> —
23040 k3 as? = 0.
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8. —4032kai? + 8064 aga;? — 10080 a;* — 720 X ag + 11520 ag? as + 153392 ka2 ay —
129600 ag a2 as+23040 a1* as—133248 k2 ap?+1248 X ap?+192000 k ag a2?—69120 ag? as’—
365760 ka2 as? + 138240 agai? as? + 246144 k2 as® — 384 N ao® — 253440 kag as® +
46080 ap? ag® + 61440 k ai? as® — 99840 k2 as* + 30720 kag as* = 0.

9. —12096 aq as + 119808 a1 as? — 164160 a; as® + 34560 aq as* = 0.

10. 7084 a13—40320 k a1 as+56448 ag aj as—70560 a1® as+346608 k ay as?—221760 ag ay as’+
53760 a1® as? — 372480 k a; as® + 107520 ag a; as® + 34560 ka; as* = 0.

11.  —25920 as? + 73440 as® — 57600 as® + 7680 as® = 0
12. —1344 ;2456672 a12 ag — 95040 k as? + 69120 ag as? — 167040 a1? as? + 223200 k as® —
115200 ag as® + 61440 a1? as® — 134400 k as* + 30720 agas® + 7680 k as® = 0.

Resolviendo respecto a k, A, ag, a1, as, obtenemos
a1:0, GQZ%,k‘:ZI:\/X, a()::l:\/TX.

(otras soluciones del sistema son a; = 0, ag = 0, k, A, ag constantes arbitrarias. Pero este
caso 1o es interesante).

Consideramos unicamente las siguientes soluciones para (2.25) For A > 0,

1 0i(€) = 2 + 3V cot?(A7¢€).
2. y(€) = =2 + 3/ Xcoth?(A7€).
3. u3(6) = B + 3y Xtan?(A7€).
4. vg(€) = =5 + 2V X tanh?(A1€).

wy(z,t) = %

2. ug(a,t) = =% + 2/ Ncoth? (AT (x + AL)).
wa(z,t) = —%

3. ug(z,t) = 2 + 3/ Ntan?(\i(z + At)).

= Aplicando el método general de la tanh-cotah, encontramos las soluciones del sistema
(M-N-W)

e For A\>0,u>0,k>0

(2.32)
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{uQ(g;, t) = TX + 32 tan? (AT (z + At)) (233
’11)2(512,75) = ATQ
uz(,t) = Y2 4+ 3 tan2(INi (2 + At)) + 22 cot?(ANi (x + At)) .31
3 .
’wg(ilf,t) = ATQ
e For A\>0,u>0,k<0
{u4(:1:, t) = —% + 398 coth? (N (z + At)) 2.35)
’U)4(£1?,t) = _ATQ
us(z,t) = _72 + 3 tanh® (A1 (z + At)) (236
’11)5(3?,75) = _ATQ
ug(x,t) = —¥2 4+ 32 tanh?(A\1 (2 + At)) + 22 coth®(AAT (z + At))
5 (2.37)
wﬁ(xvt) = 6
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