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Resumen

Los Atractores resultan ser uno de los temas vigentes en la actualidad, méas aun los
Atractores Extranos que presentan un desafio inquietante a los matematicos; per-
mitiendo mostrar a los estudiantes una forma de descripcién de situaciones cadticas
simples ademads del método de investigacion cientifica asistido por computadora.
Es asi que la modelizacién de los mismos, mediante programas acordes a su es-
tructura, se convierte en una herramienta imprescindible para su interpretacién e
investigacion. Mediante la Geometria Dindmica en Cabri se amplia el desafio con-
virtiéndolo ademdas en un tema apto para la transposiciéon didactica. No debemos
olvidar tampoco que la descripcién de las propiedades, determinacién de las condi-
ciones iniciales, y la caracterizacion del caos, es utilizada por otras ciencias para de-
velar, conjeturar y comprender fendémenos propios de sus campos de investigacion.
Con Cabri los estudiantes pueden graficar con distintos métodos, geométricos o a
partir del célculo numérico (como el método de resoluciéon de Runge y Kutta de
cuarto orden para la resolucién aproximada de sistemas dindmicos). Desde ya sabe-
mos que otros programas pueden obtener la representacién de miles de puntos (se
mostrardn graficos en Matlab), donde ademés existen procedimientos estructura-
dos para que ingenieros y especialistas los apliquen sin necesidad de hacer muchas
preguntas. Cabri permitird apreciar la construccion paso a paso de este método, y
en consecuencia observar parametros y valores que sus descubridores determinaron
con precision para poder hallar los atractores. Esa construccién permite la com-
prensién del tema por parte del estudiante que se inicia, induciéndolo a conjeturar
y redescubrir las propiedades de los Atractores Extranos.

Introduccion

Antecedentes: El precursor del descubrimiento de los fractales fue Jules Henri Poincaré
(1854-1912). Uno de los matematicos mas importantes del siglo XIX y comienzos del XX.
Tenia un conocimiento profundo de las ciencias pero ademas una gran capacidad y sen-
cillez para trasmitir los conceptos. Su mente brillante sintetizaba varios aspectos de la
Matematica y de la Fisica. Con referencia al tema que nos convoca, estudié las ecuaciones
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diferenciales y funciones. Dos matematicos también franceses, Gaston Julia y Pierre Fatou
hacia 1918 continuaron con sus estudios sobre funciones especiales. Gaston Julia fue uno
de los primeros en estudiar los fractales y en explicar como se pueden crear a partir de
una funciéon compleja. A partir de 1974 el Dr. Benoit Mandelbrot que trabajaba en el
Centro de Investigacién Thomas John Watson de IBM, utiliz6 la computadora digital, en
auge por aquellos tiempos, para realizar sus experimentos. Retomé el estudio realizado
por Julid. Hoy, Mandelbrot es considerado el padre de la geometria fractal. En honor a él,
al igual que a Julia, los conjuntos que investigaron fueron denominados respectivamente
con sus nombres. Comienzan a sorprender de esta manera los resultados que se obtienen
mediante funciones iterativas. En ambos casos se estudié la funcién compleja f(z) = z%+c,
utilizando distintas semillas. Por otra parte, surgié en el siglo XX otro estudio indepen-
diente del anterior, se trata de sistemas dinamicos especiales a los que se les adjudico el
nombre de extranos y después de cierto tiempo se descubrié que ambos temas estaban
vinculados. Como se sabe los sistemas matematicos tutiles para modelar los fenémenos
de las ciencias naturales, emplean en sus ecuaciones varias variables y pardmetros. En
un principio se supuso que con las ecuaciones continuas y derivables se podia obtener
una modelizacién correcta de los fendmenos, pero muchos de ellos no cumplian con este
objetivo. El descubrimiento de funciones iterativas, es decir funciones que a partir de un
punto inicial del dominio hallan su imagen y llevan a este valor como nuevo elemento
del dominio del que vuelven a calcular su imagen, o de sistemas de ecuaciones diferen-
ciales donde en cada instante se puede ubicar el punto imagen surgen nuevos conceptos
y caracteristicas que cumplen con el anhelo de muchas ciencias para que la matematica
modelice sus estudios. Pero la sorpresa fue que al calcular la dimension de estos sistemas
resulté que tienen dimensién fractal. De ahi la vinculacion entre ambas caracterizaciones.

Presentacion

Los sistemas dinamicos atractores extranos

En primer lugar se deben aclarar visualmente algunos conceptos ;Qué es una funcion
iterativa?.

(@; f(x)), (f(@); F(f(x))), -

Para su comprensién se procede a mostrar en primer lugar una funcién simple que f(x),
luego se representa un punto x. A su abscisa se la somete a esa expresion para buscar la
imagen en la funcién.

Luego se representa la curva correspondiente a f(z). Se observa qué representan los puntos
considerados en la iteracion de la funcion. Todos los puntos representativos de las imagenes
quedan sobre la curva. Se realiza una construccion auxiliar. Con segmentos, se une cada
valor del dominio con su imagen y se destaca que la bisectriz del primer cuadrante, cumple
un papel muy importante para facilitar la buisqueda de la érbita.

Se puede considerar un segmento menor desde la bisectriz hasta la imagen y de esa manera
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no se necesita representar los segmentos desde el punto z del dominio hasta su imagen,
cosa que hace muy complicada y desprolija la representacion. Esa escalerita que queda
representada se llama érbita del punto z.

A continuacion se aborda el tema:

En primer lugar se debe reconocer que el tema debe ser encarado desde dos puntos de
vista: el cualitativo y cuantitativo. Pero aqui sélo se tendra en cuenta el primer aspecto
ya que es el que corresponde al estudio con software de representacion dinamica.

Para la introduccién en el tema se aclara la diferencia entre sistemas discretos y continuos.

Los sistemas discretos son aquellos en los que una o varias variables toman valores en
intervalos determinados de tiempo. En cambio en los sistemas continuos las variables son
funciones del tiempo que obedecen a ecuaciones diferenciales.! En los sistemas dindmicos
existen variables dinamicas como la posicion, la velocidad, etc., pero ademas, existen
variables estdticas que son los parametros (o constantes).

En este cuadro se observa que la ecuacién logistica esta considerada en las dos clasifica-
ciones. Esta ecuacién en su aspecto discreto ayudara a comprender los otros sistemas.

Ecuacién Logistica

Pierre Verhulst (1804 - 1849) fue un matemaético belga que en 1839, introdujo la solucién
de la ecuacién logistica, en la teoria de la dindmica del crecimiento de una poblacion,
dando una interpretacién a los estudios realizados por su amigo Adolphe Jacques Quetelet
(1796 - 1874) del que se puede citar el siguiente pensamiento que ayudard a comprender

YYorke, James A. Gregori, C.Ott, E. Science . Octubre 1987 Vol 238 (pag 16)
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DesTipddn
Cudliae

cual era la problematica que los inspiraba: “cuando una poblacién puede desarrollarse
libremente sin obstaculos, crece segiin una progresiéon geométrica; si el desarrollo tiene
lugar en medio de obstaculos de toda especie, tiende a detenerse y, a mantenerse en
forma uniforme si la situacién social no cambia, la poblaciéon no aumenta de una manera
indefinida, sino que tiende cada vez més a hacerse estacionaria”. (Sur [’homme (1845)).

Si se considera en términos matematicos un factor de crecimiento que llamamos ¢ y que
f(z) se llama x; se puede escribir de la siguiente manera para las funciones iterativas

1 = CXy

En la siguiente iteracién
To = CI1

En la proxima
T3 = Clg = 021’1

Esto significa que si ¢ es mayor que 1, hay un crecimiento que no tiene barreras.

Verhulst encuentra una forma para expresar una barrera.

Esas ecuaciones son consideradas a su vez por Robert May, que las normaliza, es decir,
que considera la funcién variando en un dominio entre 0 y 1 pero agrega una restriccién
mas, el factor de crecimiento puede valer hasta 4.

En Cabri la representacién es la siguiente:

Ay

0g5

o 005 (015 0,00]

La Ecuacién logistica de Frangois Verhulst normalizada por Robert May tiene la siguiente
expresion:
Tpt1 = cTp(l — xy,)
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. Qué se puede observar aqui? Los llamados puntos fijos. Estos son los primeros atractores
que se descubren. Por ejemplo si ¢ vale 2,1 qué pasa si el valor inicial de la poblacién es
distinto. Recordando que x representa el valor inicial de la poblacién, se puede estudiar
la variacién de la orbita de ese punto.

Se observa que se acercan a un punto y quedan en equilibrio. Traducido es que una vez
que la poblacion alcanza estos valores parece llegar a la estabilidad. Pero no hay que
conformarse con valores establecidos, se hace crecer a c. ;Cudl es el comportamiento?

Se encuentra otro tipo de atractor, un ciclo atractor y finalemente cuando ¢ supera el
valor 4, comenzamos a introducir el concepto “Caos”.

Atractor de Michel Hénon

A continuacion se realiza la descripcion de un sistema sencillo en dos dimensiones descu-
bierto por el fisico francés Michel Hénon, nacido en Paris en 1931, a quien se le debe uno
de los atractores extranos més reveladores y simples.

Durante su tesis doctoral en 1960 empezo6 a trabajar con el tema de cimulos globulares
y las consecuencias de la llegada de una tercera estrella a un sistema binario, que desen-
cadenaron en lo que Hénon bautizé como “colapso gravotérmico”.

Trabajé en el Instituto de Astrofisica de Paris y 5 anos mas tarde que Lorenz diera a cono-
cer sus trabajos, Hénon descubrié un sistema dindmico capaz de explicar las oscilaciones
sufridas por ciertos entes astronémicos que se desviaban ligeramente de la trayectoria
eliptica predicha por las leyes que rigen la Astronomia.

Transformaciones de Hénon

= Alargamiento
Hy(a,y) = (z,y + 1 — az?)

s Contraccién
H2($>y) = (bl’,y)

= Reflexiéon o plegado
H3($>y) = (y>$)

Se analiza el Atractor de Michel Hénon, basado en tres transformaciones sencillas, el que
permite ir abordando temas como el alargamiento, contraccion y plegado, en un atractor
extrano.

H(z,y) = (y+1— az? bx)

Tptl = Yn + 1 —aw,;

Yn+1 = bl’n
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Se aprovecha este momento para mostrar una de las diferencias con otros software. Se
observa que para representar en otros software debimos aprender a programar, salvo que
las ecuaciones no estén ya consideradas en médulos especiales del programa, lo cual hace
todavia mas lejana ;la construccién del concepto.

En Cabri se representa primero la iteracion de 2 D en 2 D. Es decir se iteran las coorde-
nadas de un punto del plano. Son sometidas a un sistema de dos ecuaciones y de alli se
obtiene el punto imagen.

Se continuia iterando.

Para hacer un poco mas réapida la representaciéon y no agotar los recursos de la memoria
de la computadora se puede proceder de esta manera: una pequena trampita permite
estudiar como se comportan estos puntos. Se les da traza a cada uno de los que forman
parte de la érbita del punto inicial. Luego se cambia la posicion del punto inicial y se
observa la dependencia de dicha érbita del cambio de las condiciones iniciales.

(433,042

(132,013

0703805

(124,014

(1,06, 050

Se coloca el punto inical fuera del cuadrilatero marcado y nuevamente se puede iniciar la
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construccién del concepto de “Caos”. Por esta cualidad de ser cadticos, se les adjudica a
estos Atractores el nombre de Extranos.

Atractor de Rossler

Finalmente se realiza el estudio en base al método de Runge - Kutta de cuarto orden
para resolucion del valor inicial de ecuaciones diferenciales ordinarias para lograr, la re-
presentacién del Atractor de Rossler en 3 dimensiones. Se obtiene la representacion
utilizando una terna adecuada en el programa Cabri IT PLus.

Atractor de Edward Lorenz

A esta altura se estd capacitado para abordar el estudio més importante. E. Lorenz des-
cubrié el famoso “Efecto Mariposa”. Realizando un trabajo andlogo al anterior (Atractor
de Rossler) se puede llegar a representar el Atractor de Lorenz en el espacio. Para ello
nuevamente se utiliza la terna adecuada en Cabri IT Plus.
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