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Resumen

Se trabajara mediante el método Aula — Taller con guias de trabajos practicos que
induciran a los docentes a investigar en Cabri los temas a desarrollar.

El taller esta dirigido para docentes de nivel medio, terciario que deseen incorporar
el relevante tema de Fractales en la curricula

Mediante la observacién de un video sobre Fractales y lectura de textos sobre el
tema se invitard a los asistentes a recorren este nuevo mundo que permite desde la
simplicidad de un elemento geométrico llegar a formas intrincadas y enigmaticas.

Primer Encuentro:

Transformaciones en el Plano

Para introducirnos en el tema que nos convoca hemos pensado en primer lugar en recordar
algunos detalles sobre las transformaciones en el plano y el espacio.

Mosaicos de Penrose

El fisico inglés Roger Penrose es uno de los més destacados matematicos de nuestro tiempo.
En la década de los 70 se interesd en resolver un problema clasico de las matematicas:
cémo cubrir totalmente un plano con figuras diferentes, sin que éstas se encimen ni queden
huecos entre ellas, y donde ademas los patrones creados por las figuras no se repitan.
Algunas de las figuras que utiliza Perose y va modificando son las siguientes. Los invitamos
a representarlas, la Estrella de mar, la Sierra circular y el Asterix.

El fisico inglés Roger Penrose es uno de los més destacados matemaéticos de nuestro tiempo.
En la década de los 70 se interesd en resolver un problema clasico de las matematicas:
cémo cubrir totalmente un plano con figuras diferentes, sin que éstas se encimen ni queden
huecos entre ellas, y donde ademas los patrones creados por las figuras no se repitan.
Algunas de las figuras que utiliza Perose y va modificando son las siguientes. Los invitamos
a representarlas, la Estrella de mar, la Sierra circular y el Asterix.
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Sierra circular Estrella de mar Asterix

Actividad N°1.

1. Determinamos una semirrecta. [botén 5|

2. Marcamos un Punto sobre objeto [botén 2].

3. Con la opcién Numero [botén 10], editamos el valor 36, correspondientes a 36°.
4. Rotamos [botén 6] la semirrecta respecto del origen 36°.

5. Marcamos un punto sobre esta ultima semirrecta.

6. Determinamos un triangulo [botén 3], tomando como vértices el origen y los puntos
pertenecientes a las semirrectas.

7. Ocultamos las semirrectas [botén 11].

8. Sometemos al tridngulo a las transformaciones necesarias. Para conocer como se
utilizan, se pulsa en el botén 6 la transformacién deseada y se pide Ayuda en el
ultimo ment. En la parte inferior de la pantalla se despliega una explicacion sobre
el modo de uso de la herramienta.

Como sabemos, los movimientos del plano son funciones biyectivas del plano en si mismo
(aplicaciones). Ademds también recordamos que conservan las relaciones de pertenencia
y orden.

Transformaciones en el Espacio
Entorno Cabri 3D

Construccion de una Pirdmide recta de base cuadrada mediante transformaciones en el
espacio.

A continuacién describimos la construccién.

Creamos dos puntos A y B [botén 2, Puntos], sobre el plano de base. Construimos la recta
m con la opcién perpendicular [botén 5, Construcciones relativas], al plano de base por
el punto B.

Construimos la circunferencia con la opcién Circunferencia [botén 3,Curvas| teniendo por
eje (recta perpendicular al plano de la circunferencia y pasante por el centro) esta recta
es pasante por el punto A.
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Construimos los otros tres vértices del
cuadrado inscripto en la circunferencia a par-
tir del vértice A (utilizamos simetria central
y la interseccién recta /circunferencia).
Creamos un punto M sobre la recta perpen-
dicular al plano de la circunferencia y pasante
por el centro; el punto M serd el vértice de la
pirdamide.

Creamos los cuatro triangulos, caras laterales
de la pirdmide con rotacién. Cambiamos el
color y definimos el tipo de superficie.

Actividad N°2.

Construccion de un tetraedro regular me-
diante transformaciones en el espacio.

Una vez terminada la construccién la hace-
mos girar automaticamente.

Segundo Encuentro:
Calculo de la Dimension. Introduccion

Una breve sintesis historica nos ayudara conocer como se desencadenaron los descubri-
mientos y se llegd a la discusion de determinar la dimension de los “monstruos”.

“La distincién entre el infinito potencial y actual' procede de Aristételes. En los tiempos
medievales la nocién de infinito vuelve a asomar, ya sea con la introduccion del cero como
simbolo operatorio, ya sea en el tratamiento de series convergentes, pero es en el siglo
del auge de los métodos infinitesimales cuando el infinito recobra actividad, aunque en
forma siempre imprecisa, ya sea en las brumas “metafisicas”que rodean a los conceptos
bésicos del calculo infinitesimal, ya sea amparado por el éxito de las aplicaciones de este
calculo”. “La teoria cantoriana legitima este infinito actual, este infinito que esta “en la
naturaleza de las cosas”, que hasta entonces habia estado reprimido de modo que sélo
pudiera emerger a la conciencia matematica el infinito potencial, el infinito como devenir.
Y asi como el siglo XIX legislé sobre el infinito potencial, Cantor con su teoria de conjuntos
legislard, jerarquizard y clasificars el infinito actual”?2.

LCapitulo V.Babini, J. Historia de la Ciencia. La Ciencia en tiempos de la Academia y el Liceo Centro
Editor de América Latina. [pag 53].

2Rey Pastor, J. Babini, José. Historia de la Matemdtica. Vol 2. Del Renacimiento a la Actualidad. Ed
Codisa. Barcelona. 1986. [Pdg 196-197)
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A fines de ese siglo se habian engendrado una coleccion de monstruos matematicos como
funciones continuas sin tangentes... El cambio de punto de vista de lo analitico a lo
geométrico mostré a los matemaéticos que lo que parecia ser una horrible mezcolanza
tenfa mucha semejanza con la aparente mezcolanza del mundo natural®.

Es en este momento que surgen los fractales geométricos mediante una iteracion infinita
de un proceso. Lo que llama la atencién es que el comienzo de ese proceso es sencillo. Sin
embargo al irse repitiendo infinitamente se llega a formas de gran complejidad.

. Qué es la dimensién?

Segun las palabras de Mandelbrot. “Cualquiera que escriba un tratado matematico sobre
la teoria de la dimension esta asumiendo que dicha teoria es tnica. Pero en mi opiniéon
lo mas importante es que un concepto amplio como el de dimension presenta diversas
facetas matematicas que, aparte de ser conceptualmente distintas, dan distintos resultados
numéricos”. “Poincaré presenta una elaboracion muy elocuente y a la larga muy fructifera
de las ideas de Euclides en sus articulos de 1903[Poincaré 1905, Cép. II, sec.3] y 1912
[Poincaré 1913, parte 9]”

“Para dividir el espacio hacen falta unos cortes llamados superficies; para dividir las
superficies hacen falta unos cortes llamados curvas; y un punto no se puede dividir pues
no es continuo. Como las curvas se pueden dividir por cortes no continuos son continuos de
dimension 1, como las superficies se pueden dividir por cortes continuos de dimensién 1,
son continuos de dimension dos; finalmente, el espacio se puede dividir por cortes continuos
de dos dimensiones, con lo que es un continuo de dimensién tres.?. A esta dimensién se la
llamara “dimension topologica”.

El primer paso de un analisis riguroso de la dimensién fue hecho por Cantor el 20 de junio
de 1877 en una carta a Dedekind.
Generaciéon geométrica de fractals
Comenzaremos por una construccién muy sencilla para observar como se genera un fractal.

Actividad N°1. El Tamiz de Sierpinski

Waclaw Sierpinski [1882-1969] fue un matematico polaco. Hizo el doctorado en Krakdv.
En 1907 se intereso en la teoria de conjuntos. Se encontro con el teorema que admite que
un punto del plano puede ser especificado con una simple coordenada. Llamé tanto su
atencion que le escribié a Banachiewicz, preguntandole cémo era posible este hecho, la
respuesta fue una sola palabra “Cantor”, a partir de alli siguié estudiando la teoria de
Conjuntos. Escribié sobre la teoria de los niimeros y especialmente sobre los irracionales.
Observando sus disenos podemos decir que:

En la dimensién 1, el fractal mas simple de Sierpinski es el “Conjunto de Cantor”.

En la dimensién 2, los 4 fractales més conocidos son el tridngulo o tamiz, el cuadrado [o
tapiz, carpetal, el pentagono y el hexagono.

3Richard Mankiewicz. Historia de la Matemética. Ed. PAIDOS.2000.
4Mandelbrot, Benoit . La Geometria Fractal de la naturaleza. Matemas 49. Trd.Lépez Llosa. Tusquets
Editores.1997.[Pag 31, 571]
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En la dimension 3, el fractal de Sierpinski mas célebre es la esponja de Sierpinski-Menger
[Karl Menger 1902 - 1985: matematico americano|, atractor de 20 homotecias de razén
1/3 centradas en los vértices y aristas del cubo de dimensién fractal, y en el que cualquier
corte en sus figuras o cuerpos por las bases medias o ejes de simetria nos permiten ver el
“Conjunto de Cantor”...

Alrededor de 1915 Sierpinski estudi6 los fractales de dos dimensiones.

Construccion: Para construir el tapiz se procede de la siguiente manera.

Actividad N°2.

Construimos un triangulo equilatero. Marcamos los puntos medios [botén 5] de los lados,
redefinimos los triangulos que quedan determinados por lo vértices y dichos puntos como
se muestra en la figura [botén 3.
Se rellenan con color [botén 11].

Definimos la macro Sierpinsky.

OI: tridangulo inical.
OF: los tres tridangulos construidos.

1° Etapa:

Se suprime el triangulo abierto
que tiene como vértices los pun-
tos medios del triangulo inicial.
Quedan 3 tridngulos semejantes

al primero con razén 5 del inicial.

2° Etapa

Sobre cada tridangulo resultante se
procede de igual manera. Pode-
mos aplicar la macro Sierpinsky.

Construccion de “El Dragén”de Harte-Heightway

Este dragén fue investigado en primer lugar por el fisico John Heighway, Bruce Banks, y
William Harter. Fue descripto por Martin Gardner en su Mathematical Games column of
Scientific American donde admite que Harter usaba el dragén como un disenio que cubria
un folleto preparado para un seminario en la NASA. Algunas de sus propiedades fueron
publicadas primero por Chandler Davis y Donald Knuth.

Su construccién es simple. Se describe como se obtiene: se repiten sucesivamente los lados
de una poligonal como la que se muestra en la figura pero se van alternando entre la
derecha y la izquierda.
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Actividad N°3.

Primera construcciéon correspondiente al cuadro de la izquierda.
Determinamos un segmento AB [botén 3.

., Cémo podemos hacer para construir sobre él dos segmentos congruentes que formen

angulo recto?.

Definimos una macro que llamaremos Angulo recto.

OI: segmento AB

Ocultamos el segmento.
OF: los lados del dngulo recto.
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Segunda construccién

Determinamos un segmento.

Aplicamos la macro Angulo recto al segmento, debe quedar como la figura a. Nuevamente
en cada uno de los segmentos volvemos a aplicar la macro y queda una figura como b.

Pintamos con diferentes colores los segmentos. [botén 11]

Creacién de la Macro:
OI: Angulo recto.
OF: Poligonal d ¢ b a

Inversion

Antes de pasar a otros fractales, recordaremos otra casi transformacion llamada inversion

5

5Extraido del Libro de: Roger Cuppens. Avec Cabri-Géometre II jouez... et faites de la Géométrie!.

Tome 1 A.P.M.E.P. 2002. Traduccién para los alumnos de la Licenciatura: Prof. Alicia Noemi Fayd.
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Su definicion dice lo siguiente:
- - Sea ¢ una circunferencia de centro O y ra-

f.-/ 294' ) dio r. Si P es un punto no coincidente con
Lty ' r:‘]‘ el centro O, el punto @ de la recta OP que
{ . 5 | & verifica o,
II'\ 1,29 cm /h OP-0Q=r
\ / es el trasformado del punto P en la inversion
— de circunferencia c.

Resutado: 3,80 cm”

La opcién Inversion se encuentra en el botéon 6. Se puede verificar, utilizando los ttiles
Distancia y Longitud y la Calculadora, que el punto dado por la opcién del ment Inversién
cumple esta propiedad.

También lo podemos construir de la siguiente manera: ;Cémo se encuentra la imagen de
un punto P a través de la inversién sin el meni?

Actividad N°4.
Determinamos:
P exterior a la circunferencia.

PT tangente a la circunferencia en T.
TP’ L OP [botén 5]

OP OT

= OoT OFP
OP x OP' = r?
OP
T oP

Nota : Se dice que:

P se invierte en P/,

O es centro o polo de la inversion
r? es potencia de la inversién.

Analogamente para los casos: P interior a la circunferencia y P perteneciente a la circun-
ferencia.
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Actividad N°5. Inversa de una recta

Analicemos los diferentes casos:

La recta no pasa por el centro de la circunferen-
cia.

La recta pasa por el centro de la circunferencia.
Para estudiar la trasformada de una recta d no
pasante por el punto O:

Determinamos un punto P perteneciente a la
recta d.

Hallamos el inverso de P que llamamos Q.

Hallamos el lugar geométrico[botén 5] del punto Q cuando el punto P se desplaza en la
recta.

Se verifica entonces que la distancia M(Q no varia mientras P recorre la recta d.

2. Desplacemos la recta d hasta hacerla pasar por el centro O.

Inversa de una circunferencia

Dado que la inversién es involutiva, se deduce inmediatamente de lo que precede que la
inversa de una circunferencia pasando por el centro de la circunferencia de inversion es
una recta.

Actividad N°6.

Estudiemos ahora la trasformada de una cir-

7 . cunferencia v que no pasa por el centro O.
/o . . . .
/ \ Determinamos una circunferencia v en estas
./ L - o condiciones.
.', bt .
, \ Tomamos un nuevo punto P sobre la circun-
| /
| ) 1) ; TE ot & f .
. E } erencia 7.
o — \
Y . .
\ J Determinemos el inverso Q de P respecto de
\ S la circunferencia c.
/ . 7’ .
~— o Consideremos el lugar geométrico de Q cuan-

do P se desplaza por la circunferencia .

Actividad N°7. Circunferencias ortogonales

Determinamos dos puntos U y V| y la circunferencia ¢ que tiene al segmento UV como
diametro.

Dado un punto P hallamos su inverso respecto de la circunferencia c. [botén 6] Sea M el
punto medio entre los puntos P y Q. [botén 5

Determinamos la circunferencia ¢ “que tiene por radio MP.

Llamamos A y B a los puntos de interseccién de las circunferencias ¢ y ¢’. Los didmetros
de las circunferencias son de diametro UV y PQ.

Determinamos los radios OB y MB. Marcamos el angulo OBM. [botén 11]
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Se puede conjeturar el resultado fundamen-

tal:
/ .__‘_,-\ﬁ o Sea ¢’ una circunferencia de centro O y P
{ N un punto diferente de O. Si U y V son los

puntos de interseccién de la recta OP y la
circunferencia, las condiciones siguientes son
/ 4 equivalentes:

El punto Q es el inverso del punto P respecto
de la circunferencia c, Las circunferencias de
didmetro PQ y UV son ortogonales.

—
.q
—p—
e ._. g
-
J'"..
=
kg~

.L-chrHci:. SO PP Ll e

Las Curvas de Koch y el copo de nieve.
Actividad N°8.

Observemos la figura, la semilla se obtiene en primer lugar dividiendo un segmento unitario
en tres partes.

rwdt e Kook
-,
Y
i
f._.? PLEN
] .".i'
..nfw T A
z"“T'.L'
S e, )
2 o
a‘Lpl} &
ol T
if.-" a
AT AR
""":.‘.:."‘I

Esta division la podemos hacer por Thales pero hemos aprendido qué significa inversién.
Podemos hacer uso de ella para dividir el segmento de la siguiente manera:
Determinamos un segmento AB.
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o w_\\ Marcamos el punto medio entre A y B que lo lla-
/ \. mamos O.
ff'f \ Determinamos el simétrico de O respecto de Ay
( o lo llamamos P.
F "'\ e B J Buscamos el inverso de P respecto de la Circun-
N // frencia C(p,ma) es decir de centro B que pasa por
N .

2
El inverso C estara ubicado a los =BA

El punto D es el simétrico del punto C respecto del centro O

Esta division la podemos hacer por Thales pero hemos aprendido qué significa inversién.
Podemos hacer uso de ella para dividir el segmento de la siguiente manera:
Determinamos un segmento AB.

Marcamos el punto medio entre A y B que lo llamamos O.

Determinamos el simétrico de O respecto de A y lo llamamos P.

Buscamos el inverso de P respecto de la Circunferencia C' 5 77, es decir de centro B que
pasa por A.

El inverso C estard ubicado a los —BA.

El punto D es el simétrico del punto C respecto del centro O
Actividad N°9

La curva de Koch se inicia con el reemplazo del segmento AB por la poligonal ACEDB
donde los segmentos son congruentes. Ya tenemos el segmento dividido en tres partes con-
gruentes. Ahora reemplazamos el segmento medio por dos lados de un tridngulo equilatero
sin la base.

Definimos una macro [botén 7] de la siguiente manera.

Macro Curva Koch

OI: el segmento AB

— — Ocultamos el segmento AB, y las construcciones auxiliares,
/// \\\ completamos la poligonal con segmento tomando los ex-

/_E \ tremos de izquierda a derecha.

7:'\ A \ OF: la poligonal.|de izquierda a derecha.]

* (\: ;\jn fi 3 | Este procedimiento se repite en los 4 segmentos. Luego se
" ,/i repite la construccion indefinidamente. Da una curva con-
\-\\n // tinua de longitud infinita y no derivable. Si se aplica esta
— construccién a los lados de un tridngulo equilatero se ob-

tiene el copo de nieve de Koch [llamado también estrella
de Koch| como el limite de la construccién.
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Curvas de Koch. Calculo de la dimension.
Se define nuevamente el inicio en un segmento [0, 1]
Luego la longitud de las poligonales estda dada por las siguientes medidas:

JORCC)

en consecuencia se puede decir que la curva tiene longitud infinita.

m(L) = m(ly) +m(l2) + m(ls) + m(ls)
m(L) = 4m(ly)
Por lo dicho anteriormente: 3%m(l) = m(L)
3%m(ly) = 4m(L)
31 =1
log 4
d =13 = 12618

Tercer Encuentro :

Fractales autoinversivos
Fractal Cadena de Poincaré

En estos fractales no se cumple la propiedad de que cada conjunto parcial es una repro-
duccion del conjunto total que suelen obtenerse a partir de transformaciones del plano:
traslaciones, rotaciones y dilataciones; expresables como funciones lineales.

En cambio los fractales autoinversos que fueron introducidos hacia 1880 por Poincaré y
Félix Klein, son los que se obtiene a partir de un conjunto de circunferencias generadoras
aplicandoles todas las composiciones posibles de inversiones con respecto a las circunfe-
rencias del conjunto generador.

El célculo de la dimension, en estos casos, no es sencillo.

Actividad N°10.

Construccion de cuatro circunferencias tangentes. C, C5, C3, C4

Determinamos un segmento AB

Tomamos en él un punto sobre objeto M.

Definimos dos circunferencias con centro en los extremos del segmento y radios AM y
M B; llamamos a la Coa,amn = Cr, Camry = Co

Determinamos el segmento AC, tal que C' no este alineado con A y B.

Llamamos N al punto de interseccién de AC' y Ca,7m0)-

Construimos la circunferencia de centro N y radio C'N o sea Cy o5 = Cs.
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Construccion de una circunferencia inversiva de otras tres
tangentes entre si

Segin Mandelbrot, si existe, hay una circunferencia inversiva de estas tres. Por lo dicho
anteriormente, sera ortogonal a cada una de ellas.

Para construir esta circunferencia inversiva C' procedemos de la siguiente manera:
Determinamos las perpendiculares a los radios en los puntos de tangencia entre C, Cs y
Cs, Cs.

Dichas rectas se intersecan en un punto O, que es el centro de la circunferencia inversiva
C.

Podemos comprobar que es ortogonal a las restantes.
Construccién de la cuarta circunferencia

Determinamos los radios de la circunferencia inversiva entre el centro de la misma y los
puntos de interseccion con las circunferencias C; y Cs.

Queda determinado el centro de la cuarta circunferencia.

Trazamos Cy4. Ocultamos las construcciones auxiliares.

Seguidamente hallamos las inversas de cada una de las circunferencias respecto de las
otras.

Para ello:
Determinamos por ejemplo un punto P en una circunferencia.
Hallamos su inverso () respecto de otra circunferencia.
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Con Lugar [botén 5] del punto @ cuando P recorre la circunferencia se determinara una
de las cuentas del collar.

Se las puede rellenar con color si se las redefinen como circunferencias.

Una vez obtenido el collar se puede continuar en una tercera etapa invirtiendo cada una
de las cuentas con respecto a las demas, se continua asi indefinidamente obteniendo el
fractal inversivo.

Fractales en el espacio

Actividad

El desafio sera construir “recortar”como en cada cara un tridngulo invertido y sustituirlo
por un tetraedro. En la préactica, esto es lo mismo que intersecar en cada tetraedro otro
de iguales medidas para formar una estrella. De forma similar al caso del Copo de nieve,
el area superficial tiende a infinito. Lo mas espectacular: El volumen tiende al de un
hexaedro cuyas diagonales laterales miden lo mismo que la arista del tetraedro original.
Tras unas pocas iteraciones, el tetraedro se convierte en un cubo.
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