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Resumen

Presentamos algunos resultados obtenidos con ninos entre 11y 16 afios que asistieron
al Club de Matematicas de la Universidad Pedagdgica Nacional en el 1 semestre
de 2006. La actividad con los ninos inicia con la tabla pitagérica de multiplicar,
proponiéndoles contar cudles nimeros aparecen en ella una sola vez, sélo dos veces,
tres, etc., de esto obtenemos la funciéon d y con su suma la funcién o.

1. La tabla pitagdrica

Ubiquemos las tablas de multiplicar correspondientes a cada niimero natural, en una sola
tabla que llamaremos la tabla pitagérica.

314156 |78 9 10 | 11 | 12
6 | 8 |10 12|14 |16 | 18 | 20 | 22 | 24
9 (12 |15 |18 |21 | 24| 27 | 30 | 33 | 36
12116 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40 | 44 | 48
20 125 | 30 | 35|40 | 45 | 50 | 55 | 60
12118 124 |30 | 36 | 42 | 48 | 54 | 60 | 66 | 72
14 |21 |28 | 3542 |49 |56 | 63 | 70 | 77 | 84
16 | 24 | 32 |40 | 48 | 56 | 64 | 72 | 80 | 88 | 96
18 | 27 | 26 | 45 | 54 | 63 | 72 | 81 | 90 | 99 | 108
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10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80 | 90 | 100 | 110 | 120
11 12233 |44 |55 |66 | 77 |8 | 99 | 110 | 121 | 132
12124 |36 | 48 |60 | 72 | 84 | 96 | 108 | 120 | 132 | 144

Tabla 1

2. La funcién d(n)
2.1. ;Cuales ntimeros tienen k£ divisores?

En la tabla 1 contemos ;Cuales nimeros estan en 1 sola fila? ; Cudles nimeros estan sélo
en 2 filas? ;Cudles nimeros estan sélo en 3 filas? ;Cudles nimeros estan sélo en 4 filas?
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JEn 5 filas? ;En 6 filas? jEn 7 filas? ;En 87 ;En 97 ;En 10?7 ;En 20 filas?

Organicemos esta informacion en otra tabla

Numeros en solo | Nimeros que aparecen

1 fila 1

2 filas 235 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67 71
73 ...

3 filas 4 9 25 49 121 169 289 361 529 841 961 1369 1681 1849 2209 ...

4 filas 6 8 10 14 15 21 22 26 27 33 34 35 39 51 55 65 125 343 1331
2197 ...

5 filas 16 81 625 2401 14641 28561 83521 130321 279841 707281 ...

6 filas 12 18 20 28 32 45 50 63 75 98 147 175 243 245 3125 16807 ...

7 filas 64 729 15625 117649 1771561 4826809 24137569 47045881 ...

8 filas 24 30 40 42 54 56 66 70 78 105 110 128 135 165 189 250 375
385 486 686 875 1029 1715 2187 78125 ...

9 filas 36 100 189 196 225 256 441 484 1225 3025 6561 390625 ...

10 filas 48 80 112 162 405 512 567 1250 1875 4802 19683 1953125 ...

11 filas 1024 59049 9765625 282475249 ...

Tabla 2

Sélo el numero 1 estd en una sola fila de la tabla 1. En sélo dos filas se encuentran
23571113171923293137414347535961 677173 ...

que son numeros primos. Cada uno de ellos p esta en la fila 1 y en la fila p, sélo tienen
dos divisores.

Luego las preguntas iniciales se pueden interpretar como ; Cuales niimeros tienen 1 divisor?
,Cudles nimeros tienen 2 divisores? ;Cudles numeros tienen 3 divisores? En general,
. Cuales nimeros tienen k divisores?

Veamos ahora la lista de los nimeros que tienen solamente tres divisores
492549 121 169 289 361 529 841 961 1369 1681 1849 2209 ...

. Existe una relacién entre los nimeros primos y los niimeros de la fila tres en la tabla 27
., Cual? por ejemplo:
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4=2x%x2=2°
9=3x3=23
25 =5x5=>5%
49=7Tx7="1°

121 =11 x 11 = 112
169 = 13 x 13 = 132

Los nimeros de la tercera fila se pueden escribir como p?, donde p es un niimero primo.

Pasemos a la lista de los nimeros que tienen solamente cuatro divisores

6 8 10 14 15 21 22 26 27 33 34 35 39 51 55 65 125 343 1331 2197 ...

..Vemos alguna manera de expresarlos en términos de niimeros primos?

Unos de ellos se pueden escribir como:
8§=2x2x2=2
27=3x3x3=23
125=5x5x5=5
M3 =TxTx7="7
1331 =11 x 11 x 11 =11
2197 =13 x 13 x 13 = 133

Eliminemos' estos ntimeros de la fila cuatro de la tabla 2 y observemos de nuevo en busca,
de una regularidad, nos quedan

610 14 1521 22 26 33 34 3539 51 55 65 ...

que los podemos organizar en la forma:

2x3=6
2x5=10
2x7=14
2x11 =22
2x13 =26
3x5=15
3xT7=21
3x 11 =33
55X T7=35

!También es frecuente en la actividad matemdtica que una lista no siempre se puede describir de
una sola forma, a veces aparecen varios comportamientos y en estos casos es util separar lo que hemos
clasificado y observar los restantes.

247



MEMORIAS XVII ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y V DE ARITMETICA

y conjeturar que los nimeros que sélo tienen cuatro divisores se pueden escribir como p?
o qr, donde p, ¢ y r son nimeros primosy q # r.

. Cémo se pueden expresar los nimeros de la quinta fila de la tabla 27

16 81 625 2401 14641 28561 83521 130321 279841 707281 ...

Aqui aparece algo curioso, todos ellos se pueden escribir como:

16=2x2x2x2=21

81=3x3x3x3=3"

625 =5x5x5x5=>5"
2401 =T xTx7Tx7="7"
14641 = 11 x 11 x 11 x 11 = 11*
28561 = 13 x 13 x 13 x 13 = 134
83521 = 17 x 17 x 17 x 17 = 17*

En general los nimeros de la fila 5 se pueden escribir como p*, donde p es un nimero
primo.

Como hubo un cambio en el comportamiento de la fila cuatro a la fila cinco es necesario
que estudiemos algunos casos mas para poder conjeturar con algo de fundamento.

Veamos qué sucede con la fila 6

12 18 20 28 32 45 50 63 75 98 147 175 243 245 3125 16807 ...

es natural buscar quintas potencias, como en efecto sucede

32=2x2x2x2x2=2°
243 =3x3x3x3x3=3
3125 =5 X5 X5 x5x5=>5
16807 =TXTXxTXTxT=T7

pero ademas, si descomponemos los otros niimeros en factores primos obtenemos

12=4x3=2x3
20=4x5=2°x5
W =4xT7=22x7
18=9x2=23%x2
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45=9x5=3"%x5
63=9x7=3"x7
50 =25 x2=5%x2
75=25x3="5"x3
98 =49 x 2 ="T7* x 2.

Conjeturamos, que los ntiimeros de la fila 6 se pueden escribir como p° o ¢?r, donde p, g
y 7 son numeros primos y q # 7.

.Y que sucede con los nimeros de la fila 77
64 729 15625 117649 1771561 4826809 24137569 47045881 ...

De nuevo como en el caso de la fila 5, todos ellos son sextas potencias de los nimeros
primos
64=2x2x2x2x2x2=20
720 =3x3x3x3x3x3=3°
15625 =5 x5 x 5 x5 x5 x 5=15°
117649 = T x TXTx7Tx5x5="T°

Es decir que los nimeros de la fila 7 se pueden escribir como p°, donde p es un nimero
primo.

La fila 8 resulta un poco més complicada, pues aparecen séptimas potencias como es-
perabamos

1286=2x2x2x2x2%x2x%x2=27
2187 =3x3x3x3x3x3x3=3"
78125 =5 X 5 X5 X5 X5 X5 x5 =5
pero también
24=8x3=2"x3
40=8x5=2"x5
56 =8x7=2x7
54 =27 x2=23%x2
135 =27Tx5=3%x5
180 =27 x7=3x7
250 =125 x 2 = 5% x 2
375 =125 x 3 =5 x 3
875 =125 x 7=5*x 7
686 =343 x 2 =T7° x 2
1029 =343 x 3 =7 x 3
1715 =343 x5 =73 x5
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y por primera vez aparecen tres factores

30=2x3x5
42 =2x3x 7
66 =2 x 3 x 11
78 =2x3x13
105 =3x5x7

165 =3 x5 x 11
195 =3x5x13
0=2x5x%x7
110 =2 x5 x 11
38 =5xT7x11

En resumen podemos suponer que los nimeros de la fila 8 se pueden escribir como p’ o
¢*r o stv donde p,q,r, s,t,v son niimeros primos y ¢ # r, s #t, s v y t # v.

Sin mas cuentas conjeturamos que:

Los nimeros de la fila 9 se pueden escribir como p® o ¢*? donde p, ¢, r son nimeros
primos y q # r.

Los ntiimeros de la fila 10 se pueden escribir como p° o ¢*r donde p, ¢, r son nimeros
primos y q # r.

Los nimeros de la fila 11 se pueden escribir como p'® donde p es un nimero primo.

2.2. jCuantos divisores tiene un nimero?

Si queremos realizar el proceso inverso a lo hecho en la seccién 2.1.; es decir, dado un
numero cualquiera, jcomo podemos ubicarlo en una determinada fila de la tabla 27

Revisemos primero una tabla con las regularidades encontradas:
Numeros en sélo
1 fila
2 filas
3 filas
4 filas
5 filas
6 filas
7 filas
8 filas
9 filas
10 filas
11 filas

Tabla 3

QO 0o N O O & W N

[BI”—I—IBDI—BI—B (B D I—® | |~

250



DE LA TABLA DE MULTIPLICAR A LA FUNCION ¢ DE EULER

Como en la segunda columna solo hay productos de potencias de niimeros primos, esto
nos sugiere descomponer en factores primos? un nimero dado para determinar cual forma
tiene dicha descomposicién y ubicarla en la tabla 3.

Por ejemplo,

En la fila 3 de la tabla 2 estan los primos al cuadrado, el nimero 10609, cuya descom-
posicién en factores primos es 103 x 103, debe estar en la fila 3.

El niimero 4913 debe estar en la fila 4 pues su descomposicién en factores primos es
4913 = 173.

El nimero 112 esta en la fila 10 pues 112 = 24 x 7, lo que significa que el nimero 112
tiene 10 divisores.

Para averiguar en cual fila estd el nimero 8281, lo descomponemos en factores primos

8281 | 7
1183 | 7
169 | 13
13 | 13

1

como 8281 = 72 x 132 es de la forma p*¢? con p y ¢ primos y p # ¢, por lo tanto es de la
fila 9 lo que indica que tiene 9 divisores.

Nuestro problema aparentemente ya estd resuelto, pero si tenemos un nimero cuya des-
composicion factorial no estd incluida en las 11 filas que tenemos ;céomo hacemos para
saber a qué fila pertenece?

Empecemos por mirar qué tienen en comun las formas generales de cada fila: en cada
fila hay una expresién que es la potencia de un primo: en la fila 2 aparecen los nimeros
primos, en la fila 3 los cuadrados de los primos p?, en la cuarta los cubos de los primos
p3, v asf sucesivamente,

2LEVEQUE, W. (1968). Teoria Elemental de los Niumeros. Editorial Herrero Hermanos, sucesores,
S.A. p. 31.
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Numeros en solo

1 fila

2 filas

3 filas

4 filas

5 filas

6 filas

7 filas

8 filas

9 filas

10 filas

QO 0o N O Oy B W N

11 filas

VBI—BIBDRBID (=B I(RBI—D|I=® ||~

—|
=

Esto ya nos dice algo, en la fila k aparece la forma p*~!. Pero hay algo maés, algunas filas
solo tienen elementos de esa forma, esto sucede en las filas 2, 3, 5, 7, 11, ..., o sea en las

Tabla 4

filas correspondientes a los nimeros primos.

Apliquemos de nuevo la idea de eliminar lo hecho para fijar nuestra atencién en los casos

restantes

Numeros en solo

4 filas
6 filas
8 filas
9 filas
10 filas

P’ g
P’ pq
P’ p3q pqr
p® P
P’ p'q

Debemos encontrar una relacién entre el nimero aparece en la primera columna y los
exponentes de los factores primos que estan en la segunda columna y parece ser que algo

tiene que ver con los factores del

primero:

Factorizaciones de N N Forma de los nimeros con N divisores
2x2=4x1= 4 filas | — p° pq

Ix2=6x1= 6 filas | — p° p’q
2x2x2=4x2=8x1=| 8filas | — p p3q pgr

Ix1=3x3= 9 filas | — p® p*¢?

O5x2=10x1= 10 filas | — p? plq

Comparemos el nimero N de cada fila, expresado como producto de dos o mas nimeros

con los exponentes de las formas generales de cada fila.
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En la fila 8, tenemos 8 x 1 y p7, 4 x 2 y p3q, 2 x 2 x 2 y pgr, esto nos indica que por
cada factorizacién de N, tendremos una forma general de los nimeros con N divisores;
ademds el nimero de elementos de cada factorizacién nos indica el nimero de primos
que intervienen en cada forma general, y cada elemento de la factorizacion reducido en 1,
corresponde con los exponentes de los niimeros primos que intervienen.

De acuerdo con lo anterior, jcémo podemos encontrar la forma general de un nimero que
tenga 12 divisores? Hallemos todas las factorizaciones de 12,

12=12Xx1=6x2=4x3=3x%x2x2

Entonces las formas generales de la fila 12 son: p'l, ¢°r, t3s%, u?vw con q # r, t # s,
uF v, u#w,v#w.

Los nimeros que tienen 20 divisores tendran como descomposicién en factores primos
alguna de las siguientes formas:

P9 ¢%r t's* utvweon g #Er, t# s, uFt v, uFw, v#w.

Retomando nuestro cuestionamiento inicial, el de averiguar cuantos divisores tiene un
numero cualquiera, por ejemplo 423, lo descomponemos en factores primos para determi-
nar la forma que tiene dicha factorizacién: como 432 = 2% x 32 es de la forma p*¢® con p

Y ¢ primos y p # gq.

Entonces, segin el resultado anterior en el que partimos de una fila k para llegar a la
forma general de los nimeros con k divisores, invertimos el proceso para que a partir
de la forma que tiene la descomposicion de un nimero x podamos llegar al nimero de
divisores que tiene x, por tanto a cada exponente le sumamos 1 y luego multiplicamos
estos resultados; para el caso de 432 tenemos que

(4+1) x (34+1)=20

y en consecuencia el nimero 432 tiene 20 divisores, es decir, estaria ubicado en la fila 20
de la tabla 2.

En general, para hallar el nimero de divisores de un nimero x, lo descomponemos en
factores primos, a cada uno de los exponentes los aumentamos en uno y luego realizamos
el producto.

Si a la expresion nimero de divisores de x la notamos d(x) para un nimero = cualquiera,
entonces
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dl)=(0+1)=1

dlp) = (141) =

dp*) = (2+1) =

d(p’) = (34+1) = dlpg) = (1+1)(1+1) =4

dip) =(4+1)=5

dip’) =(5+1) = dip’q) =2+ 1)(1+1)=6

d(p®) =(6+1) =

dp") = (7T4+1) =8 |dp’q)=B+1)(1+1)=8 |d(pgr)=(1+1)
1+1)(1+1)=8

dp®)=8+1)=9 [dp*¢®)=02+1)(2+1)=9

dip?)=(9+1)=10 | d(p'q) = (4+1)(1+1) =10

d(p*q) = (3 + 1)(1 + 1) = d(p*)d(q)
d(p*¢*) = (2+1)(2+ 1) = d(p*)d(¢2)
d(p'q) = (4+1)(1 +1) = d(p")d(q)

d(pgr) = (1 +1)(1 + 1)(1 + 1) = d(p)d(g)d(r)

De lo expuesto podemos conjeturar que si p y ¢ son niimeros primos entonces,
d(p*q") = d(p")d(q")
y de manera general suponemos® que
d(py'p3®ps® - - - py) = d(py*)d(p5°)d(ps®) - - d(py")-

Y como todo nimero x se puede escribir de manera nica como producto de factores
primos, para hallar el nimero de divisores de un nimero x cualquiera, de manera que

T = pypyps’ oy
tenemos que
d(pi*p3*ps® - - - py) = d(pi*)d(p3*)d(ps®) - - - d(pi").-
esto es,
d(pi' Py’ ps® - - pyr) = (a1 + 1)(az + 1)(az + 1) ... (an + 1).

En otra notacién tenemos que

Hl—l—ay

Jj=1

3JIMENEZ, R., GORDILLO, E., RUBIANO, G. (2004). Teoria de nimeros para principiantes. Se-
gunda Edicién. Bogoté, D.C.: Facultad de Ciencias, Universidad Nacional. p.p. 72 - 73.
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3. La funcion o de Euler

Ya tenemos cuantos divisores tiene un nimero dado, y la forma de escribirse como pro-
ducto de potencias de niimeros primos, ahora encontremos cuales son los divisores de un
nimero dado. Empecemos mirando en la tabla 2 los nimeros que se encuentran en las
filas correspondientes a niimeros primos, pues éstos tienen una sola forma general.

Los divisores de p son: 1 y p, pues
p=1Xnp.

Los divisores de p? son: 1, p, p?, pues
pPP=1xp* vy pP=pxp

Los divisores de p? son: 1, p, p?, p* v de manera general los divisores de p* son: 1, p, p?,
34 k

p,p,..,D.

Miremos otros casos:

Los divisores de pg son: 1, p, q, pq.
Los divisores de p*q son: 1, p, q, p*, pq ,p°q.
Los divisores de p*q son: 1, p, q, p*, p*, pq, p*q, p*q.

Y en general los divisores de p*q son: 1, q, p, p*, p°, ..., p*, pq, p?q, ..., prq.

Los divisores de p*q* son: 1,p,p°, ¢, ¢, pq, pg*, 0°¢, 1°¢°-

Los divisores de p*q* son: 1,p,p*, p°, q, 4% pq, p°q, p°¢, p4*, P*¢*, P°¢*. Gene-

Los divisores de p'q® son: 1,p,p%, p*,p*, ¢, ¢*, pq, v°q, p’q, ' ¢, pa*, P’ ¢, P’ ¢, p* ¢
ralizando, los  divisores de  pF¢®  son:  1,p,p2,9%,....9" q.¢% pq,p%q, ...,
Pa, e P’ PP 0
De manera similar podemos hallar los divisores de pkqn, y otros productos, pero de
momento nos interesaremos en las sumas de los divisores de un nimero dado.

Empecemos por los nimeros que se encuentran en las filas correspondientes a nimeros
primos:

Suma de divisores de p: 1+ p

Suma de divisores de p*: 1+ p + p?

Suma de divisores de p*: 1 + p + p* + p°

Suma de divisores de p*: 1 +p+p> +p* +p* + - +pF

A la expresién nimero de divisores de x la notamos o(x) para un nimero = cualquiera.

Hasta ahora tenemos sumas indicadas, pero jpodemos hallar una féormula que nos permita
calcular la suma sin tener que hacerla efectivamente?. Consideremos inicialmente la suma:

o) =1+p+p*+p*+p" +-- +p°
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Notemos que si la multiplicamos por p, obtenemos
po(p*) =p+p*+p°+p' +-+ "+

que es muy similar a la anterior, lo que nos sugiere restar de esta iltima la expresion
inicial, obteniendo:

po(pk) = p + p* + P + p* + ...+ P+ PH

— olpk) =1 + p + p» + p> + ... + ptt o+ P

po(p*) —o(p*) =p"*' -1
o sea,

o) p—1)=p*" -1
entonces,

1
kP —1

Veamos ahora qué sucede con la suma de los factores de un producto de dos nimeros
primos, es decir con o(pq) sabiendo que los divisores de pg son 1, p, ¢, pq, por tanto,

opg) =1+p+q+pg

que puede escribirse como

o(pg) = (1+p) +q(1+p)
o(pg) = (1+p)(1+q)

y como en el caso de la funcién d,
o(pq) = o(p)o(q).

Estudiemos el caso de o(p?q), teniendo en cuenta que los divisores de p*q son 1, p, ¢, p?,
pa, p°q, luego:

o(p’q) =1+p+p*+q+pg+pq
=(14+p+p)+ql+p+p°)
=(1+p+p>)(1+9)

Observemos que al igual que en el caso anterior,
a(p*q) = s(p)s(q).
De lo expuesto podemos conjeturar? que si p y ¢ son ntimeros primos entonces,
s(q") = s(")s(q")-

4JIMENEZ, R., GORDILLO, E., RUBIANO, G. (2004). Teoria de nimeros para principiantes. Se-
gunda Edicién. Bogoté, D.C.: Facultad de Ciencias, Universidad Nacional. p.p. 72 - 73.
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Y por lo tanto para hallar la suma de los divisores de un nimero x cualquiera, basta
descomponerlo en factores primos
I = pclupgnga . _pgn
y calcular
o(p1'py’ps’ -+ py) = o(pit)o(pa*)o (p5°) - - - o (py")
asi, el problema de hallar la suma de divisores de un nimero x se reduce a encontrar
a(pk), pero esto ya esta resuelto, entonces

a1+1 as+1 a3+1 A,
U(ptlllpgng;g . _pan) — (p11+ - 1) (p22+ - 1) (p33+ - 1) . (pn + - 1)
" p—1 pa—1 ps—1 pn—1

en otra notacién tenemos que

n CL'+1
pi T —1
o) = [[—
= PiT

Por ejemplo, la suma de los divisores de 9600 es:

o(9600) = (27 - 3-52) = ¢(27) - o(3) - 0(52) = 255 - 4 - 31 = 31620.

4. Los numeros perfectos

Un caso de particular interés, vinculado con la funcion o, es el de encontrar nimeros
perfectos, aquellos que son iguales a la suma de sus divisores propios (excepto él mis-
mo); estos numeros han sido estudiados desde la antigiiedad, por ejemplo Euclides en la
proposicion 36 del Libro IX, dice:

“si tantos numeros como se quiera a partir de una unidad se disponen en
proporcion duplicada hasta que su suma total resulte un niimero primo y si la
suma multiplicada por el ultimo produce algiin nimero, el producto sera un
numero perfecto”

Cuando dice: a partir de una unidad se disponen en proporcion duplicada lo que significa
es
T4+24+44 - 4281

Supone que esta suma es un nimero primo, la multiplica por 2! y obtiene un nimero
perfecto. Observemos que 1+ 2 +4 + - -- + 281 es una progresién geométrica finita cuya
suma es:

2k 1
=92F 1
2-1

Asi, la proposicion de FEuclides establece:
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Si 28 — 1 es primo y si N = 2¥=1(2F — 1), entonces N es perfecto.

Su demostracién inicia suponiendo que p = 2¥ — 1 es un niimero primo, entonces los
divisores propios de
N=2"12"—1)=2"—1p

tienen como factores solamente potencias de 2 y p, y por lo tanto la suma de todos ellos
es

1424 +p+2p+-+2"p=(1+24+4+ - +2" ) 4 pl+2+4+ .- 4257
=2 =D +p@ -1

asi concluye que N es perfecto.

Por ejemplo, si k = 2, entonces 22 — 1 = 3 es primo y por lo tanto N =2- (22 —1) =6 es
un numero perfecto.

Si k = 3 entonces 22 — 1 =7 es primo y N = 2?2 - (2% — 1) = 28 es un nimero perfecto.

Si k = 13, como 2'3 — 1 = 8191 es primo, entonces N = 22 . (213 — 1) = 33550336 es
perfecto.

Con esto Euclides cambid el problema de encontrar niimeros perfectos por el de encontrar
niimeros primos de la forma p = 2¥ — 1. Estos nimeros se llaman nimeros primos de
Mersenne, en honor a Marin Mersenne (1588-1648), su divulgador en el siglo XVII. Euler
probo 20 siglos después, que todo nimero perfecto par es de la forma establecida por
Euclides.

En términos de la funcién o(n) podemos caracterizar a los nimeros perfectos como aque-
llos para los cuales se cumple que

k =o(k)—k, es decir, o(k) = 2k.

Una potencia de 2 nunca es un nimero perfecto, porque en este caso

2r+1_1

y como o(N) # 2N, éste no es perfecto.
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