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Resumen

En esta investigacion se desarrolla un analisis epistemoldgico para mostrar el papel de la
interpolacion y la prediccion en el Calculo con énfasis en la matematizacion del
movimiento, el binomio de Newton y la serie de Taylor. Nuestro analisis esta matizado por
la aproximacion socoiepistemoldgica entendida como epistemologia de practicas sociales
(Cantoral, 2001), con la intencion de disefiar una situacion del movimiento uniformemente
acelerado de un cuerpo.

Introduccion

En el discurso de la matematica escolar actual, el binomio de Newton es utilizado en forma
algoritmica para operaciones algebraicas, y la serie de Taylor es ensefiado para el estudio
de convergencia de funciones con un acercamiento Cauchiano, ademds estos contenidos
matematicos en el discurso actual no estan vinculados con los fenomenos fisicos. El
objetivo de esta investigacion es diseflar situaciones que involucren al binomio de Newton
y la serie de Taylor con los contextos fisicos, a través de las practicas sociales de la
interpolaciéon 'y la prediccion como unidad de analisis de la aproximacion
socioepistemolodgica, es decir, entendida como epistemologia de practicas sociales
(Cantoral, 2001). En la investigacién se reporta la emergencia de la interpolacion y de la
prediccion en forma implicita desde los estudios del movimiento de los cuerpos por los
filésofos del colegio de Merton, obteniendo la regla del grado medio de la velocidad, y
posteriormente Oresme retoma estos estudios para explicar y construir el teorema del grado
medio o velocidad media en forma geométrica, en consecuencia la velocidad media es la
interpolacion entre dos estados del movimiento. Galileo conserva estas ideas de la regla del
grado medio y la representacion geométrica de Oresme para elaborar su ley de caida libre
en donde se puede visualizar la interpolacion. La interpolacion y prediccion aparece en
forma explicita en el marco epistémico de Newton puesto que se calcula la evolucion
ulterior del sistema de movimiento, si son conocidas las condiciones iniciales (Mufioz,
2000; Hernandez, 2002) en donde la matematizacion del sistema genera construccion de
herramientas como el binomio de Newton y la serie de Taylor. Con base en lo anterior se
disefiara una situacion del movimiento uniformemente acelerado de un cuerpo..

Problematica

En el discurso matematico actual en la ensefianza de la matematica, fisica y ciencias de la
ingenieria que forman parte del plan de estudios de la carrera de ingenieria civil, los

786



Acta Latinoamericana de Matematica Educativa Vol. 19

contenidos matematicos en estas disciplinas son abordados con métodos analiticos del
Célculo de una o de dos variables a través del concepto de limite, es decir con un
acercamiento de Cauchy. En los cursos, y textos de Algebra o Calculo (Baldor, 1988;
Kuratowski, 1975), el binomio de Newton es expresado de la forma (a+b)" y utilizado

s6lo en un ambiente algoritmico sin considerar su origen y su contexto social. En el
discurso de fisica, el binomio de Newton es solo utilizado como una herramienta de
aproximacion, asi mismo la serie de Taylor y las diferencias finitas (Zill, 1993;
Aleksandrov y Kolmogorov, 1976) son transposiciones de dos saberes matematicos
(Chevallard, 1997) que estan desvinculados entre uno y otro, asi como del contexto fisico,
es decir, no existe una integracion de estos contenidos matematicos en los planes de
estudios vigentes y en los textos actuales que a la vez son recomendados en la matematica
escolar vigente. En los textos escolares de fisica ¢ ingenieria (Benson, 1999) consultadas en
nuestro medio, eventualmente aparecen en forma implicita ideas estrechamente vinculadas
a las nociones de la serie de Taylor, por ejemplo: f(x+ Ax) para funciones de una variable

independiente, o bien f(x+ Ax,f+ Af) para funciones de dos variables independientes,

aunque no aparece en forma explicita la nociéon de variacion y de prediccion en los
fenomenos fisicos. En el contexto anterior hemos abordado la pregunta de investigacion
siguiente ;Qué practicas sociales emergen en la transicion del binomio de Newton y la serie
de Taylor? tanto de una variable como de dos variables. El discurso de la matematica
escolar vigente en las disciplinas mencionadas parece inhibir las ideas de variacion y
prediccion de los estudiantes, puesto que el Célculo escolar es visto como una estructura
formal que antecede al analisis (Cantoral, 2001).

Marco teorico

En esta investigacion, nuestro marco tedrico estd matizado en la aproximacion
socioepistemoldgica en donde se analizan de manera sistémica la dimension
epistemologica, la dimension cognitiva, la dimensidn didactica y la dimension social. Cada
dimension tiene su propia teoria en cuanto a su marco teorico, pero tienen caracteristicas
comunes entre ellas al interactuar en los procesos didacticos a partir de la actividad
humana (practicas sociales) que realizan conjuntamente profesor - alumno en el aula y
fuera de ella. En la investigacion de Buendia y Cordero (2003) hacen énfasis que no so6lo
los aspectos cognitivos estan en juego en la construccion del objeto matematico sino en la
practica social que conduce a la adquisicion del conocimiento, donde el proposito de la
matematica educativa es la de esclarecer y evidenciar la existencia de relaciones entre el
conocimiento y practicas sociales, es decir, enfatizar la componente social sistematicamente
con otras dimensiones: epistemoldgica, cognitiva, didactica del conocimiento matematico.
La aproximacidon socioepistemoldgica, es el resultado de la conjuncion de estas
dimensiones, como marco tedrico, en particular en este trabajo, mostramos el papel de la
interpolacion y la prediccion en el Calculo con énfasis en la matematizacion del
movimiento, el binomio de Newton y la serie de Taylor con la finalidad de relacionar el
conocimiento matematico y las practicas sociales en tanto unidad de analisis.
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La interpolacion en diferentes actividades humanas

A continuacion se describen diferentes actividades humanas de la actualidad, donde aparece
la nocidén de interpolacion, posteriormente se hace un analisis de cémo emerge
implicitamente la interpolacion y prediccion en el movimiento.

El término de interpolacion aparece de diferentes maneras, en la vida cotidiana, en el arte,
en la fisica, en la matematica. Con frecuencia se encontrara que se tiene que estimar o
predecir valores intermedios entre datos definidos por puntos, a este proceso recibe el
nombre de interpolacion. En matematicas aparece como interpolacidon polinomial, donde
consiste en determinar el polinomio Gnico de n-enésimo grado que ajuste n+1 puntos. Este
polinomio entonces proporciona una férmula para calcular los valores intermedios: por
ejemplo si la interpolacion es lineal se tiene la prediccion intermedia entre dos valores o
estados de un fenéomeno natural. Si la interpolacion es cuadratica se tiene valor estimado o
la prediccion de un valor entre tres valores o estados de un fenomeno natural. Por ejemplo
en estadistica la interpolacion aparece, cuando se tiene un censo de una poblacion, donde
las variables son: el nimero de habitantes y el afio, por ejemplo de 1940 a 1990, podriamos
preguntarnos, si es posible utilizarlos para obtener una estimacién razonable de la
poblacién que habria en 1965, e incluso en el afio 2000, este tipo de predicciones puede
obtenerse por medio de una funcién que corresponda a los datos disponibles. Este proceso
recibe el nombre de interpolacién (Burden & Faires, 1980).

La interpolacion de forma, se dibuja una forma en un punto del tiempo y se cambia o se
dibuja una nueva en otro punto. Al interpolar formas se crea un efecto similar al de
transformacion y las formas parecen cambiar en el transcurso del tiempo. La animacion
interpolada es una forma eficaz de crear movimiento y cambios a lo largo del tiempo y de
reducir al minimo el tamafio del archivo. Al contrario de la animacién imagen a imagen,
solo necesita almacenar los valores de los cambios de la imagen, no la imagen completa.

La interpolacion en las mediciones de temperaturas y  precipitaciones
son las medias mensuales de temperatura (maxima, minima y media) y precipitaciones. La
disminucién del numero de estaciones reduce la calidad de las interpolaciones y esta
variacién en el numero de puntos puede introducir movimientos irreales en las series
temporales de los campos generados, con independencia del método de interpolacion que se
utilice; asi los campos interpolados con menos estaciones no seran capaces de captar todas
las caracteristicas espaciales del fenomeno. Este inconveniente hizo necesario que se
utilizara una estrategia para garantizar que los campos de temperatura y precipitacion
interpolados, este método se denomina Interpolacion Climatolégicamente Asistida (ICA),
parte de la idea de realizar la interpolacion, separando las componentes espaciales y
temporales.

La reconstruccion de una sefial a partir de sus muestras usando interpolacion es un proceso
de empleo comun en la reconstruccién aproximada o exacta de una sefial a partir de sus
muestras. Para una sefial de banda limitada, si los instantes de muestra estan bastante cerca,
entonces la sefial puede reconstruirse exactamente, es decir, mediante el empleo de un filtro
se puede efectuar la interpolacidon exacta entre los puntos de muestreo. La interpretacion de
la reconstruccion de una sefial como un proceso de interpolacidon se hace evidente cuando
se considera el efecto en el dominio del tiempo del filtro.

La utilizacion de la interpolacién como una técnica tiene un amplio espectro de utilizacion,
tanto es asi que es reformulada en cada campo que aplica. La interpolacion también es
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usada en: topografias, tecnologias de comunicacion, genética, biotecnologias,
reconstruccion tridimensional de imagenes médicas.

Emergencia de la interpolacion y prediccion implicita

En el siglo XIV, los filosofos del colegio de Merton estudiaron el movimiento de un
cuerpo, considerando la variacion de la intensidad de las formas y cualidades, en la cual
obtienen la regla del grado medio de la velocidad, para relacionar el movimiento
uniformemente diforme. Posteriormente Oresme retoma estos estudios para explicar lo
cualitativo por lo cuantitativo y construir el teorema del grado medio o velocidad media en
forma geométrica (Cantoral, 2001), un tridngulo rectdngulo o un trapecio, esto es
dependiendo del valor de la velocidad inicial y final, si se une el estado inicial y estado
final del movimiento se obtiene una linea recta, en consecuencia la velocidad media es la
interpolacién entre dos estados del movimiento. Por consiguiente Galileo conserva estas
ideas de la regla del grado medio y representacion geométrica de Oresme para elaborar su
ley de caida libre en donde se puede visualizar la interpolacion. Galileo en el contexto de su
marco epistémico establece una relacion funcional entre variables en la cual emerge la
nocion de variacidon y prediccion de manera implicita, en este momento aparece el germen
de la serie de Taylor (Hernandez, 2005).

Emergencia de la interpolacion y prediccion explicita

Posteriormente con el marco epistémico de Newton se vislumbra mucho mas las nociones
de: variacidon y prediccion, puesto que se calcula la evolucion ulterior del sistema de
movimiento, si son conocidas las condiciones iniciales (Piaget & Garcia, 1996; Muiioz,
2000; Hernandez, 2002). En la investigacion de Cantoral (2001) considera la nocién de
prediccién como una practica social para conocer el movimiento de un flujo de agua a
partir de un estado inicial, es decir, que P es un estado inicial y se quiere predecir el estado
ulterior P + PQ, donde PQ es la variacion de un estado a otro, con esta idea y la
interpolacion Newton descubre su teorema del binomio, el cual es dado como (P + PQ)™"
y utiliza la nocion de interpolacion, asi como las diferencias finitas para construir la serie de

Taylor.
Segun Edward (1979), Taylor publica su serie, basado en el argumento de interpolacion de
Gregory—Taylor y usando las diferencias finitas se llego a;

Y=y, +nAy, +n(n-1)/28y, +n(n-1)(n-2)/6A’y, +..+nA"'y, +A"y,. En esencia,
Taylor quiso tomar el limite como Ax — 0,cuando,n — oy x es fija, para construir

Y=y +(x—x0) yy/ x4+ (x_xo)2 y0/2(x)2 + (x_xo)3 y0/6(x)2 ..

Esta formula es la serie de Taylor original e interpreta la razén de fluctuacion como
derivada. En sintesis el binomio de Newton y la serie de Taylor son vistas como
instrumento de prediccion en un contexto de variacion.

Situacion de Movimiento Uniformemente Acelerado

Siguiendo la idea de la interpolacion y de prediccion (implicita y explicita) en los estudios
de Oresme, Galileo y Newton presentamos situaciones para reconstruir el Calculo,
incorporando aspectos socioepistemologicos.
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Suponga que la velocidad de un automoévil es de 20 m/seg, que durante un tiempo ha
aumentado hasta 40 m/seg y que necesita 4 segundos para ir de la posicion A hasta la
posicion B ;Qué aceleracion tiene? ;Cudles son las velocidades y posiciones del automovil
para 1, 2, 3,4 segundos?

Para calcular la aceleracion se utiliza la primera diferencia de las dos velocidades de la
vl _vo
At

aumenta 5m/seg, en cada segundo de tiempo.
El calculo de la velocidad para cada segundo con aceleracion constante es de la siguiente

forma siguiente: a = = 5, la aceleracion es (5m/seg?), y significa que la velocidad

manera: v, = v, +aAt = 20m/ seg + 5m/(seg)’ (Iseg) = 25m/ seg , andlogamente se calcula
v,, V3, v,, es decir se predicen las velocidades posteriores si se conoce la velocidad inicial

y la variacién, en este caso la aceleracidon es constante.
Para calcular las posiciones del automdvil, con la nocion de prediccidn, partiendo del valor
inicial de la posicion y la variacion en cada segundo de la velocidad a un movimiento
uniformemente acelerado:

s, =8, + Vv, (A1) =04 20m/ seg(lseg) + 5m/ seg = 20m
De la misma manera se calculan las posiciones s, =45m, s, =75m, s, =110m, otra
forma de calcular las posiciones anteriores es la siguiente:

s, =5, + v, (A1) +a,(At)” = 0+20m/(seg)(1seg) + Sm/(seg)’ (1seg)’ = 25m
Como se muestra en la siguiente tabla.

t (hrs S (m V(m/se —AV/ —m/s?
(hrs) (m) (m/seg) | = /At m/s
t,=0 s, =0 v, =20 g Ve s
At
t,+At=1 S,=20 v, =25 5

1,+200=2 | S,=45 | v,=30
t,+300=3 | S,=75 | v,=35
1, +4A1=4 | S,=110 | v,=40

Por lo tanto construimos el binomio de Newton:

s, =s, +v,At, sustituyendo s, =5, +As, y v, = As, +A’s,

s, =8, +VAt =5, +2As, +A’s,

El polinomio de interpolacion de Newton s, = (1 + A)2 s, es de segundo grado.

Para nuestro problema el polinomio de interpolaciéon como lo escriben Newton — Gregory,

para obtener las posiciones es:

k(k—-1)
2!

s, =(1+A)s, =5, +kAs, + A’s,

=t

At
llega a la ecuacion cuadratica, en la cual se tiene una relacion funcional de posicion y
tiempo.

t-0 . . .
Donde & = = EEE sustituyendo k, As, =20, Azso =5 en la ecuacion anterior se
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35 5,
S(ty="t+"t
Q) D)

Entonces de la primera y segunda diferencias finitas divididas se obtiene el polinomio de
interpolacién de Newton y la serie de Taylor dado como:

. . As
5, = (1+A)k s,, haciendo s,=s(f,)y cuando Af—>0 se obtiene v(z,)= —AO ,
t
A’s,
a(t,) = ——, por lo tanto:
( 0) (At)2 p
(tk —1 )2
S(to +kAr) :S(to)+v(lo)(lk _f0)+a(l0)To+m

Con el disefio de la situacion para el movimiento uniformemente acelerado se obtiene el
binomio de Newton y una serie finita de Taylor con exponentes enteros positivos, pero
también se puede llegar a obtener el binomio de Newton y la serie infinita de Taylor para
fenomenos fisicos como: la ley de enfriamiento de los cuerpos, crecimiento de poblaciones.

Conclusiones

Los resultados muestran que tanto la prediccion e interpolacion emergen como practica
social respectivamente en forma implicita. En el momento en que aparece la interpolacion y
la prediccion implicitamente en las concepciones de los cientificos del colegio de Merton,
Oresme, Galileo, también surge la nocién de modelacion, graficacion y esto da origen a la
matematizacion del movimiento.

En el marco epistémico de Newton aparece mas explicita la nocion de prediccion e
interpolacidn para descubrir su teorema del binomio, asi como en la transicion a la serie de
Taylor. En esa época obedecio a un programa emergente, como alternativo al campo de la
ciencia, en ello buscaban modelar, anticipar, predecir e interpolar un fenémeno natural, por
ejemplo el caso de la metafora del flujo de agua.

Consideramos que la prediccion como practica social y la interpolacion son unidades de
analisis para reconstruir el Célculo y Fisica escolar, en un sentido de interaccion de los
aspectos matematicos y fenémenos fisicos.

Estos antecedentes proporcionan elementos para un cambio epistemologico del Célculo
escolar a través de una vision Newtoniana-Tayloriana considerando las practicas sociales
de la interpolacién y la prediccion para reorganizar el Calculo escolar.
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