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Resumen

Trabajando en un ambiente de Geometria Dinamica y a partir de actividades que
involucran al arbelos de Arquimedes se busca explicitar la formulacion de conjeturas y
elaborar demostraciones que den cuenta de las conjeturas formuladas, poniendo de
relieve la diversidad de resultados obtenidos asi como la riqueza de los caminos
tomados.
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Introduccion
El fracaso en la ensefianza de la demostracion, el reconocimiento de que la actividad de
demostrar debe tener en cuenta los motivos de los propios estudiantes y la aparicion de
programas computacionales de Geometria Dinamica han llevado a buscar alternativas
para su ensefianza y aprendizaje. (Hadas, Hershkowitz y Schwarz, 2000)
Hoy en dia los Standards and Principles for School Mathematics (NCTM, 2000)
promueven  “aprender a razonar y construir demostraciones como parte de la
comprension matematica para que todos los estudiantes

e reconozcan los razonamientos y las demostraciones como partes esenciales y

poderosas de las matematicas;

e hagan e investiguen conjeturas matematicas;

o desarrollen y evaluen argumentos matematicos y demostraciones;

e seleccionen y usen varios tipos de razonamiento y métodos de demostracion.”

Marco teodrico

Asumimos que “Crear las condiciones que permitan restaurar dentro del aprendizaje en
situacion escolar el significado original de la demostracion es una cuestion importante
para la didactica de las matematicas. Pensamos que uno de los medios para lograrlo
consiste concretamente en situar de nuevo la demostracion en una practica social, en un
debate en el que esté en juego el valor de verdad de una asercion. Para esto es necesario
que los partenaires se pongan de acuerdo sobre las reglas del debate, es decir, sobre la
construccion y aceptacion de un sistema comun de validacion. Pensamos que, una vez
colocados en este tipo de situacion, los alumnos podran mas facilmente reconstruir y
apropiarse del sistema de validacion especifico de las matematicas.” (Balacheff y
Laborde, 1998, pags. 268-269)

Balacheff concibe prueba como una explicacion cuyo fin es establecer la veracidad de
un enunciado y que es reconocida y aceptada por un colectivo. Esta puede evolucionar o
cambiar con el tiempo y puede ser aceptada por un colectivo y no por otro.
Demostracion es una prueba con una forma particular: es una sucesion de enunciados
cada uno de los cuales es, o bien una definicidn, axioma o teorema, o bien es derivado
deductivamente de los enunciados mencionados.
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Balacheft identifica dos categorias de demostraciones, las ‘pragmaticas’, basadas en el
uso de ejemplos, en una accion o en mostrar algo, y las ‘intelectuales’, basadas en
formulaciones abstractas de las propiedades involucradas y en sus relaciones. En las
pragmaticas distingue empirismo ingenuo (asegurar la validez de un resultado
basandose para su verificacion en algunos casos) y experiencia crucial (basa la validez
de un resultado en la verificacion de un caso especialmente elegido). Entre las
intelectuales ejemplo genérico (la justificacion se basa en operaciones o
transformaciones realizadas sobre un ejemplo que es considerado como representante de
una clase. Las operaciones o transformaciones se hacen sobre un ejemplo pero
entendiendo que se podrian hacer sobre cualquier elemento de la clase) y experiencia
mental (las razones que fundamentan la validez de la proposicion se basan en un analisis
de las propiedades de los objetos en juego. Estas propiedades no pueden ser testificadas
por medio de sus representantes sino que deben ser formuladas en su generalidad).

Objetivo, metodologia de trabajo y actividades planteadas

El taller se planted como objetivo introducir a los participantes —estudiantes cursando
Geometria I, de la especialidad Matematica del Instituto de Profesores Artigas— en el
trabajo en un ambiente de Geometria Dinamica (GD), aprovechando las posibilidades
que brinda la GD para hacer mediciones, construcciones de tablas, célculos..., para
formular y reformular conjeturas, y finalmente elaborar argumentos que contribuyan a
la demostracion de dichas conjeturas, comparando y analizando las distintas
formulaciones que elaboren los participantes. Trabajaron en parejas, siendo
responsabilidad de cada pareja la formulacion de conjeturas respecto a las situaciones
que se les planteaban en ambiente dindmico (usando The Geometer's Sketchpad) y la
elaboracion de una prueba. Aqui el compromiso es arriesgar conjeturas para
inmediatamente ponerlas a prueba, aceptando el desafio de equivocarse como también
el placer de encontrar argumentos propios que agreguen claridad y comprension y no
solo certeza. Cada pareja escribe sus conjeturas y pruebas en una hoja que se es
entregada al finalizar. Los docentes, observadores privilegiados, toman nota y preguntan
acerca de las formas de proceder de cada pareja, asi como orientan en torno al manejo
del software. Las distintas pruebas se colectivizan a la clase, exponiendo cada pareja su
trabajo y contestando preguntas que surgen en el transcurso de su exposicion.

En el Libro de los Lemas, obra de Arquimedes ( 287 a. C. + 75 =212 a. C.) compuesta
por quince proposiciones referidas a cuestiones de geometria elemental, aparecen tres
(4, 5 y 6) donde interviene el arbelos o cuchillo de zapatero: zona limitada por tres
semicircunferencias tangentes de diametros AB, AC, CB, donde C pertenece al
segmento AB e incluidas en un mismo semiplano. El arbelos tiene una serie de
propiedades cuyas demostraciones pueden ser hechas recurriendo solamente a
conceptos manejados en Bachillerato: angulos inscriptos, teorema de Pitagoras,
semejanzas. Las actividades planteadas giran en
torno al estudio del arbelos.

Reportamos aqui lo trabajado frente a la

Actividad 1:

(Estan relacionadas de alguna manera las
medidas de los segmentos AC, CBy CD?

D
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Lo trabajado por los estudiantes

La formulacion de conjeturas. Las primeras observaciones que surgen hacen referencia
a casos particulares:

— Si C coincide con O entonces los tres segmentos son iguales.

— Si C pertenece al segmento OB entonces se cumple que CB < CD < CA.

— Si C pertenece al segmento OB entonces AC — CD = CD — CB.

Esta conjetura es descartada al hacer mediciones con The Geometer’s Sketchpad.
~ACxCB=CD’

La conjetura surge a partir de la constatacién hecha por una pareja de participantes que
hicieron las mediciones respectivas y ‘verificaron’ la proposicion arrastrando C en el
segmento AB.

Cada uno de los participantes hace sus propias mediciones: la certeza del resultado es
aceptada por todos los participantes.

La elaboracion de pruebas. La cuestion que se presenta en este momento es ;por qué se
cumple AC x CB = CD*?

Empieza ahora la busqueda de una demostracion.

Al igual que en la formulacién de conjeturas las primeras aproximaciones so6lo son
validas en casos particulares:

—Si C =0 es cierta, dice un participante.

— Si C = A o si C =B también porque ambos miembros son cero, afirma otro
participante.

— Tendremos que asumir que CD es perpendicular a AB.

LY si C no estd en las posiciones anteriores?

Ahora los participantes trabajan con lapiz y papel, haciendo alguna observacion
esporadica en la pantalla.

Primera prueba

Una pareja de profesores que trabajan juntos observan que el tridngulo OCD es
rectangulo por lo que:

OD?=0C*+CD’,

Como OD =AB/2yOC +CB=AB/2 > 0OC=AB/2-CB=(AB-2 x CB)/2
Sustituyendo tienen (AB/2)* = [(AB — 2 x CB)/2]* + CD?

AB’/4=CD’ + AB*/4 — AB x CB + CB’

AB x CB - CB* = CD*

CB x (AB - CB) =CD?

CB x AC =CD’

Segunda prueba
En ABD: AB’ = AD’ + BD?
También en ACD: AD*> = AC* + CD?
en BCD: BD? = CB* + CD?
y AB=AC + CB
Sustituyendo en la primera igualdad:
(AC + CB)’ = (AC* + CD?) + (CB* + CD?)
AC*+2 x AC x CB + CB*= AC? + 2 x CD? + CB?
2x ACx CB=2x CD?
AC x CB = CD?
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Tercera prueba.
Los tridngulos ACD y DCB son semejantes por lo que AC/CD = DC/CB — AC x CB =
CD”.

Cuarta prueba.
Usando el teorema de la altura.

Quinta prueba.
Usando potencia de un punto respecto de una circunferencia.

La reflexion sobre las pruebas elaboradas. Generalmente la presentacion de un
resultado matematico termina cuando se llega al final de la demostracion, cuando se ha
verificado dicho resultado.

En el taller hemos propuesto a los participantes explicitar los conceptos y resultados que
intervienen en cada demostracion, rescatar las conexiones que establece cada
demostracion con conceptos anteriores.

Primera prueba.

Se centra la atencion en el triangulo OCD que es rectangulo,

por el teorema de Pitagoras tenemos que OD? =0C’ + CD~

De los tres segmentos involucrados en esta igualdad solo CD interviene en la
proposicion que queremos demostrar por lo que buscamos ahora hacer intervenir a los
segmentos AC y CB. Para ello sustituimos OD por AB/2 y a OC por AB/2 — CB, donde
el segmento AB = AC + CB. Lo que sigui6 fueron simplificaciones.

Segunda prueba.

Se tienen en cuenta tres tridngulos rectangulos: ACD y BCD los son por ser CD
perpendicular a AB, ADB lo es por pertenecer D a la semicircunferencia de diametro
AB.

Haciendo uso del teorema de Pitagoras en este Gltimo tenemos:

AB’ = AD’ + BD’,

Sustituimos AD* y BD? por las sumas de cuadrados obtenidas haciendo uso del teorema
de Pitagoras en ACD y BCD: AD* = AC* + CD* y BD? = CB* + CD~.

A continuacion se desarrollan los cuadrados y se simplifica.

Tercera prueba.
En esta demostracion se atiende un aspecto que no habia aparecido en las
demostraciones anteriores: la semejanza de los triangulos ACD y DCB.

Cuarta prueba.

Aquellos participantes que tenian presente el teorema de la altura no hicieron mas que
constatar que estaban en las condiciones que pedia la hipdtesis de dicho teorema: ABD
rectangulo y CD altura.

Obsérvese que la tercer demostracion es una demostracion del teorema de la altura.

Quinta prueba.

Nuevamente aqui se apela a un resultado matematico ya establecido y lo que se hace es
constatar que se esta en las condiciones requeridas en la hipotesis de dicho resultado.

Si por un punto P se trazan dos secantes AA’ y BB’ a una circunferencia se cumple que
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PA x PA’ = PB x PB’. Algunos participantes, que no conocian la proposicion de
Steiner, se ponen a trabajar en una demostracion para ella.

Conclusiones

Todas las parejas fueron capaces de formular conjeturas, para ello hicieron uso de la
capacidad de arrastre del ambiente dinamico permitiendo reformularlas o confirmarlas.
Las actividades planteadas hicieron que los estudiantes se involucraran en el trabajo
matematico y el papel de los docentes estuvo en aclarar dudas acerca del manejo del
software usado asi como escuchar los planteos de los estudiantes y en algunos casos
indagar acerca de los caminos que estaban tomando algunos trabajos de las distintas
parejas. Las parejas de estudiantes también fueron capaces de elaborar pruebas que en
su mayoria fueron demostraciones. Segin la distincion de Balacheff las pruebas
construidas (en su gran mayoria) fueron experiencias mentales.

De las otras actividades propuestas

Con una dindmica similar a la expuesta anteriormente se trabajé en torno a las
relaciones que siguen, también referidas al arbelos. Ofrecemos posibles pruebas que
fueron elaboradas por las parejas y acordadas por la clase.

o La proposicion 4 del Libro de los Lemas
El drea del arbelos es igual al drea del circulo de diametro CD donde CD es
perpendicular a AB y D pertenece a la semicircunferencia de diametro AB.

OlA =Ny OzB =TI7.

Los triangulos (ACD) y (DCB) son
semejantes —>

— CD?* = AC x CB — CD = J(2r2n)=
2\/(1'11'2) d

area del circulo de didmetro CD = mryr; .
Area del arbelos = n(r; + 1,)*/2 — nr)’/2 —
nr22/2 = Trils.

e Arco AC + arco CB = arco AB.
Arco AC + arco CB = ntr; + nir, = ni(r; + 12 ) = arco AB

Si T y U son los respectivos puntos de interseccion de la circunferencia de diametro
CD con las semicircunferencias de diametros AC y CB se cumple:

e A, T,DyB, U, D estin alineados.
Los angulos inscriptos ATC y CTD son rectos

por abarcar los diametros AC y CD respectivamente.
Idem. con B, U, D.

e (CUDT) es rectdngulo.

(CUDT) es paralelogramo (CU//TD, CT//UD) con
angulos rectos — (CUDT) es rectangulo.
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Otra formulacion de la mima conjetura:
Los segmentos TU y CD son iguales y se bisecan.
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