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Resumen

En el presente texto se razona sobre el valor del sentido numérico en la
construccién del contenido aritmético escolar. Se comenta el valor de la
visualizacién, los procesos histéricos, y el uso de materiales manipulativos
en el reconocimiento de patrones, establecimiento de relaciones y aspectos
cognitivos en la construccién del contenido aritmético escolar en la etapa
obligatoria.

1. Introduccion

Ante todo, honrar a Miguel de Guzman, un buen amigo y maestro, responsable
de que yo esté en Bogotd. Gracias de todo lo que nos has dejado, y a los organi-
zadores, gracias por darme la oportunidad de estar aqui.

Durante muchos anos se ha valorado como importante el reconocimiento escolar
del sistema de numeracion como fundamento para el reconocimiento numérico.
Si a eso se anade un trabajo sobre la estructura algebraica de las operaciones,
se suponia que ya con eso el alumnado sabe todo lo que debe saber sobre los
numeros. Actualmente, se considera también la necesidad de que el alumnado
posea intuiciones sobre el aspecto cuantitativo de las situaciones, entendiendo los
numeros en sus diversos significados y relaciones,. poseyendo buenos referentes
para las cantidades y las operaciones. A ello se le llama adquirir sentido numérico
y es fundamental en el trabajo aritmético escolar. Por ello, para empezar, diremos
que tener sentido numérico significa considerar los aspectos siguientes: saber rela-
cionar los nimeros con contextos reales, desarrollar relaciones, establecer puntos
de referencia y no sélo conocer la numeracion en su valor posicional y estructural,
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considerar la aritmética desde sus diferentes lenguajes promoviendo significados
y justificaciones diversas asociadas a nicleos de experiencia distintos, y reconocer
y usar el célculo tradicional y relaciones numeéricas.

El desarrollo de un sentido numérico en su vertiente curricular y didactica pasa
por un conocimiento intuitivo de lo cuantitativo en relacién con situaciones con-
cretas. Permite, por lo tanto a los estudiantes, procesar situaciones mediante
juicios ligados a lo cuantificable. En diversas investigaciones se ponen de mani-
fiesto muchos ejemplos que reflejan este “sentido numérico”. ; Hasta qué punto se
desarrolla? ;Cuédles son sus caracteristicas? Hay estudiantes que no son capaces
de explicar el por qué 132 es menor que 1428. Poseen sélo una intuicion de que
el nimero mas largo es mayor. Es asi, dicen.

Potenciar la estructura numérica complementaria al sentido numérico, implica
ir mas alla de las funciones y usos que hacemos de los niimeros: descubriendo
relaciones, cadencias, patrones, etc. Eso conlleva también: consolidar destrezas
de calculo mental y aproximado, conocer propiedades, leyes de composicion, etc.
junto habilidades propias del razonamiento proporcional, cuadratico, visual... En
la reflexién sobre Didactica de la aritmética, hay varias indicaciones de lo que
significa reconocer un sentido numérico que son fundamentalmente de tipo rela-
cional. De forma resumida, en esta presentacion consideramos que colaborar a
adquirir o construir sentido numérico implica:

a) Reconocer textos numéricos y significados, de forma que se vea los nimeros
como algo relativo, sabiendo las posibles distinciones de contextos o reali-
dades asi como diversas representaciones, y su aprovechamiento en el tra-
bajo de operaciones

b) Reconocer relaciones numéricas de tipos diferentes por métodos visuales, de
calculo u otros, sabiendo aplicarlas cuando sea conveniente y

¢) Establecer estrategias y razonamientos con nimeros argumentando lo que
fuera preciso.

A continuacién, vamos a ejemplificar algunas de las posibles propuestas que nos
permiten reconocer textos numéricos y significados en las operaciones, mediante
el uso de representaciones diferentes, para observar el valor de las mismas co-
mo relaciones algoritmicas. (2) Posteriormente reconocemos tipos de relaciones
numéricas. Y, por iltimo (3) vemos estrategias y razonamientos correspondientes
como componentes reflexivos.
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2. Relaciones algoritmicas y el uso de manipu-
lativos visuales

Los algoritmos (métodos para encontrar el resultado de las operaciones)son una
parte importante del trabajo aritmético que debe ser trabajado mediante elemen-
tos manipulativos e histéricos. Asi, si bien deben usarse abacos e instrumentos
populares como la yupana, es importante reproducir otros procesos algoritmicos
vinculados a la historia, que motiven la reflexién y descubrimiento.

Véase el ejemplo del algoritmo egipcio de la multiplicacién 7 x 17 (imagen de
la figura 1 a la izquierda) O el método de las multiplicaciones parciales (Idea
de Frisius s. XI) (imagen de la derecha) Otro algoritmo del siglo XII usa el
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Figura 1: Dos métodos de multiplicar antiguos conservables escolarmente

conocimiento previo de los productos digitos, y mediante el esquema de enrejado,
organiza la propiedad distributiva del producto respecto de la adicion. En este
caso, aquellos estudiantes que llegan a cuarto y quinto grado sin saber multiplicar
bien, pueden tener un recurso para hacer multiplicaciones complejas con el sélo
uso de las tablas. Pero, lo que es mas importante, provocar el encuentro de expli-
caciones que hacen reflexionar sobre el papel de la distributividad para el calculo.
En la figura, el ejemplo muestra 347 x 2346 mediante la reja.
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Figura 2: Multiplcacion realizada por el método de la reja.

La forma anterior se representa de una forma practica, manipulable con las lla-
madas regletas de Neper. (1550-1617) Indiquemos brevemente que este tipo de
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Figura 3: Multiplicando 5 x 436 con las regletas de Neper

imagenes visuales, no sélo es una ayuda para el aprendizaje, sino que sobretodo
integra conocimiento y desarrolla conocimiento aritmético.

Sobre niimeros, modelos y representaciones. Si bien hemos constatado el
valor de les reglas que organizan las operaciones, no debemos olvidar el valor
simbolico que los niimeros han aportado desde bien antiguo. Las formas numéri-
cas pitagéricas (nimeros cuadrados, triangulares, amigos , perfectos, etc permiten
reflexionar al alumnado en la bisqueda de patrones, regularidades y propiedades
numéricas desde el punto de vista del razonamiento inductivo. Veamos los ejem-
plos conocidos de la caracterizacion de numeros impares y cuadrados consecutivos
(figura 4) No perdamos de vista que estas caracterizaciones se atribuyen a Nico-
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maco de Gerasa s.I dC. En suma, vemos que la geometria y los niimeros deben ir de
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Figura 4: Suma de impares consecutivos (izquierda) y nimeros en escalera

la mano. Pero, a mediados del siglo XX, el uso de materiales manipulativos en la
ensenanza de las Matematicas fue considerado una forma de divulgacién del pro-
pio desarrollo cientifico. Asi, el conocido uso de espejos, disenos, construcciones,
minicalculadora, dbacos, material multibase, etc. permitia entender relaciones,
identificar contenidos,... En suma, ilustrar fenémenos. Lo mas importante de los

Figura 5: El libro de espejos que permite visualizar la multiplicacién de imagenes

materiales es que nos permiten lanzar preguntas desafios. Asi, mediante el libro
de espejos, nos preguntamos ;cuantos cuadraditos se veran cuando colocamos
tres delante del espejo? Y, ;cémo los veremos? Estas situaciones aparentemente
geométricas, tienen un alto contenido aritmético.

3. Tipos de relaciones numéricas visualizadas

A partir de visualizaciones de configuraciones puntuales, podemos trabajar el des-
cubrimiento de propiedades aritméticas. Con las representaciones se consigue in-
tuir resultados, que de otra manera serian mas complicados. Pero, ademas de ayu-
dar, en especial la representacion lineal, sirve para situar un nimero, y se pueden
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dar representaciones a escalas diferentes que permiten el reconocimiento
de propiedades de la ordenacién en conjuntos numéricos diferentes. En efecto,
al averiguar los nimeros que faltan en las lineas siguientes, el estudiante se ve
obligado a tratar con los decimales y las fracciones para resolver el problema,
“por analogia”con lo que ha hecho con los naturales. No se trata, pues sélo de
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Figura 6: Representaciones en la linea numérica en la que hay que buscar niimeros
ausentes

que se entienda mejor, sino que se plantean auténticos problemas matematicos y
establecimiento de relaciones numéricas de proximidad y lejania. Con una com-
binacion de representaciones o textos en lenguajes o situaciones diferentes, se
puede analizar estrategias que se apliquen a todo tipo de calculo; en particular se
refuerza el calculo exacto y aproximado porque se sitiian los niimeros en relacién
los unos con los otros, se mantiene el orden y se refleja un resultado que quizas
se ha verbalizado antes. En efecto, en la figura, se reconocen acotaciones de una
adicion mediante visualizacion en la linea. Se escriben de forma simbdlica para
no perder de vista las operaciones implicadas.
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Decena aproximada
S0+10 = 43+158 = 50 +20 “alor exacto
FANEN AN 43+18 = 53 +8 =61
0 31 10 g \
RS
Figura 7

Al comparar las representaciones, se da la oportunidad de ver que la descomposi-
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cion no se interpreta como tal en la linea, sino que indica un cambio de orden
en el salto para conseguir el resultado. También la decena aproximada se inter-
preta diferente, ya que me permite ver que el resultado que busco “se acerca’al
que se obtiene con decenas exactas. En la figura siguiente, se dan los primeros
términos de los nimeros hexagonales (6,6 + 9,6 + 9 + 13...) Los estudiantes dan
diversas soluciones, a partir de la visualizacién correspondiente. Asi, se establece
un primer grado de generalizacion, que es el encontrar la regla de formacién y
conteo de los niimeros hexagonales por si mismos. En el caso de la figura, se puede
“ver”ademas que el nimero hexagonal es suma del nimero triangular de nivel 4
(es decir, de tipo n — 2), y 3 triangulares de nivel 3 (es decir, de tipo n — 3).

Figura 7: Imagen de los nimeros hexagonales que nos permite inducir su férmula

Asi, puede generalizarse el resultado a cualquier niimero n-poligonal. Cosas seme-
jantes se podian ver con el pentagonal. En la figura 9, se puede ver como ir de la
representacion sustractiva a una algebraizacién o bien mediante una observacion
aditiva a otra diferente.

EEE
EEEEEN
EEEEEED
ooo EEE
O000 EEEN
OO0O0 EEEEG-1) EEEE
O00O0 EEEE L
5 EEEE
n?—1=Mmn-1)>%*+2n-1) (n+1)2=n*+2n+1

Figura 8: Formas diferentes de representar algebraicamente una propiedad
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En el dibujo de la figura 9 permite ver que un nimero pentagonal es suma de
tres triangulares como otro ejemplo interesante entre los muchos posibles.

Figura 9: Una manera de Ver como son los nimeros pentagonales

Los elementos visuales aritméticos y las relaciones de parte todo. Dados
dos nimeros permite establecer diversas relaciones: el doble de cada uno, la suma
entre ellos, la diferencia entre ellos, etc . Todo ello deberia visualizarse, ya que
responde a contextos cardinales simples como “A tiene... B tiene... cuantos tienen
en total”, o bien o ““cudntos le faltan a A para tener... ""entre A y B tienen...
A tiene... cudntos tiene B”. Las situaciones parte/todo también pueden ser de
medida: “el Estado A -que tiene... metros cuadrados y B... se ponen de acuerdo
para fusionarse... qué superficie ocupara el nuevo estado?”. O bien “Si A tiene
1/4..., qué parte le falta para completarlo todo”. Y se dan también situaciones
temporales interesantes como : “ha transcurrido... y ... , cuanto ha transcurrido
desde el inicio al final”, ;cuantos dias faltan para la cuenta atras si han pasado
... v se empezd.. dias antes del lanzamiento?”. O bien situaciones monetarias
como: “he comprado... que vale... y luego... que vale... cuanto ha costado todo”, o
“he gastado en total... y en ... gasté... , cuanto gasté en lo demas”o bien “quiero
comprar... que cuesta... y dispongo de... cuanto me falta”. E incluso en situaciones
de comparacién se da ese esquema, si se piensa “hay 13 animales mamiferos
de los que 5 son hipopétamos. ;jPor qué no puede haber 9 caballos?”En este
tipo de relaciones, el razonamiento comparativo puede permitirnos ver relaciones
importantes entre la parte y el todo. Si hay 8 no hipopétamos, no pueden ser mas
que esos, los que sean caballos.
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