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Resumen

Se presenta una manera de solucionar ecuaciones cuadraticas a partir de
de las proposiciones 5 y 6 del libro II de los Elementos de Euclides. Se
estudian estas proposiciones, su demostracién y aplicacién en la solucién
de las ecuaciones cuadraticas resaltando su valor didactico. Se presenta
ademas la solucion de algunas de las ecuaciones cuadraticas que distinguia
Al-Kharizmi, quien utilizaba, al igual que Euclides, la aplicacién de dreas
en su resolucion.

1. Introduccion

La historia de la matematica ha sido estudiada por la didactica de la matematica
bajo distintos puntos de vista: desde informaciones histéricas que sirven para
motivar un nuevo tema, hasta la construccién de secuencias didacticas inspiradas
en la progresion historica seguida en el desarrollo de algunas teorias. En cualquier
caso, la historia nos ofrece diferentes situaciones las cuales pueden ser la base de
actividades didacticas en el aula e incluso puede ser utilizada por el profesor
como referencia para anticipar dificultades o errores posibles en el aprendizaje
del estudiante.

Este trabajo centra su interés en la resolucion de ecuaciones cuadraticas dentro
de su marco histérico, partiendo del contexto geométrico que sirviéo como base en
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la antigiiedad, con el fin de que puedan ser utilizados también hoy como contexto
para la construccion de este concepto en aula.

Este hecho permite satisfacer diversas necesidades como:

» Representar las matematicas como parte de la cultura humana que evolu-
ciona con ella, preparando asi el terreno para llegar a la organizacién de los
conceptos matematicos que tienen actualmente.

= Reconocer la importancia del lenguaje simbdlico y de las técnicas, y las
insuficiencias y ambigiiedades de cada formalismo.

= Construir y profundizar los conceptos mateméticos que se han elegido por
la diversidad con la cual cada época los presenta.

Se puede crear una secuencia de situaciones didacticas, basadas en la reflexién
sobre los métodos de solucion de las ecuaciones cuadraticos utilizados en cada
época, viendo las posibilidades y los limites de cada uno en particular, insistiendo
en los estudiantes la idea de que las matemaéticas evolucionan y que no son una
ciencia hecha y estatica.

2. El Algebra Geométrica

2.1. Euclides

Los griegos, aunque se cree que conocian los métodos de los babilonios(métodos
puramente algebraicos) para la resolucién de ecuaciones, desarrollaron métodos
geométricos para resolverlas y comprobar algunas de sus propiedades propiedades.

En el libro IT de Los Elementos, de Euclides(300 a. De C.), hay 14 proposi-
ciones que permiten resolver problemas algebraicos. Actualmente, nuestra alge-
bra simbdlica los podria resolver rdpidamente, pero el dlgebra geométrica resulta
importante en la escuela por su valor didéactico, debido a que sus procedimien-
tos involucra la aplicacién de areas, situacion que es mas significativa para los
estudiantes que una simple transposicién simbdlica.

A continuacion se presenta un método de solucion para las ecuaciones cuadraticas
de la forma
ar — 22 =V y ax+2® =0
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Basada en la proposicion 5 de los elementos de Euclides, procedimiento conocido
como “aplicacion de areas ”.

Proposicion 5. Si se divide una recta en partes iqguales y desiguales, el rectangulo
comprendido por las partes desiquales de la recta entera, mas el cuadrado de la
diferencia entre una de las dos partes iguales y una parte desigual, es equivalente
al cuadro de la mitad de la recta dada.

A G D B

N \

Demostracion. Dividase la recta AB en partes iguales por el punto GG y en partes
desiguales por el punto D. Constriyase el cuadrado GEZ B sobre la recta GB;
tracese la BE; por el punto D la DH paralela a GE y BZ; por el T la KM
paralela a las AB y EZ y por el A la AK paralela a las GL y BM. Puesto
que los complemento G'T" y T'Z son iguales, anadase el DM comun y entonces el
rectangulo entero GM serd equivalente al DZ entero; pero el GM es igual al AL
por que la recta AG es igual a la GB, y, por tanto, el AL también serd igual al
DZ. Anadase el rectangulo G'I" comuin, entonces el AT sera equivalente al gnomon
MNX; pero el AT esta comprendido por las rectas AD y DB por que la DT
es igual a la DB; luego el gnomon M N X serd equivalente a dicho rectangulo.
Anadanse ahora el LH comin, que equivale a cuadrado de GD y el gnomon
MNX mas el cuadrado LH serd equivalente al rectangulo comprendido por las
recta AD y DB mas el cuadrado de GD; pero el gnomon M N X y el cuadrado LH
forman el cuadrado GEZ B, que es el construido sobre GB; luego el rectangulo
comprendido por las rectas AD y DB mas el cuadrado de G D equivale a cuadrado
de GB. O

A continuacién mostraremos una secuencia légica, que se puede convertir en se-
cuencia didéactica, para el caso de la solucion de ecuaciones cuadraticas de la
forma ax — 22 = b2, cuya proposicién final es la proposicién 5 del libro II de
Euclides. (Debe leerse de abajo hacia arriba)
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Proposicién 5 del libro 11
I-NC1 I-NC2 II-DEF2 [-PRO43 I-PR|O31 I-P |O46 I-PRO10
1\} lk 1\4 | | |
I-NC3 I-PRO4 I-PRO34 I-NC1 I-PRO33 I-PRO31 I—PTOH
| | I-PRO27 ]LL ]LL
I-PRO26 I-PRO27 I-PROS I-PRO1
I-PRO16
l— I-PlLLO4 I-PRO9 I-PlLLOl
I-PRO4 I-PRO15 I-PRO10
| I-NC9 I-PRO8 I-PRO1 I-NC1
I—lJC?) I-PRO13
I-PRO7
I—l\JCl I-lJCQ I-PP{OH
I-PRO5 I-PRO2
I-NC3 I-PRO4 I—l\JCl I—l\JC?) I—PlkOl

mas concisamente las Nociones Comunes, Definiciones y Proposiciones que se
utilizan son los siguientes:

Libro I Nociéon Comin 1 Libro I Nociéon Comun 2
Libro I Nociéon Comitn 3 Libro I Nocién Comtn 9
Libro I Proposicion 1 Libro I Proposicién 2
Libro I Proposicion 4 Libro I Proposicién 5
Libro I Proposicién 7 Libro I Proposicién 8
Libro I Proposicién 9 Libro I Proposicién 10
Libro I Proposicion 11 Libro I Proposicién 13
Libro I Proposicién 15 Libro I Proposicién 26
Libro I Proposicion 27 Libro I Proposicién 31
Libro I Proposicién 33 Libro I Proposicién 34
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Libro I Proposicién 43 Libro I Proposicién 46
Libro IT Definicién 2

De otra forma, para resolver la ecuacién de segundo grado
ar — x? = b2, la aplicacién de la proposicién anterior equivale a lo siguiente:
sobre la linea recta AB, determinamos un segmento AB = a y construimos un
rectangulo ABM K de area a-x. Fijando en éste un cuadrado de lado x, DBMT,
obtenemos un nuevo rectangulo ADTK de drea ax — x?%, que es igual al drea de
un cuadrado de lado 0.

a

Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado > GBFE, se deduce,
Qa\ 2

del uso de la Proposicion 5 que el cuadrado GBFE de area <§) excede del

a
rectangulo ADTK de 4rea ax — x* = b?, en el cuadrado LTHE de lado 5~ x;

en nuestra notacion se tendria,
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que permite solucionar la ecuacién dada ax — 2% = b2
Ejemplo

Para solucionar la ecuacién 10z — z? = 21, se realiza el siguiente procedimiento
utilizando la proposicion 5:

; 10 i I;[
|

303



MEMORIAS XV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y III DE ARITMETICA

(10z — 2®) + (5 — x)* = 5
21+ (5 —2)* =25

(b—z)?=4
5—x=2
3=z

Para la solucién de ecuaciones cuadraticas de la forma ax 4+ 22 = b?, Podemos
usar la proposicion 6 de los Elementos de Euclides,que dice:

Proposicion 6. Si se divide una recta en dos partes iguales y se prolonga, el
rectangulo comprendido por la recta entera, mds la prolongacion, y por la prolon-
gacion, junto con el cuadrado de la recta mitad y la prolongacion.

A G B D

E H A

Demostracion. Dividase la recta AB en dos por el punto G y prolonguese hasta
D. Constriuyase sobre la recta GD el cuadrado GEZD; tracese la DE; por el
punto B la BH paralela a las EG y DZ; por el T la KM paralela a las AB y
EZ y por el Ala AK paralela a las GL y DM.

Puesto que AG es igual a GB, también sera igual al rectangulo AL al GT', y como
este es igual al T'Z, el AL sera igual al T'Z.

Si se anade el rectangulo comin GM, el AM sera equivalente a gnomon N XO;
pero el AM esta comprendido por las rectas AD y DB porque DM es igual DB;
luego también el gnomon N XO sera equivalente al rectangulo comprendido por
AD y DB y si se anade el rectangulo comin LH, que equivale al cuadrado de
G B, el rectangulo comprendido por AD y DB mas el cuadrado de GB equivalen
al gnomon NXO y el cuadrado LH; pero el gnomon y este cuadrado forman el
cuadrado GEDZ que es el construido sobre GD, 1.q.q.d. O

A continuacion mostraremos una secuencia logica, para la solucién de ecuaciones
cuadraticas de la forma ax — 22 = b?, cuya proposicién final es la proposicién 5
del libro II de Euclides.
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Proposicion 6 del libro I1 |

I-PRO34
I-NC1 I[-NC2 II-DEF2 I-PRO43 I-PRIE’J I—PlTO46 I-PRO29 I-PRO36 I-PRO10
\— Jor vetloms vodon oot
I-NC3  I-PRO4 I-PRO34 I-NC1 I-PRO33 I-PRO31 I—PTOH
| | I-PRO27
I-PRO26 I-PRO27 I-PlgOS I-PlgOl
I-PRO16
. I-Pl£04 I-PRO9 I-PAOl
I-PRO4 I-PRO15 I—PTOlO
| I-NC9 I-PROS I-PRO1 I-NC1
I—l\JC?) I-PRO13
I-PRO7
I—lJCl I—l\JCQ I-PPlOll
I-PRO5 I-PRO2

I—lJC?) I—Pl£04 I—lJCl I—lJC?) I—PlkOl

de una forma mas sintética las Nociones Comunes, Definiciones y Proposiciones
que se utilizan son los siguientes:

Libro I Nociéon Comin 1 Libro I Nociéon Comun 2
Libro I Nociéon Comtn 3 Libro I Nocién Comtn 9
Libro I Proposiciéon 1 Libro I Proposicién 2
Libro I Proposicion 4 Libro I Proposicién 5
Libro I Proposicién 7 Libro I Proposicién 8
Libro I Proposicién 10 Libro I Proposicién 11
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Libro I Proposicién 13 Libro I Proposicién 15
Libro I Proposicién 16 Libro I Proposicién 26
Libro I Proposicién 27 Libro I Proposicién 29
Libro I Proposicién 31 Libro I Proposicién 33
Libro I Proposicién 34 Libro I Proposicién 36
Libro I Proposicién 43 Libro I Proposicién 46

Libro II Definicion 2

Es decir que, para resolver la ecuacién de segundo grado az + 22 = b, la apli-
cacion de la proposicién anterior equivale a lo siguiente: sobre la linea recta AB,
determinamos un segmento AB = a y construimos, por una parte, un segmento
ABTK de érea a-x, y de otra , por prolongacién del segmento AB el rectangulo
ADMK de érea ax + 2%, que exceda al rectdngulo anterior en un cuadrado de
drea 2, y que es igual al drea de un cuadrado de lado b, es decir, ax + 22 = b2

Completando ahora la figura con otro cuadrado de lado §, LTHE y con el

a
rectangulo de lados x y > TMZH, en nuestra notacién se tendria,

ar +2° + <%)2 = <g+x)2
o+ () - (5+)
Vi (5 = e

2 9)2:9
b—|—<2 2—|—x

que permite solucionar la ecuacién ax + % = b2.

N

Ejemplo

Para solucionar la ecuacién 6x + 2% = 72, se realiza el siguiente procedimiento:
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I 6 i
T
6 2|z
| L
3 32
F—3+2—
(10z + 2%) + 3% = (3 + z)?
7249 = (3 +x)?
81 = (3 +x)°
9=3+=z
6=ux

2.2. Al-Khwarizmi

“Mamad ben Musa al-Khwarizmi”es considerado uno de los precursores del alge-
bra por la importancia de su obra y la forma como este resolvia las ecuaciones.
nacié y murié en Bagdad, se sabe poco de sus primeros anos. Seguramente era
originario de la ciudad persa de Khwarizmi (actual Jiva). Fue matemadtico, as-
tronomo y gedgrafo. Su contribucion a las matematicas esta estudiada con alguna
extension en El legado del Islam (pag. 498-504). Es posible que fuera él quien dio
a nuestros lenguajes el término “algebra”, por el titulo de su libro al-Jabr wa’l-
mugqgabala, esto es, “Ciencias de Reduccién y Cancelacion”. Su importancia en
la historia de las matematicas no estriba en este interesante detalle, sino en el
hecho de que fue el primero en presentar un tratado sistematico sobre tal materia.
Tomo tanto de los conocimientos griegos como de los hindtes, e influyé en el pen-
samiento matematico mas que ningun otro escritor medieval. Su principal aporte
consistié en la aplicacion de los nombres de los nimeros hindies a la solucion
numérica de las ecuaciones. Y en segundo lugar, su contribucién, “a la solucion
de las ecuaciones lineales que constituy6 el reconocimiento definitivo de la apli-
cacién de axiomas a la transposicion de términos y la reduccién de fracciones
implicitas a explicitas”. Sus dos soluciones a la ecuacién cuadratica 22 + pr = ¢
estaban basadas en métodos griegos. Por otra parte, no considero la raiz nega-
tiva, lo mismo que los posteriores escritores persas, de hecho, no fue reconocida
hasta el siglo XVII. Ni tampoco se interesé por las ecuaciones cubicas, aunque el
término “cubo”tuvo que serle familiar.
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El escritor musulman irani Muhammad Ibn Husain Bahauddin al-Amili (1547-
1621) dice que, segin al-Khwarizmi, la reduccién de una ecuacién se lleva a
cabo utilizando las operaciones de al-jabr (“completacién”, el proceso de re-
mover términos negativos de la ecuacién) y al-muqabala (“balanceo”, el proceso
de reducir los términos positivos de la misma potencia cuando suceden de am-
bos lados de la ecuacién. Luego, Al-Khwarizmi, basandose en estas operaciones,
muestra como resolver los seis tipos de ecuaciones, usando métodos de solucion
algebraicos y geométricos.

La cuales son:

Cuadrados iguales a raices.

Cuadrados iguales a nimeros.
= Raices iguales a numeros.

Cuadrados y raices iguales a ntimeros, es decir ; 22 + bz = ¢

Cuadrados y nimeros iguales a raices, es decir ; 22 + ¢ = bx

» Raices y nimeros iguales a cuadrados, es decir ; bx + ¢ = 22

A continuacién se presenta el método de solucion de Al - Khwarizmi para los tres
ultimos casos.

Cuadrados y raices iguales a ntimeros 2> + br = c.

Por ejemplo, para resolver la ecuacién 2 + 10z = 39, se escribe :
) )

un cuadrado y diez raices son iguales a 39 unidades. O sea, cudl es el cuadrado
que, combinado con diez de sus raices, dard una suma total de 39. La manera
de resolver este tipo de ecuacion es tomar la mitad de las raices mencionadas.
Ahora, las raices en el problema que tenemos ante nosotros son diez. Por lo tanto,
tomamos 5 que multiplicadas por si mismas dan 25, una cantidad que agregarés a
39 dando 64. Habiendo extraido la raiz cuadrada de esto, que es 8, sustraemos de
alli la mitad de las raices, 5, resultando 3. Por lo tanto el nimero tres representa
una raiz de este cuadrado.
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-

T 5% 72

5 52 5z
} 5 b

Como vemos, no incluian términos negativos y las soluciones negativas tampoco
eran aceptadas. Segun el algoritmo anterior se podia llegar a la siguiente formula
para resolver 2% 4 bx = ¢ :

8=

Cuadrados y ntimeros iguales a raices z? + ¢ = bz

Para resolver esta ecuacién, suponia que z? estaba representado por un cuadrado,
de modo que un lado de este cuadrado era x , a partir de este construian un
rectangulo cuya drea era c. La figura entera, o sea el rectangulo valdrd z2 + ¢
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y también bx , puesto que un lado del rectangulo es x , el otro lado valdria b.

Tomando el punto medio de este lado, es decir, 3Y construyendo un cuadrado

N
que valdria <§) )

.
1

F—r = —

b
5—33'

Se puede ver que hay dos rectangulos iguales en la figura, entonces el area del

2
cuadro negro valdra <§ — x) , luego se tendra:

Ejemplo

Resolver la ecuacién 22 + 21 = 10z Aplicando el metodo se obtenia que:

} 10 i

|5 — x|
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(5—12)*+21 = 5
(5—mx)*=25-21

(5-2)*=4
5—x=2
r=3

Raices y nimeros iguales a cuadrados bz + ¢ = 22

Representa 22 por el cuadrado ABCD cuyo lado AB es x, y tomando BE igual

a b, de modo que EFC'B representa bxr y, por consiguiente ADF'E sera igual a

¢ puesto que bz + ¢ = 2. Tomando el punto medio G de EB y construyendo el
b\ 2

cuadrado FGHI que valdria <§) y el AGKL, el rectdangulo LDF M serd igual

aIHKM porser LD =GB =FEG=1HYy
LM = IM = AG — EG; luego el cuadrado ALKG equivale a la suma del

2
rectangulo ADF'E y del cuadrado EFGHI y valdré por lo tanto ¢ + <g) y su

2
lado AG =y/c+ <g) luego;

2 2
A L D
I
5 M F
H K
G
B C

Ejemplo

Resolver la ecuacién z? = 3z + 4. Representa 22 por el cuadrado ABCD cuyo
lado AB es x, y tomando BFE igual a 3, de modo que EFCB representa 3z vy,
por consiguiente ADF E serd igual a 4 puesto que 3z 44 = 2. Tomando el punto

9
medio G de E'B se construye el cuadrado FGH I de area 1Y el cuadrado AGK L.

311



MEMORIAS XV ENCUENTRO DE GEOMETRIA Y III DE ARITMETICA

El rectangulo LDF M sera igual a ITHKM por ser LD = GB = EG = IH
y LM = IM = AG — EG,; luego el cuadrado ALKG equivale a la suma del

9
rectangulo ADFE y del cuadrado EGHI y valdra por lo tanto 4 + 77 su lado

/9
AG =14+ 1 luego;
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