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Resumen

La lectura de la ponencia del Dr. Claros ha inspirado dos ideas principales sobre las que
reflexionar. Por un lado, la caracterizacion de pensamiento matemdtico avanzado frente a
pensamiento matemdtico elemental que propone. Por otro, el doble papel del aula en las
investigaciones en diddctica del Analisis Matematico: como elemento clave por ser el ambiente
tradicional donde se desarrolla la ensefianza y el aprendizaje escolar, y como receptora de los
resultados de las investigaciones. Con este doble papel como telon de fondo, se proponen dos
lineas de debate sobre la investigacion en didactica del Analisis Matemdtico en contextos de aula:
la investigacion en el aula y la investigacion para el aula.

Palabras clave: Andlisis Matematico, pensamiento matematico avanzado, investigacion en el aula
y para el aula.

Abstract

Reading Dr. Claros lecture suggests two ideas to think about. On one hand, the characterization of
advanced mathematical thinking versus elementary mathematical thinking proposed. On the other
hand, the dual role of the classroom in the research about didactics mathematical analysis: as a key
element of the traditional context where teaching and learning are developed, and as a place where
research results may be applied. With this dual role as background, two discussing ideas related to
didactics on classrooms contexts research are proposed: classroom research and classroom
oriented research.

Keywords: Mathematical Analysis, advanced mathematical thinking, classroom research and
classroom oriented research.

INTRODUCCION

El Analisis Matematico ya ha sido protagonista de los seminarios de la SEIEM en afios anteriores:
en el segundo simposio (Pamplona, 1998) Lacasta disertod sobre el papel de los graficos cartesianos
en el estudio de las funciones; el siguiente afio en Valladolid, Azcarate, Camacho y Sierra hicieron
un recorrido sobre las investigaciones en didactica del Andlisis Matematico; un afio mas tarde en
Almeria, Contreras planted la ensefianza del Analisis Matematico en el bachillerato y primer curso
de universidad desde la teoria de los obstaculos epistemologicos y los actos de comprension. En el
2003 Gonzalez y Sierra nos presentaron el método de investigacion historico en la didactica del
Analisis Matematico a través de un ejemplo con el concepto de limite en manuales, y en 2005 la
profesora Azcarate dirigié un seminario sobre la investigacion en didactica del Analisis Matematico
en el que Moreno, Font y Camacho abordaron tres nuevos aspectos: concepciones de profesores
universitarios, una aproximacion ontosemiotica a la didactica de la derivada y el uso de
herramientas de calculo simbdlico en la ensefianza y el aprendizaje, respectivamente. Hace tres afios
en Ciudad Real, en otro seminario dirigido por la profesora Moreno sobre la investigacion en
didactica de las matematicas por niveles educativos, Camacho nos ofrecié una revision sobre las
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investigaciones que se habian realizado en los tltimos 20 afios, en Espafia y a nivel internacional,
en didactica de las matematicas en el bachillerato y primeros cursos de universidad; gran parte de
los trabajos en estos niveles educativos tratan sobre conceptos del Analisis Matematico.

En el seno del Grupo de Investigacion en Didactica del Analisis Matematico (GIDAM) de la
SEIEM, se han abordado los principales conceptos propios de este area de conocimiento (limite,
infinito, series y sucesiones, funcion, derivada, integral) desde distintos modelos tedricos (APOS,
enfoque ontosemiotico), empleando multiples metodologias, técnicas e instrumentos de recogida de
datos (cualitativa, interpretativa; andlisis de manuales, entrevistas estructuradas, cuestionarios,
videograbaciones en el aula) y focalizando el objeto de estudio en los distintos protagonistas de la
ensefianza y el aprendizaje (profesores, alumnos, curriculo, libros de texto). Aunque el principal
escenario donde se llevan a cabo la ensefianza y el aprendizaje sobre los que investigamos es el
aula, este contexto pocas veces estd presente en nuestras investigaciones.

Normalmente se accede al aula para recoger informacion a través de un cuestionario en el que no
queda registro de las interacciones que se producen en el aula, las cuales tienen un papel decisivo en
la construccion del conocimiento, tanto por las interacciones entre iguales como por las que se
producen entre el profesor y los alumno (Planas, 2006). Para recoger esta informacion es necesario
el empleo de las grabaciones de video cuyo contenido facilita el andlisis de la manifestacion externa
del pensamiento de los alumnos a partir de gestos, habla y acciones (Planas, 2006; Powell,
Francisco y Maher, 2003).

Si el acceso al aula para pasar cuestionarios resulta complicado por la obtencion de los permisos del
centro y la disposicion del profesor para realizar este tipo de actividades, pretender grabar en la
clase para obtener informacion sobre como se produce la ensefianza y el aprendizaje en un ambiente
natural, puede resultar imposible. En general, la busqueda, coordinacion e implicacion del
profesorado o de los centros es una labor compleja: “Es muy dificil controlar a la perfeccion estas
variables, basicamente, porque la realidad la impone el profesorado que estd dispuesto a participar,
el cual estd integrado en un centro determinado y con unos alumnos concretos que condicionan la
experiencia. Hay aspectos que pueden controlarse, pero no todos.” (Bruno, 2002). Una vez en el
aula, la recogida de datos tiene que lidiar con los imprevistos del dia a dia que repercuten en la
validez de los datos: que un alumno de la muestra no acuda a clase, que por un error en la reserva
de un aula no se pueda utilizar un aula de ordenadores, o que se pierda un episodio interesante
porque el profesor se sienta presionado por cumplir un programa o llegue la hora de que entre otro
profesor en el aula.

La afirmacion anterior sobre la poca presencia del aula en nuestras investigaciones no pretende ser
una critica. Las dificultades asociadas a la obtencioén de datos justifican sobradamente que nuestras
preguntas de investigacion no se planteen para ser respondidas con una incursion en el aula. Sin
embargo, a pesar de que en muchas investigaciones el aula no estd presente explicitamente, en la
mayoria de ellas se arrojan resultados aplicables a la misma (en relacion a la figura del profesor, del
curriculo o del alumno). Este es el caso de las investigaciones que nos presenta el profesor Claros,
si bien no se han llevado a cabo en el aula, cumplirda con su aplicabilidad a la misma cuando
completen el objetivo de “desarrollo de actividades para los alumnos y orientaciones para los
profesores” basados en los resultados que nos ha presentado.

SOBRE LA PONENCIA DEL PROFESOR CLAROS

El profesor Claros nos ha expuesto un resumen de las tesis que han defendido ¢l mismo y la Dra.
M? Teresa Sanchez en las que comparten la base sobre la que se asientan, lo que €l llama los “tres
pilares” (fenomenologia, sistemas de representacion y pensamiento matematico avanzado). El matiz
que diferencia ambas investigaciones es el objeto matematico sobre el que trabajan: el limite finito
de una sucesion y sucesion de Cauchy, en el caso de Claros (Claros, 2010) y el limite finito de una
funcion en un punto, en el caso de Sanchez (Sanchez, 2012).
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Claros comienza su discurso marcando la necesidad de encontrar un marco tedrico que aglutine las
investigaciones que se lleva a cabo en area del Analisis Matematico, mas concretamente en relacion
al concepto de limite, y una metodologia de investigacion con la que se puedan abarcar tanto las
investigaciones que estudian distintos ambitos de la didactica como son el profesor, los alumnos o
los libros de texto, como las investigaciones que tratan distintos conceptos propios del Analisis
Matematico. En la comunicacioén describe el marco tedrico y la metodologia que han empleado en
las tesis y que contintian empleando extendiendo el objeto de estudio al limite infinito de una
funcién en el infinito.

En relacion al marco teodrico, nos presenta los tres pilares sobre los que se apoyan sus
investigaciones: la fenomenologia del concepto de limite finito (de sucesion y de funcidon en un
punto) y de sucesion de Cauchy, los sistemas de representacion y el pensamiento matematico
avanzado. Del andlisis fenomenoldgico deriva los dos fendmenos que han encontrado para los tres
casos, lo que denominan fendmenos de aproximacion intuitiva (a.s.i; a.s.i.c.; A.D.I) y fenomenos de
retroalimentacion o de ida y vuelta (i.v.s; i.v.s.c; LV.F) y liga estos fenomenos con el pilar del
pensamiento matematico avanzado. Los fendmenos de aproximaciéon estan relacionados con la
intuicidn; requieren procesos cognitivos que se engloban en lo que se conoce como pensamiento
matematico elemental. Los fendmenos de retroalimentacion pertenecen a un ambito formal y su
cognicion requiere un pensamiento matematico avanzado. En cuanto a los sistemas de
representacion, distinguen dos formas en las que aparece el limite en la ensefianza, como ejemplo o
en una definicion, que se combinan con los cuatro registros que consideran convenientes para
representar el limite: verbal, grafico, simbolico y tabular o numérico. Para llevar a cabo este trabajo
han empleado una combinaciéon de métodos seglin el foco de atencion: andlisis de libros de texto,
cuestionario para alumnos o profesores y entrevistas semiestructuradas a profesores.

Pensamiento Matematico Elemental vs Pensamiento Matematico Avanzado

La investigacion en Didactica del Analisis Matematico deriva del grupo de trabajo que se cre6 en
1985 en el seno del congreso Psychology of Mathematics Education, cuya principal preocupacion
fue estudiar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la Matematica en niveles de ensefianza
superior (bachillerato y primeros cursos de universidad) (Azcarate, 1998; Azcarate y Camacho,
2003). Existe un consenso en la dificultad para determinar la linea divisoria de los modos de
pensamiento “elemental” y “avanzado”, pero a pesar de que el paso de un modo elemental de
trabajar con los conceptos matematicos a otro avanzado o superior no se da en forma de salto, sino
como una transicion en la que la actividad matematica requiere cada vez modos de pensamiento
mas sofisticados, distintos investigadores continian buscando una caracterizacion entre ambos
modos de pensamiento que contribuya a mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje (Selden y
Selden, 2005).

Existe un consenso tacito con Dreyfus (1990) en que no se puede distinguir el pensamiento
matematico elemental (PME) del pensamiento matematico avanzado (PMA) porque se pongan en
juego procesos mentales como “analizar, categoriza, conjeturar, definir, formalizar, generalizar,
probar o sintetizar”, ya que cuando un niflo pequefio realiza tareas matematicas sencillas desde un
punto de vista matematico también pone en juego alguno de estos procesos, incluido la abstraccion;
sin embargo, es cierto que las matematicas asociadas a conceptos matematicos mas complejos
requieren con mas vehemencia de estos procesos mentales (p. 114).

Debemos diferenciar entre dos acepciones del adjetivo “advanced” relacionadas con el objeto al
cual adjetiva: el concepto matematico con el que se trabaja o el tipo de pensamiento que un
individuo pone en juego cuando realiza tareas matematicas. En el primer caso, el adjetivo hace
referencia a la complejidad del concepto que se considera “no basico” porque se basa en otros sin
cuya comprension no se puede abordar; en el segundo, el adjetivo caracteriza la demanda de
procesos mentales como abstraer y demostrar que normalmente se llevan a cabo en los ultimos
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cursos de secundaria y en la universidad. Ambos estan forzosamente relacionados porque un
concepto elemental desde el punto de vista matematico, normalmente requerira un modo de
pensamiento mas sencillo que otro cuya complejidad precise poner en juego no solo la comprension
de otros conceptos relacionados con ¢€l, sino otras habilidades cognitivas mas complicadas (Dreyfus,
1990; Selden y Selden, 2005).

De las distintas caracterizaciones que se han propuesto sobre el PMA (Edwards, Dubinsky y
McDonald, 2005; Harel y Sowder, 2005; Rasmussen, Zandieh, King y Teppo, 2005; Robert y
Schwarzenberger, 1991; Tall, 1991), Claros y su equipo se apoyan en la postura de Edwards, y
otros (2005) y Rasmussen, y otros (2005) que consideran que la distincion entre PME y PMA no
debe centrarse en el contenido sino “en la naturaleza de la actividad matematica en la que participa
el alumno” (Rasmussen, y otros, 2005). En este sentido, a pesar de que el concepto de limite se ha
considerado tradicionalmente propio del PMA (Cornu, 1991, Dreyfus, 1991), Claros y su equipo
proponen centrar la atencion en el tipo de fendmenos que describen (a.s.i, i.v.s,...) para decidir si la
actividad que lleva a cabo el alumno en relacion al concepto de limite se considera dentro del PME
o del PMA. Siendo asi, los fenémenos a.s.i/A.D.I que se desarrollan en lo que llaman un ambito
intuitivo (para el caso de la sucesion se evaluan términos de la sucesion para valores de n cada vez
mayores y se comprueba que se obtienen valores que estan cerca de un valor fijo, el limite) son
propios del PME mientras que los que se desarrollan en el &mbito formal pertenecen al PMA.

Esta caracterizacion parece otorgarle a la intuicion un papel decisivo para distinguir el PMA del
PME, cuando para Tall (1995) es precisamente la intuicion un elemento facilitador del
“pensamiento creativo y la investigacion” propios de los “matematicos profesionales y sus
alumnos” que alcanzan niveles superiores de PMA. Cabria entonces preguntarse si realmente la
actividad matematica que se desarrolla en el &mbito intuitivo es la caracteristica del PME frente al
PMA, para los casos de limite finito de sucesion y de funcion en un punto o, por el contrario, la
intuicion de lo que ocurrird cuando el proceso iterativo consistente en evaluar términos de la
sucesion continua un numero de veces lo suficientemente grande, es un rasgo de pensamiento
avanzado. Siguiendo el paralelismo que propone Claros con la teoria APOS, lo que ¢l declara como
conjetura acerca de una propiedad de la sucesion (o funcidn), es decir, la intuicion del candidato al
limite, para Brown, McDonald y Weller (2008) se corresponde con una concepcion proceso de
proceso iterativo infinito que va mas alld del pensamiento matematico elemental. Dado que no
queda claro el papel de la intuicion como caracteristica de un modo de pensamiento elemental,
quiza haya que preguntarse si realmente se puede considerar que interviene la intuicion en la accion
de comprobar el resultado de evaluar una funcién en varios puntos (seglin el caso sucesivos valores
de n o sucesivos valores de x cercanos a un valor fijo); esto parece mas bien un acto descriptivo que
intuitivo, lo cual encaja con la caracterizacion de Tall (1991): “el paso de la matematica elemental
al pensamiento matematico avanzado involucra una transicion: de la descripcion a la definicion, del
convencimiento a la demostracion ldgica basada en las definiciones” (p. 20).

INVESTIGACION EN EL AULA VERSUS INVESTIGACION PARA EL AULA: LA
TRANSFERENCIA DE LOS RESULTADOS.

El titulo del seminario (Investigacion en Didactica del Analisis en contextos de aula) sugiere algun
comentario en el que esté presente el aula, bien por su papel en las preguntas de investigacion, bien
por su papel en los resultados mas o menos aplicables de las investigaciones.

En el primer caso me refiero al aula como elemento imprescindible en la investigacion porque sea
este el ambiente en el que se desarrolle la actividad o se observe el objeto que van a ser
investigados. Se ha comentado las dificultades operativas que supone acceder a un aula para recoger
informacion, y la trascendencia que tiene esta limitacion en las preguntas de investigacion que se
pueden responder accediendo al trabajo del aula.
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En el segundo caso, el aula es el escenario al que directa o indirectamente se vierten los resultados
de las investigaciones. En relacion al aula de secundaria obligatoria, Font (2011) distinguié ocho
preguntas o necesidades del sistema educativo, representado en su persona como profesor de
secundaria, a las que en mayor o menor medida dan respuesta algunas investigaciones cuyos
resultados se han presentado en comunicaciones y ponencias presentadas a los Simposios SEIEM
entre 1998 y 2010. No ocurre lo mismo en secundaria no obligatoria (bachillerato) y nivel
universitario en los que, segun Camacho (2011), los resultados de las investigaciones llevadas a
cabo en el seno de la SEIEM no son lo suficientemente visibles en la practica del aula. Para
solventarlo, propone que los avances derivados de las investigaciones se plasmen en la practica de
la ensefianza a partir de la elaboracidon de materiales curriculares.

Gonzalez (2007) anade otro frente al que deben derivar los resultados de las investigaciones,
sefialando la formacion de profesores como uno de los objetivos de las agendas de investigacion. En
este campo merece la pena destacar el trabajo pionero que recientemente estan llevando a cabo
investigadores de la Universidad de Sevilla y de Alicante en el que se han utilizado los resultados
obtenidos en la investigacion de Sanchez-Matamoros (2004) en relacion a la comprension de los
estudiantes del concepto de derivada, para disehar modulos de ensenanza orientados a la formacion
de profesores de secundaria; sobre esta investigacion versa la aportacion de la profesora Sanchez-
Matamoros a este seminario. También Font (2011, p. 166) senala la utilidad de un constructo del
enfoque ontosemiotico para el disefio de un ciclo formativo en el master de Profesor de Secundaria
de Matematicas de la Universidad de Barcelona.

Por el momento, parece que el punto fuerte de la transferencia de los resultados de las
investigaciones en didactica del Analisis Matematico a la sociedad se esta produciendo en las aulas
universitarias con un perfil de alumno que no es el que mayoritariamente ocupa nuestras
investigaciones (alumnos de secundaria o primeros cursos de universidad), sino el del futuro
profesor de secundaria. Teniendo en cuenta que los investigadores que han llevado a cabo esta
transferencia estan de algiin modo vinculados a los cursos de formacioén del profesorado, cabe
preguntarse cual es el alcance de la capacidad de acceso al aula por parte de los investigadores.

UN EJEMPLO DE INVESTIGACION EN EL AULA Y PARA EL AULA

El trabajo que realicé para obtener el titulo de doctor por la Universidad de Salamanca (Codes,
2010) tuvo su origen en mi inquietud como profesora por los problemas de comprension que afio
tras aflo observaba en mis alumnos. La relativa facilidad que tuve para grabar en video tanto el
trabajo de mis alumnos como el mio propio en las sesiones habituales de clase, fue uno de los
motivos por los cuales los datos de la investigacion se obtuvieron integramente del aula. Sin entrar
en detalles de la investigacion que no vienen al caso en este seminario, comentaré brevemente
algunos aspectos que considero relevantes en relacion a la investigacion en el aula.

El uso del adjetivo “relativa” para referirme a la oportunidad que se me brind6 para acceder al aula
porque en su momento no hubo trabas institucionales, quiere destacar que la dificultad de investigar
en el aula no se debe solo al tema de los permisos y la buena disposicion del profesor que abre las
puertas de su clase a la camara, sino a otras cuestiones anejas que directa o indirectamente
repercuten en los resultados. Sin pretender una lista exhaustiva, enumero algunas de ellas:

e Para que los datos den cuenta de la realidad del aula, es necesario que los protagonistas se
sientan comodos y actuen con naturalidad. Para ello, ademas de contar con la participacion
voluntaria de los alumnos, comenzamos a grabar unos dias antes del comienzo de las clases
que requeria la investigacion. Asi, ademas de solventar algunos problemas técnicos, se
normaliz6 la presencia de las cdmaras en el aula.

e En una clase habitual priman los intereses docentes frente a los de la investigacion, de
modo que hay situaciones en las que se pueden perder datos, por ejemplo, por la hora de
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finalizacion de la clase: si ocurre un episodio interesante cinco minutos antes de que
finalice la clase, probablemente no dé tiempo a que concluya antes de tener que dejar de
grabar, bien porque otro profesor entre en el aula o porque el alumno o el profesor tengan
que acudir a otra clase.

e Es primordial disponer de herramientas adecuadas para realizar y almacenar las grabaciones
del aula y el soporte técnico que requiere el uso de las mismas. En nuestro caso fuimos
pioneros en recoger informacion del trabajo del alumno con el ordenador utilizando un
software que graba lo que acontece en la pantalla con independencia de la herramienta que
se esté utilizando para la resolver la tarea (Codes, Sierra y Raboso, 2007).

e Hay que asumir los contratiempos del dia a dia, como la ausencia de un determinado
alumno a clase o la disponibilidad de un aula. Estas situaciones reflejan una realidad de la
ensefanza que no siempre esta visible.

En relacion a la transferencia de los resultados de la investigacion, las actividades que disefi¢ han
seguido formando parte del material que empleo en mis clases y me apoyo continuamente en el
analisis teorico que realicé en la investigacion para que mi discurso ayude a que mis alumnos
establezcan conexiones entre los elementos matematicos pertinentes. Ademas, el visionado de las
grabaciones me ha descubierto la relevancia que tienen los aspectos socioculturales en los procesos
de construccién del conocimiento. Esta transferencia emergera en futuros trabajos.

En cuanto a los datos obtenidos, una gran parte no se utilizaron en la tesis pero han dado su fruto en
investigaciones posteriores (Codes, Delgado, Gonzélez y Monterrubio, 2013; Delgado, Gonzalez,
Monterrubio y Codes, 2013).

CUESTIONES PARA EL DEBATE

Propongo dos lineas de debate sobre la investigacion en didactica del Analisis Matematico en
contextos de aula.

En relacion a la investigacion para el aula, ;como podemos, desde nuestra posicion de profesores e
investigadores, facilitar la transferencia de los resultados de nuestras investigaciones en didactica
del Analisis Matematico al aula?, ;es un héandicap el que algunos investigadores en este area
desarrollen principalmente su labor docente en cursos en los que no se trabajan temas de Analisis
Matematico?, ;0 simplemente es que no sabemos vender nuestros productos?

Cuando miramos qué pasa con el Andalisis Matematico dentro del aula, focalizando en cualquiera de
los protagonistas: profesor, alumno o curriculo, ja qué se enfrenta el investigador cuando decide
recoger datos del trabajo que se lleva a cabo en el ambiente tradicional del aula lejos de un
ambiente de laboratorio (creado de forma artificial)?, ;qué preguntas de investigacion promueve el
aula?, ;hay marcos tedricos que se acomoden mejor que otros para obtener resultados utiles?, ;se
pueden obviar los enfoques socioculturales cuando cruzamos la puerta del aula para entrar en ella?
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