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UTILIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL
DE LA ARITMETICA POR MAESTROS EN FORMACION
EN TAREAS DE DIVISIBILIDAD

Use of the fundamental theorem of arithmetic
by a group of training primary teachers on divisibility tasks

Angel A. Lopez*® y Maria C. Caiiadas®
aUniversidad de Carabobo, PUniversidad de Granada

RESUMEN

Este trabajo muestra una investigacién que estamos realizando, relativa al conocimiento
matemadtico de futuros maestros sobre divisibilidad. En este capitulo presentamos resultados
de las respuestas dadas por 37 futuros maestros a dos cuestiones sobre divisibilidad y teorema
fundamental de la aritmética. Estos futuros maestros mostraron una utilizacién limitada de dicho
teorema y manifestaron dificultades para determinar todos los factores-divisores de un nimero
a partir de su descomposicién candnica.

Palabra clave: Divisibilidad; Divisores; Factores, Formacién de maestros; Teorema fun-
damental de la aritmética.

ABSTRACT

This work is part of an on going study on divisibility as mathematical knowledge of training
primary teachers. In this chapter we present results of the responses by 37 training primary
teachers to two questions on divisibility and the fundamental theorem of arithmetic. These future
teachers showed a limited use of this theorem. They expressed difficulties in determining all
factors-divisors of a number from the canonical decomposition of such number.

Keywords: Divisibility; Divisors; Factors, Fundamenthal teorem of arithmetic; Training
primary teachers.

INTRODUCCION

Las actividades que requieren de la utilizacién del teorema fundamental de la arit-
mética plantean dificultades a los estudiantes de diferentes niveles educativos. En las
aulas, es usual encontrarse con la pregunta de si el nimero 1 es primo. Hay maestros en

L6pPEZ, A. A. y CANADAS, M. C. (2013). Utilizacién del teorema fundamental de la aritmética por
maestros en formacién en tareas de divisibilidad. En L. Rico, M. C. Cafiadas, J. Gutiérrez, M. Molina e L.
Segovia (Eds.), Investigacion en Diddctica de la Matemdtica. Homenaje a Encarnacion Castro (pp. 59-66).
Granada, Espafia: Editorial Comares.
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formacion que, en una descomposicién en factores primos como 3?x53x7, para respon-
der si 21 es factor o divisor del nimero dado, expresan el nimero en su representacion
decimal y hacen la divisién, sin percatarse de que ese proceso no es necesario (Lopez,
Castro y Canadas, 2013). Es frecuente que la transformacién del nimero 45, (como el
producto de factores primos) sea realizada sin dificultad pero que, a su vez, no consideren
15 como factor o divisor de 45. Esta y otras situaciones similares tienen que ver con el
teorema fundamental de la aritmética. Por ejemplo, si un estudiante considera que el 1
es un nimero primo, entonces la descomposicién no seria inica (las descomposiciones
con y sin el 1 serian diferentes y vélidas).

El teorema fundamental de la aritmética es util para la realizacion de algunas tareas
de divisibilidad que se plantean en educacién primaria. Por tanto, es posible que los
futuros maestros tengan que ensefiarlo en sus aulas. Ademds, consideramos que no es
suficiente que dicha ensefianza se limite al enunciado del teorema, y que su uso no
deberia restringirse a la descomposicion de un nimero en factores primos. Estas razones
nos motivan a realizar el presente trabajo.

En este capitulo analizamos la utilizacién del teorema fundamental de la aritmética
que hace un grupo de futuros maestros cuando responden dos cuestiones sobre divisi-
bilidad. En el resto del capitulo, describimos el teorema fundamental de la aritmética e
introducimos la estructura conceptual de la divisibilidad, presentamos el objetivo de la
investigacion, explicamos el método, describimos e interpretamos los resultados y, por
ultimo, recogemos las conclusiones.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA Y DIVISIBILIDAD

La primera parte del teorema fundamental de la aritmética hace referencia a la
posibilidad de descomponer cualquier nimero entero mayor que uno en factores primos.
Esta descomposicion es considerada un procedimiento en si mismo en el curriculo de
educacién primaria (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007) y en los libros de texto
de este nivel educativo. Ademas, la descomposicidn en factores primos se usa como
parte de un algoritmo que permite calcular divisores de dos 0 mis nimeros, el minimo
comun multiplo y el mdximo comun divisor.

En la descomposicion de un niimero entero positivo en factores primos, distinguimos
entre factores-divisores explicitos (cada uno de los factores primos con su respectiva poten-
cia que expresan el nimero) y factores-divisores no explicitos (el resto). En estos tltimos,
diferenciamos entre los no explicitos de base y los no explicitos de productos internos.
Por ejemplo, en la descomposicion candnica 32x53x7, los factores-divisores explicitos del
nimero son 3%, 53y 7; los niimeros 3, 5y 5% son los tnicos factores-divisores no explicitos
de base; y 15, 75, 175 o 1125 son factores-divisores no explicitos de productos internos.

La segunda parte del teorema plantea la unicidad de la descomposicién en factores
primos. Esta parte del teorema queda al margen en las actividades donde se hace uso del teo-
rema en educacion primaria y, usualmente, solo se encuentra en el enunciado del teorema.



UTILIZACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA POR MAESTROS EN FORMACION 61

La teorfa elemental de nimeros y, en particular, el teorema fundamental de la
aritmética se consideran contenidos utiles para que los futuros maestros logren una
comprension conceptual de propiedades y estructuras numéricas (NCTM, 1989) y para
que puedan entender y tratar sus ideas fundamentales en las aulas (Conference Board
of the Mathematical Sciences, 2001). Zazkis y Campbell (1996) constatan que, aunque
muchos futuros maestros de educacion primaria estan familiarizados con dicho teorema
y son capaces de enunciar y explicar su significado, no tienen la capacidad de aplicarlo
en la resolucién de problemas sobre divisibilidad.

Estructura
Matematica
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primos === l— --{ Unicidad de la descomposicion
i T i
Factores explicitos Facto!' es no
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Figura 1. Estructura conceptual de divisibilidad
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En la Figura 1 presentamos la relacion que hemos considerado con el teorema funda-
mental de la aritmética y la estructura conceptual de la divisibilidad. La descomposicién
en factores primos aporta informacion importante para decidir sobre factores-divisores
de un nimero y, en general, para decidir sobre las relaciones de divisibilidad.

Zazkis y Liljedah (2004) asocian la comprension de la divisibilidad en N, con la
descomposicion en factores. Muchos autores han coincidido en sus investigaciones en
la necesidad de avanzar en el campo de la teoria elemental de nimeros y maestros en
formacion, asi como en la comprensién de conceptos relacionados con la divisibilidad
(Brown, Thomas y Tolias, 2002; Castro y Molina 2011; Leinkin, 2006; Zazkis, 2000).

OBJETIVO DE INVESTIGACION

El objetivo del trabajo que recogemos en este capitulo es describir la utilizacién que
hacen futuros maestros de educacién primaria del teorema fundamental de la aritmética,
en tareas sobre divisibilidad. Esperamos poder aplicar los resultados para la mejora de
la docencia de los futuros maestros.

METODO

Desarrollamos 3 sesiones de trabajo sobre divisibilidad con 37 maestros en for-
macion que cursaban la asignatura Bases Matematicas para la Educacién Primaria, del
Grado de Maestro de Educacion Primaria de la Universidad de Granada en 2012. Nos
centramos en una sesion en la que realizaron una tarea compuesta por varias cuestio-
nes. Debian resolver la tarea individualmente, aunque estaban organizados en grupos
de 3 0 4 compaiieros, con los que podian hablar. Los futuros maestros disponian de 1,5
horas para esta tarea. Recogimos el trabajo individual escrito y grabamos en audio las
discusiones de cada uno de los grupos. Por su relacién con el teorema fundamental de
la aritmética, nos centramos en las cuestiones 4 y 5 de la tarea mencionada.

4. Escribe todos los factores del nimero 459 distintos de 3 y 17. Explica tu res-

puesta.

5. Escribe un ntiimero, diferente de 45, que tenga exactamente seis divisores.

Explica tu respuesta.

Con cada una de las cuestiones, indagamos sobre el uso o no del teorema y la con-
sideracién de los factores explicitos y no explicitos en la descomposicién candnica de
un numero. La Cuestion 4 se refiere a una situacién familiar para los futuros maestros,
mientras que la Cuestion 5 supone una situacion poco habitual ya que la respuesta no
es Unica, por lo que les proponemos un ejemplo del que puedan extraer conclusiones.

Con base en nuestros intereses investigadores y una revision preliminar de las res-
puestas, consideramos las siguientes categorias para el andlisis de las mismas: utilizacién
del teorema (utilizacién de la descomposicion canénica de un nimero, consideracion
de la unicidad establecida por el teorema) y reconocimiento de los diferentes tipos de
factores-divisores definidos anteriormente. Codificamos las respuestas de los futuros
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maestros con estas categorias. Presentamos un ejemplo de codificacién de la respuesta
de Jests a la Cuestién 4, en la Figura 2.
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FE: Identifica los factores explicitos (27 y 17)
FNEB: Reconoce los factores no explicitos de base (3 y 9) H

FNEPI: Determina los factores no explicitos de productos internos (51,153 y 459)

Figura 2. Respuesta de Jesiis a la Cuestion 4

RESULTADOS Y DISCUSION

A la Cuestion 4 respondi6é un 78,4% de los futuros maestros, mientras que a la
Cuestion 5 respondié un 67,6%. Resumimos la informacion referente a las categorias
consideradas en la Tabla 1. Los datos son porcentajes sobre el total de respuestas dadas
a cada una de las dos cuestiones.

Tabla 1. Respuestas de las cuestiones 4y 5, expresadas en porcentajes

N° UTFA FE FNEB FNEPI
4 75,9 72,7 81,8 72,7
5 60,0 73,3 60,0 53,3

Nota. UTFA=utiliza el Teorema fundamental de la aritmética, FE=identifica los factores
explicitos en la descomposicion canonica;, FNEB=reconoce los factores no explicitos
de base en la descomposicion canonica; FNEPI=determina los factores no explicitos

de productos internos en una descomposicion candnica.

En la Cuestion 4, el 75,9% de los futuros maestros que respondieron, utilizaron el
Teorema fundamental de la aritmética. Todos ellos hicieron la descomposicién en facto-
res primos del nimero 459 y la mayoria identifico los factores-divisores explicitos y no
explicitos. En la Figura 2 se puede observar que Jesus identifica los factores explicitos
(27 y 17), los no explicitos de base (3 y 9) y no explicitos de productos internos (51,153
y 459) en la descomposicion candnica del nimero. Sin embargo, no todos los futuros
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maestros lograron identificar los factores explicitos y no explicitos en la descomposi-
cioén candnica hecha. El 27,3% de los futuros maestros que respondi6, no identificé los
factores explicitos en la descomposicién candnica del ndimero, el 18,2% no identificé
los factores no explicitos de base y el 27,3% no identific6 los factores no explicitos de
los productos internos.

En la Cuestién 5, el 60% utiliz6 el teorema fundamental de la aritmética para res-
ponder. Las estrategias seguidas por los futuros maestros para responder las podemos
agrupar en tres tipos: (a) escoger un nimero al azar y descomponerlo en factores primos,
luego probar a dividirlo para saber si cumple con la condicién de exactamente seis divi-
sores; (b) escoger cuatro nimeros primos al azar y la unidad y, luego, hacer el producto
de ellos; y (c) descomponer en factores primos el nimero dado como ejemplo y escribir
otro nimero con caracteristica similares a este en su descomposicidn en factores primos.

Independientemente de la estrategia utilizada para responder a la Cuestién 5, se
observa confusién para determinar los factores explicitos y no explicitos en una des-
composicion canénica. E1 46,7% de los futuros maestros que respondieron, no identifico
los factores que no estdn explicitos y que son resultado de productos internos de la
descomposicion candnica del nimero (ver Figura 3). E1 40% no identificé los factores
no explicitos de base en la descomposicién candnica y el 26,7% mostrd confusion para
identificar los factores explicitos en una descomposicién canénica.

Manuel (ver Figura 3) utiliza cuatro ndmeros primos, la unidad y el producto de
todos ellos para responder. Considerd que el nimero 75361 es el producto de cuatro
factores primos 11x13x17x31=75361. Sin embargo, no consider6 los productos inter-
nos entre los nimeros primos que también son divisores del nimero (e.g., 11x13 o
11x17x31). En la grabacién de audio, donde participé Manuel con dos compafieros mas,
constatamos que no consideraron la posibilidad de los factores no explicitos de productos
internos como una situacion que se presenta en cualquier descomposicién candnica.

Manuel: ...ah ya! entonces hago factores primos, multiplica 1x2x3x7x11x13 el trece
es primo {no?.

José: si el 13 es primo.

David: 6006... no pero espérate porque es un rollo, no porque luego puede ser divi-
sible por 6.

La advertencia es evidente porque el niimero es 6006 y s6lo sospecharon del 6 como
posible divisor diferente del nimero, pero en ningtin caso advirtieron que 6 es producto
de 2x3. Luego, acordaron escribir otro nimero que sea producto de niimeros primos
y decidieron que los nimeros debian ser mayores. Nuevamente, no consideraron los
factores no explicitos de productos internos.

José: ...el uno y el nimero que sea ya son dos, asi que hay que buscar cuatro mas.
Manuel: ...pues mira coge el uno y ahora multiplica el 11 por 13.
José: porqué con esos nlimeros primos.
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Manuel: para que sea grande, un nimero complicado, 51... no 51 no... pon ahi dos
primos... 17 también y 31 es primo ;no?... es que deberia ser asi por 31.

David: pero (31 es primo o no?.

Manuel: 1x11x13x17x31=75361

5. Escribe un nimero, diferente de 45, que tenga exactamente seis divisores, Explica tu
respuesta.

Figura 3. Respuesta de Manuel a la Cuestion 5

CONCLUSIONES

Los futuros maestros mostraron una utilizacién limitada del teorema fundamental
de la aritmética. La descomposicion en factores primos de un nimero (primera parte del
teorema) no present6 dificultad para los maestros en formacidn que participaron en este
estudio. Sin embargo, algunos de ellos no consideraron los factores explicitos y no expli-
citos en esa descomposicion. En particular, mostramos las dificultades que presentaron
para determinar todos los factores-divisores de un nimero a partir de su descomposicion
canoénica. Esta evidencia, junto con los conocimientos previos, nos lleva a conjeturar que
utilizaron la descomposicién en factores primos como un procedimiento independiente
del teorema fundamental de la aritmética y que lo aplicaron de forma mecdanica.

Respecto a la segunda parte del teorema, observamos algunas respuestas que apuntan
a la «posibilidad» de existencia de otra descomposicion en factores primos, lo cual refleja
una limitacién importante en la utilizacion del teorema fundamental de la aritmética.

A partir de los resultados, extraemos algunas implicaciones docentes que podrian
contribuir al uso del teorema. En primer lugar, y dado que una de las estrategias en la
Cuestion 5 fue seleccionar un nimero al azar y dividir, podriamos utilizar una idea de la
demostracion del teorema: a partir de la descomposicion candnica del nimero, calcular el
nimero de divisores-factores y, posteriormente, hacer el producto de las combinaciones
posibles entre ellos. En segundo lugar, como algunos de los maestros en formacién, no
identificaron como factores de un nimero dado los no explicitos, proponemos plantear
la descomposicién en factores primos en diferente orden. En tercer lugar, dado que la
unicidad del teorema fundamental de la aritmética es un aspecto que no es considerado
mads alld del enunciado del teorema, proponemos profundizar sobre la unicidad del
teorema, incidiendo en que esta implica que todos los factores-divisores de ese nimero
se generan a partir de esa descomposicion necesariamente, y haciendo hincapié en que
no es una cuestiéon de azar, como ocurrié con la estrategia seguida por un grupos de
futuros maestros cuando respondieron la Cuestioén 5 de este estudio.
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