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RESUMEN

Se analiz6 la praxis del docente para identificar dificultades de enseflanza y de comprension del
enfoque frecuencial de probabilidad, de alumnos de segundo grado de secundaria, cuando el
medio que se emplea es un libro de texto!. El papel de la ensefianza se identificé en tres fases: la
primera, con el analisis de su propuesta institucional, la segunda, con la docencia y su praxis; la zercera,
con la identificacion de dificultades de comprension de ideas fundamentales de estocdsticos (Heitele,
1975). Sobre éstas, su ausencia en la formacién de la docencia (Galvan, 1996) define en el aula el
predominio del pensamiento determinista, lo cual coarta el desarrollo del pensamiento de lo
posible en los alumnos para el estudio de situaciones azarosas, que se promete mas dificil en los
niveles educativos medio superior y superior (Fischbein, 1975).

Introduccion

Parte de una investigacion mas amplia sobre comprensién de la probabilidad en la educacion
secundaria, este estudio enfocé el segundo grado con los objetivos: i) identificar elementos de
estocasticos requeridos para la practica de la docencia en ese tema, mediante analisis de la
enseflanza del enfoque frecuencial; ii) identificar dificultades de comprension del enfoque
frecuencial de probabilidad de alumnos en situaciones de ensefianza. Aqui presentamos sélo
algunos de los resultados obtenidos.

1. Elementos teoricos

Aspectos epistemologicos y cognitivos fundamentan este estudio.

Se propone considerar para la ensefianza de estocasticos diez ideas fundamentales (Heitele,
1975), sistemdtica y continuamente, con conexiones significantes con el mundo del alumno:
medida de probabilidad, espacio muestra, regla de la adicién, regla del producto e
independencia, equidistribucién y simetria, combinatoria, modelo de urna y simulacion,
variable estocastica, ley de los grandes nimeros y muestra.

Algunos estudios han sefialado que la advertencia de la nocién de azar ocurre en el periodo de
las operaciones formales (12-15 afios) debido a la concurrencia de las operaciones logicas y
aritméticas, las cuales constituyen un sistema de acciones interrelacionadas siempre bajo un
camino riguroso y reversible (Piaget & Inhelder, 1951).

! (Filoy, E..; Figueras, O.; Ojeda, A. M.; Rojano, T' & Zubieta, Gonzalo; 2001)
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Las intuiciones son adquisiciones cognitivas que intervienen directamente en las acciones
practicas o mentales (Fischbein, 1975), con caracteristicas globales, inmediatas, estructurales,
extrapolatorias y autoevidentes. Las clasifica en primarias (experiencia del individuo, correctas,
o incorrectas como sesgos) y secundarias (resultantes de la educacion).

El calculo de algoritmos bayesianos es mas simple cuando la informacién esta codificada en un
formato de frecuencias que cuando lo esta en un formato estandar de probabilidad (Gigerenzer
& Hoffrage, 1995).

Una visioén cognitiva del ser humano lo considerarfa como maquina y como persona, pues lo
interno y lo externo confluyen simultinea y de modo relacionado (Frawley, 1999). En este
mismo sentido sefiala de la evidencia disponible tres tipos de subjetividad: el procesamiento no
consciente, la conciencia y la metaconciencia (ver pags. 155-158).

2. Elementos metodologicos

Este estudio, de orden cualitativo (Eisner, 1998), se organizé en tres fases. Se estudiaron
situaciones de ensefanza referidas al enfoque frecuencial de la probabilidad en segundo grado
de secundaria, con identificacion de dificultades en la practica docente y de comprension de los
alumnos con un libro de texto como medio (Filloy e a/, 2001).

2.1. Primera fase: propuesta institucional. Se analizaron los medios institucionales
proporcionados al docente para la asignatura de Matematicas, especificamente para el area de

probabilidad en segundo grado de secundaria (SEP, 1993; SEP, 1999; SEP, 2000).

2.2. Segunda fase: Estudio dirigido. 1.a conjugacion de docencia e investigacion en estas
sesiones se orientd hacia el estudio de estocasticos, para posibilitar una indagacién sobre la
practica docente en el aula, mediada por un libro de texto (Filloy e a/, 2001). Asi, la interaccion
de docente e investigador se extrapolo al aula (aula alterna).

2.3. Tercera fase: Aula normal. Resultados de las fases anteriores orientaron la
investigacion hacia la comprensioén de probabilidad de estudiantes, luego de su ensefianza en el
aula realizada por este investigador. Se preservaron condiciones ordinarias de la practica del
docente de matematicas con su grupo de alumnos, a excepcion de la estrategia de ensefianza
puesta en juego y de instrumentos y técnica para recopilar informacion.

Estrategia de ensenanza. Se utilizaron las lecciones de probabilidad en el libro de texto
empleado en la segunda fase. El enfoque frecuencial se introdujo via repeticiones
independientes efectivas de fenémenos aleatorios, con cuyos resultados se elaboraron tablas y
graficas para organizar, analizar y describir comportamientos de las frecuencias absolutas y
relativas respectivas, y se plantearon problemas sobre situaciones azarosas.

2.4. Criterios de andlisis. Los elementos tedricos devinieron criterios de anilisis, tanto de
documentos como de datos recogidos. Se consideraron: ideas fundamentales de estocasticos,
otros conceptos matematicos, recursos para organizar y tratar la informacion, términos
utilizados, situacion planteada y estructura. Las sesiones de estudio dirigido, anla alterna y anla
normal fueron video grabadas, transcritas y analizadas; en bitdcora escrita se anoté informacion
fuera de cinta y lo que se consider6 conveniente observar.
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3. Resultados del analisis curricular de la propuesta institucional para probabilidad

El estudio documental provey6 un marco para el de la practica docente.

Plan y Programas de Estudio (SEP, 1993). Propone el orden del tratamiento de los
contenidos a juicio de cada profesor (ver pag. 37); al final, la presentacion de las
nociones de probabilidad, por lo que es de esperar su ensefianza al dltimo o incluso su
omision.

Libro para el maestro (SEP, 2001). Reconoce la utilidad practica del enfoque frecuencial.
Sefiala que la ensefianza de probabilidad tendria que recurrir a un conjunto de “ideas
fundamentales”, pero no las explicita ni indica la bibliografia respectiva (pag. 334).

Fichero de Actividades Diddcticas (SEP, 1999). Plantea 18 fichas para cada grado, de las
cuales sélo una por grado corresponde a probabilidad. Aunque la de segundo se refiere
al enfoque frecuencial, es inconveniente por el empleo de agujas para la realizacion de
ensayos de Bernoulli. La obra apela a que los profesores propongan mas fichas, pero
por su formacién, los docentes carecen de elementos de probabilidad para ello

(Galvan, 1996).

Secuencia y Organizacion de Contenidos (SEP, 2000). Se estructura en cuatro ejes: el
primero, para orientaciones didacticas; el segundo, para los contenidos programaticos;
el tercero sugiere actividades que remiten a los otros medios; y el cuarto ofrece
comentarios.

Propuesta para la enseiianza de la probabilidad (Filloy et al, 2001). Satisface los propositos y
contenidos del Plan y programas de estudio de la asignatura de Matematicas (SEP, 1993); en
total, cinco lecciones tratan sobre probabilidad, de las cuales tres se refieren al enfoque
clasico, una al frecuencial y otra a la ley de los grandes nimeros. Cada una se desarrolla
respecto a una sola situacién. No proponen ejemplos ni ejercicios; no usan notaciones
simbdlicas. Plantean tablas de doble entrada y graficas para tratar el enfoque clasico y
tablas de una entrada (para anotar frecuencias) y graficas para el frecuencial. Sélo se
emplean porcentajes en las lecciones sobre presentacion y tratamiento de la
informacion.

4. Docencia y praxis en segundo grado de secundaria

Como ya se sefald, en este estudio el medio utilizado para la ensefianza incluye dos lecciones
(39 y 40, Filloy ez al, 2001, pags. 193-201) que implican al enfoque frecuencial de probabilidad,
por lo que nos referiremos a ellas. Plantean la situacion de la suma de dos numeros obtenidos
al azar de manera independiente, con posible repeticion, del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6} (como la
suma obtenida al lanzar dos dados ordinarios). Desarrollan las caracteristicas de la densidad de
probabilidad de la variable aleatoria en cuestion.

4.1. Estudio dirigido. La estrategia utilizada con la leccion 39 consistié en su lectura e

identificacion de lo implicado en la situacién que plantea para reconocetlo en las actividades
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propuestas: espacio muestra, calculo de probabilidades de eventos, registro de datos en tablas y
graficas. Adicionalmente, se solicit6 a los docentes que efectuaran 360 ensayos del lanzamiento
de dos dados; previamente se discutié acerca de la frecuencia esperada de cada suma de los
valores de la variable aleatoria y, al final, se le compard con la frecuencia obtenida (ver Figura
4.1). Se atribuy6 a coincidencia la obtencion de la misma frecuencia para las sumas cuatro y
diez (ver Figura 4.1), aunque sus probabilidades sean las mismas (46). Como se cita en el
pasaje, donde “C” denota al conductor de la sesion y “P” al profesor, para el docente no habia
tal coincidencia, sino todo lo contrario (47), con lo cual manifesté predominio de lo
determinista, relego del azar y desconocimiento de las ideas de independencia, muestra y ley de
los grandes nameros.

46. C: Un ultimo comentario, observen que en la suma cuatro nos da 34 vy,
casualmente, su simétrico de la suma cuatro, que seria el diez, [también| es una
coincidencia.

47.P: Al contrario, no es una coincidencia, sino que se esperaba treinta y abajo treinta
y, como lo mencionas, es simétrico también treinta y cuatro y treinta y cuatro.
[Otro profesor mueve la cabeza afirmando que esta de acuerdo con la afirmacion
de este profesor].

La leccion 40, continuacion de lo planteado en la 39, propone la comparacion de la frecuencia
relativa de ocurrencia de un evento con su probabilidad.

Los profesores evidenciaron desconocimiento acerca de la frecuencia esperada, lo cual se puso
de manifiesto también en la ensefianza en awula alterna, pues no se discriminé entre los posibles
valores y el nimero esperado de veces que ocurra cada posible valor (78).

78. P: ..., en donde dice frecuencia esperada en 200 tiradas. Esta columna la vamos a
determinar apoyandonos de nuestro tablero donde tenemos todos los posibles
resultados (en la pagina 197). Ahf vamos a determinar cuantos posibles resultados
tenfamos para cada suma y ésos son los resultados que esperabamos obtener.

FRECUENCIA FRECUENCIA
SUMA FRECUENCIA
ESPERADA RELATIVA

2 10 11 11/360

3 20 15 15/360
=2 —>

4 30 34 34/360

5 40 42 42/360
= G 50 —» 56 56/360

7 60 61 61/360

8 50 39 39/360

9 40 33 33/360

10 30 34 34/360
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11 20 23 23/360
12 10 12 12/360
TOTAL 360 360 1

Fignra 4.1. Frecuencias obtenidas al realizar 360 repeticiones empleando dos dados.

5. La ensefanza y su influencia en la comprension de estudiantes del enfoque
frecuencial

Se implementaron 20 sesiones de enseflanza por este investigador, con un grupo de 20
estudiantes de segundo grado de secundaria publica, con las lecciones de probabilidad del texto
utilizado en la segunda fase vy, grosso modo, como estrategia de ensefianza la realizacion efectiva
de repeticiones independientes de los fenémenos aleatorios referidos en el texto y la
descripcion de los resultados. Precedié a las sesiones la aplicacion de un cuestionario de
exploracién para caracterizar condiciones iniciales de los alumnos respecto a probabilidad y, al
final de ellas, se aplicé el mismo cuestionario para identificar variaciones en el desempeno de
los estudiantes.

5.1 Disenio del cuestionario. Con formato de opciéon mdltiple, cuatro opciones para cada
uno de los ocho problemas planteados, el cuestionario solicitd justificacién escrita de cada
seleccion realizada y se permitié la correccion de respuestas; por su presentacion, se insinué la
justificaciéon en lengua natural (ver ejemplares de las preguntas en §5.2). La contestacion,
individual, requirié de 90 minutos. Los cuatro primeros problemas se refirieron al enfoque
clasico, y los restantes al enfoque frecuencial.

Las justificaciones proporcionadas por los alumnos en las aplicaciones inicial y final del
cuestionario fueron de cinco tipos: “determinista” (D), inadvertencia del azar; “sesgo” (S),
como intuiciones incorrectas; “marco” (M), evocacion de un referente familiar; “probabilistica”
(P), manifestaciéon del pensamiento de lo posible; “frecuencial” (F), alusion a la mayor
frecuencia de ocurrencia del evento. Los primeros tres tipos de justificacion citados
corresponderfan a la etapa de procesamiento no consciente y los dos ultimos a la etapa de
conciencia o, incluso, a la de la metaconciencia (Frawley, 1999).

5.2. Condiciones iniciales para la enseiianza: resultados generales del cuestionario. 1os cuatro
ultimos problemas (enfoque frecuencial) resultaron en mayor numero de respuestas correctas
que los referidos al enfoque clasico. Para los problemas 5 y 6, diez justificaciones (50 %o)
fueron correctas y congruentes, y doce (60 %) para el problema 7, en acuerdo con que el
enfoque frecuencial es via natural a la probabilidad (Gigerenzer & Hoffrage, 1995, pag. 8). En
cambio, los alumnos parecieron desconocer el enfoque clasico; predominaron justificaciones
deterministas sin advertencia del azar y escasa o nula familiaridad con el lanzamiento de dados
y extracciones de contenidos de urnas. Como ejemplo, el problema 4:

4. Gustavo y Angel juegan a los volados, pero lanzando dos monedas al aire. Gustavo gana al
caer dos soles, mientras que Angel gana en caso de que caiga aguila y sol. ¢Quién tiene mayor

probabilidad de ganar?
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a) Gustavo  b) Angel ) tienen la misma probabilidad d) ninguno ¢Por
quér

Las opciones propuestas completan las posibilidades con dos volados: el inciso a evidencia
desconocimiento de la independencia por la preferencia de dos soles; el inciso b (correcto)
consider6 el evento mas probable; el inciso ¢ previé la dificultad para distinguir entre (aguila,
sol) y (sol, aguila); el d revelaria desconocimiento de los casos posibles.

Se identificaron tres tipos de justificacion. Tres estudiantes (15 %) seleccionaron el inciso a
debido a su interpretacién determinista (D) del enunciado, como si lo posible no se
distinguiera de lo dado ni de lo necesario (Piaget & Inhelder, 1951): "Gustavo, porgue él ya tiene
ganado su juego”, "Gustavo, porque lleva dos soles ganados", "' Angel dguila y un sol”, “porque cayd la misma
Jignra"'. De los cuatro alumnos (20 %) con seleccién correcta y congruente del inciso b, que
identificaron el espacio muestra (probabilistica), sélo uno enlist6 las cuatro posibilidades y los
otros tres emplearon lengua natural. De los 13 estudiantes (65 %) que seleccionaron el inciso c,
11 sélo consideraron los eventos (sol, sol) y (aguila, sol), y como igualmente posibles; los otros
dos no pusieron en juego lo posible (sesgos). Asi, 16 alumnos (80 %) carecieron de elementos
(de combinatoria) para enlistar el espacio muestra, indispensable para comprender el enfoque

clasico de probabilidad.

El tnico estudiante que en condiciones iniciales seleccioné el inciso b (correcto) mediante una
lista de todos los casos posibles (aa, ss, as, sa), en condiciones finales también lo selecciond,
elaboré un diagrama de arbol para enlistar todos los casos posibles y afiadié: Dos de cuatro eventos
posibles son favorables para Angel y en cambio uno de cuatro son posibles para Gustavo, por lo tanto, Angel
tiene mayor probabilidad de ganar. De este modo paso de la etapa de la conciencia a la de la
metaconciencia (Frawley, 1999).

5.3. Condiciones finales de la ensenanza: resultados generales del cuestionario. 1a ensefianza
resulté mas efectiva para el enfoque clasico, pues aument6 el nimero de respuestas correctas
significativamente; por ejemplo, para el problema 4 se pasé de cuatro (20 %) a diez (50 %)
justificaciones correctas y congruentes. En cuanto al enfoque frecuencial, sélo para los
problemas 5 y 6 resulté un incremento de cinco respuestas correctas (25 %) para ambos casos.
Como ejemplo, el problema 5.

5. La compafifa “Chocolates Baratos” distribuye sus productos en toda la Republica
Mexicana, como promocioén graba una estrella en el interior de la envoltura de uno
de cada tres chocolates. Al juntar tres envolturas con estrella, puedes canjearlas por
una pluma. ¢Cual es el menor nimero de chocolates que hay que comprar para que
sea mas probable reunir tres estrellas?

a) 4 b) 8 ) 12 d) 16 ¢Por quér

El inciso a anticipa desconocimiento de proporcionalidad. El inciso b es el correcto, pues ocho
es el nimero mds proximo a nueve. Podria considerarse correcto el inciso ¢ si la justificacion
evidenciara proporcionalidad: en nueve chocolates pueden salir tres envolturas con estrella.
Finalmente, el inciso d no considera la restriccion “el menor nimero”.

En la segunda aplicacion, quince alumnos (75 %) seleccionaron el inciso b o el ¢ y justificaron
congruentemente, e indicaron la aproximacién a nueve chocolates (F): porgue en cada 3 chocolates
que compres viene una estrella, asi comprando 8 te pueden salir 3 estrellas; (F): Multipligué 3 por las 3
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estrellas y la mayor probabilidad es [para] 712. En las cinco respuestas restantes, incorrectas (25 %),
se identificaron dificultades con variable aleatoria y la proporcionalidad no fue incorporada (S):
porque piden silo 3 envolturas.

5.4. Enseiianza y comprension de probabilidad de los estudiantes. Los resultados sugieren que la
diferencia en frecuencias de respuestas correctas para preguntas referidas al enfoque clasico, en
condiciones iniciales y finales de la ensefianza, podria dar cuenta de la contribucién de ésta,
basada en el enfoque frecuencial, a la comprension de los estudiantes del enfoque clasico de la
probabilidad; y, de manera particular, a su advertencia del espacio muestra, de lo que es posible.
Ya se ha sefialado la mayor dificultad que reviste considerar la probabilidad de un evento en un
solo ensayo del fendmeno aleatorio correspondiente, que cuando se considera ese evento en
repeticiones del fenémeno (Piaget & inhelder, 1951, Cap. X). No obstante, parecerfa menos
significativa la contribucion de ese tipo de ensefianza a la comprension del enfoque frecuencial
mismo.

Consideraciones particulares

Las lecciones propuestas en el medio utilizado (Filloy ez @/, 2001) aluden al juego, lo que
conlleva un reto para el docente por buscar el interés de los alumnos para tratar las ideas
fundamentales implicadas. Es necesario que el docente se vuelva hacia su practica para
reflexionarla; una manera consiste en video grabar algunas sesiones que imparta, para disecar
sus estrategias de enseflanza y estudiar dificultades surgidas bajo criterios de analisis
especificos. Pero el docente también requiere de espacios para expresar y compartir reflexiones
y experiencias del aula de estocasticos de manera sistematica, planeada y reconocida. Las
sesiones de estudio dirigido permitieron acceder a la indagacion en aula alterna'y ésta, a su vez, a la
investigacion en aula normal. La organizacion del estudio realizado deviene una alternativa para
un perfil nuevo de docencia, con rasgos para la autocritica de la ensefianza. El binomio
docencia-investigacion es fundamental para contribuir a la mejora educativa (FEisner, 1998,
pags. 137-140). Para ello, se requieren escuelas que promuevan la formaciéon académica
permanente de profesores y de alumnos. Ademas, es indispensable que los docentes sepan lo
que es realmente fundamental en estocasticos y que puedan considerar a las ideas
fundamentales desde un plano intuitivo hasta un plano formal (Heitele, 1975).
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