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Resumen

Este trabajo, con un enfoque cualitativo (Eisner, 1998), forma parte de una investigacién mds amplia
sobre comprension de probabilidad en tercer grado de secundaria. Con referencia a la propuesta de
ideas fundamentales para un curriculum de estocasticos (Heitele, 1975), el analisis del marco
institucional vigente y del desempefio de docentes y alumnos en escenatios especificos, resulté en la
identificacién de dificultades de unos y otros durante su estudio de situaciones probabilisticas, asi
como de practicas actiticas de ensefianza y de seguimientos de textos que no derivan en la advertencia
de intuiciones erréneas (Fischbein, 1975) de los estudiantes durante la ensefianza.

1. Introduccion

La formacién de profesores en probabilidad, es deficiente, como lo sefialan Galvan (1996) y
Alquicira (1998), por lo que con frecuencia su enseflanza es superficial o se le omite. Segun
Heitele (1975), para la ensefianza de estocasticos se necesitan profesores que sepan lo que de
cllos es fundamental para aplicarlo en situaciones especificas dentro y fuera del aula, pues “la
adquisiciéon temprana de modelos explicativos inadecuados puede desarrollar intuiciones
firmemente arraigadas” (pag. 4).

Parte de una investigacion mas amplia, ésta se planted estudiar: ¢qué clementos requiere el
profesor de tercer grado de secundaria para la ensefianza de la ley de los grandes nimeros?;
¢qué elementos necesita el alumno de tercer grado de secundaria para comprender la ley de los
grandes numeros? Sus objetivos fueron: identificar elementos para la ensefianza de la
probabilidad en el tercer grado de secundaria e identificar elementos para la formacion de
docentes de probabilidad en el tercer grado de secundaria.

2. Ideas Fundamentales para la Ensefianza de Probabilidad y Estocasticos

Con contenidos de matematicas en la escuela secundaria, “Un propésito central ... es que el
alumno aprenda a utilizarlas para resolver problemas, no solamente los que se resuelven con
los procedimientos y técnicas aprendidas en la escuela, sino también aquellos cuyo
descubrimiento y solucién requieren de la curiosidad y la imaginacién creativa” (SEP, 1993,
Plan y programas de estudio. Educacion Basica Secundaria, pag. 37). Esto es facti- ble si los alumnos
comprenden lo ensefiado en el aula.

Para el desarrollo de una base para el pensamiento probabilistico en un contexto es- colar,
Heitele (1975) propone ideas fundamentales de estocasticos, las cuales define como aquéllas
“que proporcionan al individuo modelos explicativos en cada etapa de su desarrollo, que sean
tan eficientes como sea posible y que se distingan en los distintos niveles cognoscitivos, no de
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manera estructural sino sélo en su forma lingiistica y en sus niveles de elaboracion” (pag. 3).
Luego, la ensefianza retroalimentard los conocimientos adquiridos previamente para
relacionarlos analiticamente con la realidad y continuarlos hacia un conocimiento mas
elaborado, es decir, ir de un plano intuitivo hacia uno formal.

Las ideas fundamentales de probabilidad y de estadistica (estocésticos) que Heitele propone
son: medida de probabilidad; espacio muestra; regla de adicidon; regla del producto e
independencia; equidistribucién y simetrfa; combinatoria; modelo de urna y simulacion;
variable estocéstica; Ley de los Grandes Numeros y la idea de muestra.

Segin Fischbein (1975), la ensefianza de la probabilidad es necesaria y es factible con ella el
desarrollo de las intuiciones, pues en las vivencias diarias debemos tomar decisiones entre
varias opciones que se presentan. Segun €l, las intuiciones se clasifican en: primarias, que son
adquisiciones cognitivas directamente de la experiencia, sin instruccion; secundarias, formadas por la
educacion sobre todo en la escuela. Fischbein sefala, ademas, que existe un deterioro en el
desempefio probabilistico con la edad y que la ausencia de la idea de proporcionalidad no es
obstaculo para aprender el concepto de probabilidad.

3. Método, Organizacién y Criterios de Analisis

La informacion recopilada mediante videograbaciones, cuestionarios, entrevistas y documentos
pertinentes, se analizaron con los siguientes criterios: ideas fundamentales de estocasticos
(Heitele, 1975), recursos para organizar y tratar la informacién (Fischbein, 1975), otros
conceptos matematicos incluidos, términos de estocasticos utilizados en la ensefianza. Aqui
solo nos referiremos a las ideas fundamentales de estocasticos.

La investigacion, de orden cualitativo (Eisner, 1998), se organizo en cuatro etapas.

a. Primera etapa (documental). Caracterizé el marco institucional en el que se inscribe la
enseflanza de la probabilidad en tercer grado de secundaria. Para ello, se analizé la propuesta
educativa respectiva: Plan y programas de estudio (SEP, 1994), libros de texto (entre ellos, Filloy,
2001).

b. Segunda etapa (estudio dirigido y anla alterna). Interesé caracterizar la comprension de
ideas de estocasticos mediante la interaccidén entre docentes (estudio dirigido), su ensefianza del
tema y las dificultades que ésta enfrentd en aula alterna, contando con la participacién de un
docente-investigador (de ahi el adjetivo “alterna”), y las dudas manifiestas de los estudiantes.
Mediaron el estudio dirigido y la ensefianza en el aula las lecciones de probabilidad (Filloy ef af,
2001), las cuales se refirieron a variable aleatoria y esperanza (leccidon 29), la paradoja de
Bertrand relativa al teorema de Bayes (lecciéon 30), distribucién binomial (leccidon 31), el
problema de los cupones como numero de éxitos obtenidos en # ensayos (leccion 32) y
numeros aleatorios y simulacién (leccion 33).

b.1. Estudio dirigido. Consisti6 en el desarrollo de un programa de sesiones de estudio de
probabilidad mediado por el texto ya citado, con 12 docentes de secundaria, para posibilitar la
enseflanza del tema en el aula e introducir elementos de reflexién y critica (autocritica) de la
practica docente respecto al tema.

b.2. Aula alterna. Consistié en la conjugacion de docencia e indagacién en la practica de
la enseflanza de la probabilidad en el aula, mediada por el texto ya citado, con la participaciéon
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de este investigador en las clases que el docente impartié a sus estudiantes y el registro de la
informacion de interés.

c. Tercera etapa (anla normal). Con la orientacién de los resultados de la etapa precedente,
se enfocd la comprension de los estudiantes acerca de la Ley de los Grandes Niimeros al cabo de
su enseflanza mediada por el texto citado. Participaron en el aula el investigador y sus 26
alumnos del tercer grado de educacion secundaria.

c.1. La estrategia de enseiianzga considerd resultados de awla alterna y lo que se observé en
estudio dirigido, respecto a los siguientes aspectos: i) clarificacion de la situacion planteada; ii)
realizacion de las actividades propuestas en el texto. Es decir, disposicion en el aula de material
(concreto) para ilustrar, mediante la realizaciéon de ensayos (efectivos), en qué consistia la
situacién por estudiar; en particular, se pretendieron condiciones para la advertencia de
distintos resultados posibles y de la variacién de ocurrencia de éstos mediante la introduccion
del enfoque frecuencial de la probabilidad.

c.2. Aplicacion de cuestionario y cuantificacion de los resultados obtenidos. En esta etapa
se aplicé un cuestionario constituido por diez preguntas de opcién multiple (cuatro posibles
resultados en cada pregunta y requerimiento de justificacion de cada seleccion realizada),
previamente a la ensefianza del tema; luego de ésta se aplicd nuevamente el mismo cuestionario
para obtener informacién sobre resultados de esa enseflanza en las nociones de probabilidad
de los estudiantes. Las preguntas se distribuyeron asi: la primera planteé la intervencién de
azar; las siguientes tres, el enfoque clasico de la probabilidad; las siguientes tres
correspondieron al enfoque frecuencial de la probabilidad; y las tres dltimas, a la Ley de /os
Grandes Niimeros. Las preguntas se refirieron a distintas situaciones, tales como extracciones de
urna, ensayos de Bernoulli o del entorno familiar a los estudiantes.

d. Cuarta etapa (entrevista semiestructurada). Se entrevistd a un alumno de aula normal,
seleccionado de acuerdo a sus resultados en las dos aplicaciones del cuestionario. El fin fue
profundizar en su comprension de la Ley de los Grandes Niimeros, utilizando un guién de
preguntas respecto a ideas fundamentales de estocasticos, recursos para organizar y tratar la
informacion, términos de estocasticos y otros conceptos matematicos.

4. Resultados

4.1. Etapa documental. Unos de los resultados de esta etapa es que, aun y cuando el Plan y
programas de estudios (SEP, 1993, pag. 51) incluye temas de probabilidad que deben impartir los
profesores, se privilegian en ¢l dos ideas fundamentales (medida de probabilidad y espacio
muestra), lo cual resulta en un programa de estudios incompleto y el reflejo consiguiente en los
demds materiales de apoyo, en lo que a probabilidad se refiere.

4.2. Estudio dirigido. Se considerd la leccion 29 referente a la realizaciéon de 100 volados,
que se deben agrupar de diez en diez; si se obtiene aguila, se gana un peso, pero si se obtiene
sol se pierde un peso; cada partida de diez volados cuesta cinco pesos. La pregunta que se
plantea es: ¢cudl es la ganancia que se puede esperar? Cada profesor realizé 10 lanzamientos
para obtener los 100 lanzamientos que propone la leccion. Se identificaron algunas dificultades
de los docentes respecto a probabilidad, y algunos sesgos respecto a la idea de azar; asi, un
profesor se consider6 “bueno” para la realizacion de los lanzamientos, aunque la probabilidad
de cada cara de la moneda ordinaria es un medio. En la transcripcion del pasaje en cuestion,
“C” denota al conductor y “P” al profesor:
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12 :Cual es la ganancia que razonablemente puedes 13 P, No podtfa.
C  esperar, es decir, por término medio? .....;Te
conviene jugar?

14 Asi como ve el problema, ¢le convendria jugar o 15 P, Si, porque tengo las

C no? mismas oportunidades de
ganar que mi otro
contrincante.

16 Usted, maestra, ahora ¢cuanto en término medio?, 17P,, Ganar veinticinco pesos.

C  scuanto esperaria usted ganar, perder, o ninguna

de las dos?
18  :Usted, maestra? 19 P, A lo mejor ganar.
C
22 ;Cuantor 23 P;; A lo mejor si gano y pierdo
C la mitad quedo en cero
igual.
24 :Usted, maestra? 25P, Yo igual
C
26 ¢Cuanto? 27 Py O sea, de cero.
C
28  Usted, maestra, entonces usted 25, ¢verdad? 29 P,, Yo soy buena para los
C volados.

4.3. Aula alterna. Se revel6 escaso conocimiento del docente sobre probabilidad, por
ejemplo al referirse a “frecuencia relativa”, término especifico de estocasticos. En las sesiones
surgi6 la confusién de frecuencia relativa con frecuencia; se les consideré sindénimos y
ocasioné incomprensioén del valor esperado de la variable aleatoria en cuestion. En el aula, la
grafica de los resultados de la secuencia de lanzamientos de la moneda solamente consideré los
favorables a aguila; no se estableci6 la relacién entre numeros de aguilas ocurridas y el total de
lanzamientos para que el alumno advirtiera la estabilizacion progresiva de la frecuencia relativa
del evento en cuestiéon. En la transcripcion del pasaje respectivo, “P” denota al profesor del
grupo y “A” al alumno:

11 Poligonal, grafica poligonal, vamos a hacer... vamos a ayudarnos del ~ 12A  Relativa.
P nuamero con el cual... ustedes van a hacerlo, con el siguiente nimero,

vamos a hacerlo rapidisimo. En la parte inferior dice nimero de

lanzamientos de una moneda y ésta seria del 1 al 10; y por la parte

izquierda esta la frecuencia relativa, ésta serfa también del 1 al 10, de

dos en dos, 2, 4, 6, 8 y 10. Vemos por aqui [que] dice “frecuencia”...
13 Relativa. Acd estd el cero y aca esta el uno, dos, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 14A  Cuatro.
P Enla primera secuencia de volados, que fue de 10, scuantas aguilas )

obtuve?

4.4. Anla normal. Los alumnos no advirtieron la independencia de eventos para obtener
caras distintas al lanzar dos monedas, pues aludieron a la trampa o a la suerte, a la manera en

que se lanza la moneda:

174P  ¢Crees que el primer resultado aguila 175A; Hubo trampa.
haya influido en el siguiente resultado - iA la suerte!
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que [también| fue aguila? 176Ag Puede ser trampa.
177A, Pudo haber sido que la moneda la
178A; eché con la cara hacia arriba dos
veces.

También tuvieron dificultades para establecer la frecuencia relativa de eventos en diez
lanzamientos, en particular, y el inventario del espacio muestra asociado a la situaciéon en
estudio (todas las diferentes secuencias de resultados de diez lanzamientos).

4.5. Resultados generales del cuestionario. La figura 1 resume los resultados de selecciones
correctas en las aplicaciones del cuestionario antes y después de la ensefianza.

2
5

2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Clasico Frecuenc Ley g. Clasico Frecuenc Ley g.
ial nos. ial nos.
Antes de la ensefianza Después de la ensenanza

Fignra 1. Resultados del cuestionario, seleccion correcta, antes y después de la ensefianza.
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De modo notable, en los dos casos las preguntas que implicaron a la ley de los grandes
nameros (8, 9 y 10); se obtuvieron mejores resultados, que las que corresponden al enfoque
frecuencial (5, 6 y 7); y resultaron mas dificiles las preguntas que corresponden al enfoque
clasico (2, 3y 4).

Por razones de espacio ejemplificamos sélo casos de enfoque frecuencial y de ley de los
grandes numeros con un problema cada uno. Indicamos con negrita la opcién correcta ¢
incluimos ejemplos de justificaciones proporcionadas antes y después de la ensefianza.

6. Después de realizar un estudio en una universidad particular, en el area de posgrado, se
estimé que 30 % de los estudiantes estaban seriamente preocupados por sus posibilidades de
encontrar trabajo, 25 % por sus notas y 20 % por ambas cosas. sCual es la probabilidad de
que un estudiante de dltimo curso, elegido al azar, esté preocupado por al menos una de las

dOS COSAS? it ()
2) 5% b) 20 % ¢) 35 % d) 55 %
xplica tu respuesta: _pocrgee o5 / 70 5% g0 A
Explica turespuesta: 5/ _spmamos & 307 ol 257 nes : PIE N Focf / ‘ - ‘E 20 e
JN'I&‘\ el 551 Vi) ’f‘oL,y/ /A2 ,,,A/RVJL el Lo sapk e am bas opsas
35

Fignra 2. Desempefio del estudiante No. 5 en condiciones iniciales y finales.

10. Una bolsa contiene 15 fichas numeradas del 1 al 15. Un experimento de azar consiste en
extraer al azar una ficha y en lanzar una moneda. ;Cual de los siguientes casos es mas
probable al repetit el experimento 900 veces, en las mismas condiciones?

d) Ninguno de los

anteriores.

a) (par, aguila) b) (impar, aguila) ¢) (pat, sol)

Explica tu respuesta: D\\ \ =S¢l

Explica tu respuesta: LA_M__@M__LL

Save .4 3o L rAal JMLHL’
{ ! i

\uﬂ‘( PN (‘WL\‘MD Loh,

Q¢

r\

Figura 3. Desempefio del estudiante No. 11 en condiciones iniciales y finales.

En los dos ejemplos, como ocurtié con mas de la tercera parte de los estudiantes (ver Figura
1), la aportacién de la enseflanza se revela en el tipo de justificacién otorgada, la cual, aunque
proporcionada en lengua natural por la presentaciéon misma del cuestionario, manifiesta ya
adquisicién de elementos para un andlisis probabilistico.

4.6. Entrevista semiestructurada. Se presento la situacion siguiente a la que se refirié el
guién de entrevista:

Un aprendiz de paracaidista debe realizar 10 saltos, cayendo dentro de cierta zona para pasar al
siguiente nivel de instruccién; sus intentos son independientes. Si cae dentro de la zona gana

un punto, si no, pierde un punto.

Se indic6 al estudiante que interpretara la situacién planteada mediante los resultados de diez
secuencias de diez lanzamientos de una moneda (“aguila” para adentro de la zona y “sol” para
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fuera de ella); asi se le remitié a una situacion estudiada en clase. Se realizaron efectivamente
los 100 ensayos, se registraron los resultados en una tabla con papel y lapiz y se les capturd
también en FExve/ para presentar, casi de inmediato en pantalla, la grafica de las frecuencias de
aguilas correspondiente y la linea de tendencia respectiva. En el siguiente pasaje, “E” denota al
entrevistador y “A” al entrevistado:

41 E ¢Qué podrias decir de estos resultados que obtuviste? [con los lanzamientos de la

moneda].

42 A Que fue al azar, que fue la suerte de cada....

43 E Pero en cuanto a ... los volados [...] ¢qué podrias decir ... de los resultados que
obtuviste?

44 A" Que se tuvieron que efectuar para saber cémo serfan, ¢no?, qué tanta diferencia habia,
Jcuantos son pares o impares.....?

45 E ¢Qué hubieras pensado si estos resultados, por ejemplo, hubieran sido 10, 9 u 8 [puntos
obtenidos]?

46 A Que serfa ganancia, serfa una ganancia.

47 E Y ¢qué dirfas si hubieras obtenido 0, 1, 6 2?

48 A Serfa pérdida.

49 C ¢Pero qué dirfas de esos resultados?

50 A Que podia haber sido mayor o menor cualquiera de los dos [resultados].

El alumno no atribuyé otro significado a los resultados segin se plante6 la situacién de
ganancia o pérdida, y no los abstrajo como sélo dos de todas las posibilidades. Estos eventos
son poco probables en comparacién con los eventos de obtener 3, 4, 5, 6 6 7 puntos (aguilas).
Tampoco considerd el resultado “esperado” (la situacién es justa), lo cual se sefiald en las
sesiones en aula. En resumen, con este alumno la ensefianza de la Ley de los Grandes Niimeros no
logré su cometido.

5. Observaciones

Conviene considerar las experiencias previas de los alumnos (intuiciones primarias) y
discutirlas en el aula, lo cual contribuira a un perfil distinto del futuro profesionista: capacidad
de discutir sus puntos de vista, critico de los diferentes a los suyos, creatividad, independencia.
Con docentes en particular, de ahi derivarfa el ejercicio critico sobre su practica en el aula y
sobre los medios institucionales (SEP), pues la propuesta vigente para probabilidad es
incompleta segun el planteamiento de Heitele (1975).

Tanto alumnos como profesores pueden estimar bien la probabilidad de eventos de
fenémenos sencillos (un solo lanzamiento de un dado o moneda), pero les es dificil calcularla
cuando se hace referencia a varias repeticiones de ellos y se consideran eventos compuestos.
Esto concuerda con lo sefialado por Fischbein (1975) respecto a la capacidad de resol- ver
problemas combinatorios, pues no siempre se le alcanza en el nivel de las operaciones
formales, si se carece de una enseflanza especifica. Al respecto, merece destacarse de este
trabajo la dificultad y el insuficiente uso que hacen los estudiantes del diagrama en arbol. A
pesar de la importancia que le concede Fischbein (1975) como recurso en la resolucién de
problemas probabilisticos y combinatorios, los alumnos evitan su uso y, cuando lo emplean es
con escaso éxito. Consideramos que el uso de este recurso debe ser reforzado en la enseflanza.
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