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Resumen

TLa ensefianza de la geometrfa es materia de muchos estudios y aproximaciones. En trabajos
considerados para este taller (Bermudez,1996; Flores y Barrera,2002; Nolé, 2001; Sifieriz,2002; Gutiérrez
y Jaime,1994), se percibe el interés de docentes e investigadores latinoamericanos en generar propuestas
que permitan mejorar su enseflanza. En general, éstas parten del modelo Van Hiele!, y se reportan
propuestas a alumnos (Bermudez, 1996) y profesores (Flores y Barrera, 2002) en los cuales se exploran
dificultades de unos y otros para acceder a los distintos niveles de aprendizaje. Asi, se propuso este taller
donde el participante pudo expetimentar el proceso de conjetura y demostracién, para trabajar en el
nivel 4 del modelo, del que se registran pocas propuestas.

Introduccion

La propuesta de taller presentado en esta oportunidad, es la continuacién de una linea de
trabajo en el area de la enseflanza de la geometria que el autor ha presentado en varias
reuniones anteriores: Puerto Rico 1996, Republica Dominicana 1999 y Argentina 2001, en
bisqueda de estrategias que permitan a los estudiantes la participacion activa en la
construccion de su conocimiento y apropiarse verdaderamente de una poderosa herramienta
de comprension del mundo de la matematica como lo es la geometria métrica (o euclidiana).
Desde la utilizaciéon de los instrumentos geométricos, que permiten construcciones mas o
menos elementales, se propusieron en este taller, la resolucion de un conjunto de problemas
sobre lugares geométricos. En ellos, los participantes, debieron analizar, conjeturar y
demostrar, en un ambiente de trabajo en equipo.

El objetivo perseguido, es el de tener “a mano” una serie de problemas y ejercicios, que
permitan trabajar con propuestas para el nivel 4 de Van Hiele. En general, las que se registran,
se destinan al trabajo en los primeros dos o tres niveles.

! Segan (Gutiérrez y Jaime, 1995) los cuatro niveles de Van Hiele, pueden esquematizarse de la siguiente forma:
Primer nivel: la consideracién de conceptos es global, no se consideran elementos ni propiedades. Segundo nivel:
los conceptos se entienden y manejan a través de sus elementos. Tercer nivel: se establecen relaciones entre
propiedades. Cuarto nivel: se caracteriza por la comprension y el empleo del razonamiento formal. Esto significa
que “se comprende y utiliza el engranaje existente en el mundo matemdtico, por el cualexisten unas primeras propiedades —axiomas-
a partir de las cuales se puede construir el edificio matematico, en el cual las reglas de juego consisten en la aplicacion estricta y correcta,
segrin las leyes de la ligica, de propiedades ya verificadas para obtrener nuevas propiedades”. Quinto nivel: a partir de diferentes
sistemas axiomaticos, es posible manejarse en diferentes geometrias. Los niveles no estin asignados a una edad
especial de los estudiantes.
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Este cuarto nivel, es el que plantea la posibilidad del alumno de efectuar conjeturas y
demostraciones. O sea, el alumno que llega a este nivel, es el que puede demostrar. Por ello, la
demostracion, como proceso, es central en el trabajo propuesto.

Asi, se intentaron acercamientos para percibir el valor de la demostracion en geometria (y, por
extension, a la matematica): un tema que ha sido analizado y estudiado ampliamente, pero que
sigue planteando dificultades a alumnos, y resulta arido a los docentes.

En los dltimos afios, ademds, la propuesta de hacer demostraciones en la clase (adn en
bachillerato) ha sido puesta en cuestioén, en parte debido a algunas discusiones que se han
generado en torno al papel de la demostracion en el curriculum, especialmente en
Norteamérica en los ultimos 30 afios.

Es especialmente ilustrativo, lo que afirma (Hanna,1996), buscando causas de esta situacion:
“en la investigacion misma el uso de las demostraciones asistidas por la computadora,
la creciente consideracion en la cnal se considera la exiperimentacion en matematicas y la invencion
de nuevos tipos de demostracion que se separan de los criterios tradicionales, han levado a
plantear la bipdtesis que los matematicos aceptarin tales formas de validacion en lugar de las
demostraciones.” (traduccion libre del autor)

Todos vemos dia a dia propuestas, que mas que demostraciones, consisten en verificaciones o
experimentaciones, muchas veces visualizaciones mediante herramientas informaticas, pero
que frecuentemente dejan de lado la rigurosa demostracion. La creciente utilizacion de, por
¢jemplo, software para geometria dindmica, ha provocado una gran difusion de
“demostraciones” que se reducen al registro de elementos visuales, de experimentaciones, pero
que dejan totalmente relegada la misma justificacion de tales situaciones o resultados.

Sin embargo, sostenemos que la demostracion, la posibilidad de aprender a demostrar, de
“armar” y escribir una demostracién, es parte imprescindible de la formacién bésica
matematica de cualquier individuo.

La propuesta consistié en una serie de problemas, tomados de diferentes ambitos y cursos de
geometria euclidiana o métrica de Uruguay, buscando acercamientos variados, en los que,
ademds de trabajar en geometria, se buscaron formas para que cada participante pudiera,
mientras trabajaba en geometria, experimentar el valor de la demostracion.

Compartimos la preocupacion de Gila Hanna:

“mnchos de los que se ocupan de la diddctica de las matemiticas han
Hamado en cuestion el estatuto de la demostracion llevando adelante la afirmacion ,( .....)
de que la demostracion es un elemento clave para la imagen antoritaria de las
matemaricas....

De  hecho es verdad lo opuesto. Una demostracion es un  ragonamiento
transparente, en el cnal todas las afirmaciones usadas y todas las reglas de razonamiento
son claramente expuestas y abiertas a las criticas. La misma naturaleza de la
demostracion impone gue la validez de las conclusiones deriva de la demostracion misma,
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no de una antoridad externa.. La demostracion leva a los estudiantes el mensaje de que
pueden razonar por su propia cabeza, que no tienen necesidad de remitirse a una
antoridad. Por lo tanto el uso de la demostracion en la prictica diddctica es realmente
anti-autoritario (traduccién libre del autor)

Se consideraron problemas de “determinacion de lugares geométricos”, como objetos que
permiten “hacer demostraciones”. Un Jugar geométrico es un conjunto de elementos geométricos
caracterizados por una propiedad (en general, pues, un conjunto de puntos definido por
comprension).

El analisis del problema de “determinar el lugar geométrico” de un punto, implica demostrar
dos proposiciones que llamamos directa y reciproca.

Es decir, diremos que si el punto cumple la propiedad, entonces pertenece a una figura F; y
recfprocamente, si el punto pertenece a la figura I, entonces cumple la propiedad .

Bajo estos supuestos, en el trabajo realizado, se debieron demostrar condiciones necesatias y
suficientes. Podriamos abundar en los detalles “formales” de este tipo de proposiciones, pero
nos limitaremos a establecer, al menos, que la lista de problemas constituyen un ejercicio de
demostracion, en las cuales, ademas, es posible distinguir proposiciones directas y reciprocas. Y
todos los docentes, somos concientes de la gran dificultad que experimentamos en nuestras
clases cuando intentamos demostrar o, incluso, hacer comprender la diferencia entre
proposiciones directas y recifprocas.

Por ello, comenzamos por recordar algunas definiciones con las que trabajarfamos,
caracterizando a estos entes geométricos, basicamente, por sus caracteristicas como lugares
geométricos.

Lugares geométricos basicos:

Circunferencia: Es el conjunto de los puntos del plano que distan una longitud r (radio) de
un punto fijo O (centro)

En simbolos: PeCes dP0)=1x

Mediatriz de un segmento: Es ¢l conjunto de los puntos de un plano que equidistan de los
extremos del segmento.
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En sfmbolos: Dem < d(D,A)=d(D,B)

Union de paralelas: Es el conjunto de los puntos de un plano que distan una longitud / de
una recta 7.

En simbolos:E € n < d (D, 7 =/

E

Bisectriz de un dngulo: Es ¢l conjunto de los puntos interiores del plano que equidistan de
las rectas que contienen los lados del angulo.

En simbolos: B e b< d(B,0Ox)=d B, Oy)

Arco capaz. Es el conjunto de los puntos del plano que son vértices de un angulo dado, cuyos
lados pasan por dos puntos fijos.
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Los problemas:
1.- Dadas dos semirrectas perpendiculares, Ox y Oy, fijas. Se considera en cada una de ellas
puntos 4 y B (variables) tales que la distancia 4B sea constante. Sea M el punto medio del
segmento 4B.
a. Determine el lugar geométrico del punto M
b. Por.A4y B se trazan dos rectas perpendiculares a las semirrectas Ox'y Oy que se cortan
en P. Determine el lugar geométrico del punto P.

2.- Se considera una recta 7 y un punto A €  fijos. Se construyen los tridngulos equilateros
ABC (de sentido horario), con B € .

a. Determine el lugar geométrico del punto C al variar B.

b. Sea [ el incentro del triangulo ABC, determine el lugar geométrico de I al variar B

3.- Sea AMN un triangulo equilatero (en sentido antihorario) fijo. Una recta » variable, pasa
por M, y en ella se consideran dos puntos B y C, tales que el triangulo ABC es equilatero
(antihorario).

a. Determine el lugar geométrico de B cuando r no corta al segmento AN

b. Determine el lugar geométrico de B cuando r corta al segmento AN.

4.- Sean una circunferencia, de centro O, y un punto P exterior a ella (fijos) Por P se traza una
recta # (variable), que corta a la circunferencia en dos puntos A y B. M es el punto medio del
segmento 4B. Determine el lugar geométrico de M.

5.- Sea una semi-circunferencia fija de didmetro AB. En ella se consideran dos puntos My N
tales que la distancia entre ellos es igual al radio (A, M, Ny B horatio). Las rectas AM y BN se
cortan en .. Determine el lugar geométrico de L.

6.- Sca AB una cuerda fija (no diametral), de una circunferencia C fija. En el mayor de los
arcos que determinan A y B, se considera un punto P variable. En la semirrecta opuesta a PA
se elige un punto D, de forma que PD = BD Determine el lugar geométrico del punto D.

7.- Sea BC una cuerda fija, no diametral, de una circunferencia C. En el mayor arco de los
determinados, se elige un punto A, variable. Determine el lugar geométrico del zncentro del

triangulo ABC.

8.- Sea BC una cuerda fija, no diametral, de una circunferencia C. En el mayor arco de los
determinados, se elige un punto A, variable. Determine el lugar geométrico del ortocentro del
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triangulo ABC (recuerde analizar dos casos, segin sea acutingulo u obtusangulo el triangulo
ABQ).

Evaluacion del trabajo:

Se propuso a los participantes la seriec de problemas (dos en cada sesion) y se
manejaron los elementos necesarios para establecer las conjeturas que permitiesen elaborar una
proposicion a demostrar. La tarea resultd bastante compleja, pues la mayorfa de los profesores
asistentes, ademas de desconocer a los conjuntos de puntos descritos anteriormente como
lugares geométricos (en especial el arco capaz), experimentaron numerosas dificultades para
poder validar o refutar sus conjeturas.

Esto, nos hace pensar que los docentes participantes del taller, muchos de los cuales se
presentaron como profesores que dictan geometrfa en sus cursos, No manejan como
posibilidad del trabajo geométrico la conjetura y/o la demostracién. De acuerdo a lo que el
autor percibi6 y de lo que se conversd, se establece que la mayor parte de la labor que a diario
realizan en el aula se limita a la identificacién de propiedades (de triangulos, de cuadrilateros,
etc.) y a su tratamiento a través de algunas construcciones bastante sencillas (niveles 1 a tres del
modelo)

As{, podemos suponer, que nuestros cursos de geometria, en general, renuncian a la
posibilidad del acceso a niveles los superiores del modelo planteado por el matrimonio Van
Hiele, en el sentido que limitan su trabajo y propuestas a los dos primeros niveles y en pocas
excepciones, ¢l tercero. Esto confirma las conclusiones de Flores, H y Barrera, S (2002),
quienes ya lo habian percibido y reportado.

En el mismo sentido, se constatd la inexistencia de propuestas, ya sea a nivel de textos
como de investigaciones, que permitan el acercamiento buscado, ya que la mayoria de ellas
estan planteadas para los primeros niveles.

Lamentablemente, el trabajo en el taller, no permitié detectar si la serie de problemas
clegida es adecuada para el objetivo buscado. Sin embargo, la percepcion de los participantes
es que sf lo es. Para el autor de la propuesta, no deja de ser una percepcion y reafirma la
necesidad de la busqueda de propuestas que sean validadas en la prictica y examinada
mediante la investigacion.

No fue considerada con la necesaria importancia (por falta de tiempo) la aplicabilidad

de los asistentes informaticos de geometria dindmica que existen y como pueden auxiliar la
labor docente en este aspecto.
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