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Resumen. Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de atividade, no terceiro ano do Ensino Médio, a fim
de introduzir o estudo da Geometria Esférica por meio da construcdo dos sélidos platénicos na superficie esférica, através do
software de geometria dinamica Spherical Easel. Por meio desta, esperamos a interacdo dos alunos, de modo que conceitos da
Geometria Euclidiana possam ser resgatados e comparados com os da Geometria Esférica.
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Abstract. This work aims to present an activity proposal to be applied in the third grade of high school, in order to introduce
the study of Spherical Geometry, through the construction of platonic solids on spherical surface, using the dynamic
geometry Spherical Easel software. Through this activity, we expect students to interact, so that concepts of Euclidean
Geometry may be recovered and compared with the Spherical Geometry.
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Introduccion

Este trabalho pretende apresentar uma sequéncia de atividades que tem como objetivo introduzir
a aprendizagem de conceitos basicos de Geometria Esférica, estabelecendo conexdes com
conceitos da Geometria Euclidiana. A partir da tesselagdo das faces dos soélidos platdnicos na
superficie esférica, por meio do software de Geometria Dinamica, denominado Spherical Easel,
pretende-se fomentar, no terceiro ano do Ensino Médio, a construgio de um pensamento
geométrico capaz de apontar diferencas e semelhangas entre alguns conceitos da Geometria

Esférica com alguns da Geometria Euclidiana.

Na escola basica, ensinamos e aprendemos que a Geometria Euclidiana soluciona satisfatoriamente
problemas em superficies planas. Contudo, o universo ao nosso redor nao é perfeitamente plano
e, assim, percebemos que ha um vasto numero de problemas que, para serem resolvidos,
demandam a utilizagdo de ferramentas que a geometria de Euclides ndo disponibiliza. Existem
muitas situagoes em que as superficies curvas requerem atengao. Talvez uma das mais eminentes
seja a pratica da navegagao, onde obviamente a curvatura da Terra nao pode ser desprezada. Em
muitas ilustragoes, temos a impressao de que um navio percorre linhas retas quando imaginamos
um percurso entre dois pontos no mar. No entanto, levando em conta a realidade, verificamos
(devido ao fato do navio acompanhar a curvatura da Terra) que o trajeto descrito é um arco, o
que, contradizendo a Geometria Euclidiana, evidencia que a menor distancia entre dois pontos
nem sempre é uma linha reta.

Conteudos relacionados as Geometrias Nao-Euclidianas encontram-se praticamente ausente dos
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livros didaticos e, tradicionalmente, nao tém sido abordados nas aulas, tanto nas aulas da educacio
basica como nas de nivel superior. Este assunto &, certamente, pouco conhecido entre professores
do Ensino Médio. Acreditamos que isso se deve, entre outras coisas, a complexidade matematica
que o tema exige, fazendo do mesmo, uma area bastante técnica, até mesmo no meio académico.
Além disso, existem poucos trabalhos académicos que investigam o ensino de Geometrias Nao-
Euclidianas no Ensino Médio e, nesse sentido, faltam subsidios para auxiliar os professores da

Educacio Basica.

Mesmo diante desse cenario, esperamos, com esta proposta de trabalho em sala de aula, fornecer
um possivel caminho aos professores de matematica para que as Geometrias Nao-Euclidianas,
vinculadas ao apoio da tecnologia, possam ser abordadas no Ensino Médio, de forma que, a partir

da pratica profissional, este assunto passe a integrar o curriculo de matematica escolar.
Fundamentacio teodrica

Algumas pesquisas vém sendo desenvolvidas abordando o estudo de Geometrias Nao-Euclidianas.
Um exemplo é a dissertagio de mestrado de (Souza, 1998) que, numa pesquisa de cunho
qualitativo, analisou o 5° postulado de Euclides sob trés aspectos: o matematico, o histérico e o
qualitativo. Seu estudo teve como foco o conhecimento dos professores sobre a problematica
gerada por este postulado, a influéncia dos livros-didaticos no ensino da Geometria, e a
importancia das Geometrias Nao-Euclidianas para a atualidade. Apoiada na histéria da matematica,
a investigagao foi realizada com 35 alunos de graduagao e 30 professores de matematica. Este
estudo evidenciou que a autora procurou destacar a importincia dos professores abordarem o
ensino das nogoes de Geometria desde as séries iniciais até as séries mais avancadas do ensino
basico. Neste sentido, (Souza,|998) cita inUmeros exemplos para o ensino e a utilizagao das

Geometrias Nao-Euclidianas nas escolas, tanto para o nivel médio, quanto para o nivel superior.

Outro exemplo é pesquisa de (Bonete, 1999), que em sua dissertagao de mestrado apresenta uma
pesquisa que teve por objetivo refletir e discutir o ensino das Geometrias Nao - Euclidianas nos
cursos de Licenciatura em Matematica. Sua investigagdo envolveu a realizagdo de trés experiéncias
com alunos de um curso de Licenciatura em Matematica, para os quais desenvolveu uma proposta
didatica para o estudo dessas geometrias, visando capacitar futuros professores para seu ensino na
escola. A autora considera que o estudo das Geometrias nao Euclidianas deve partir da exploragao
dos conceitos da Geometria de Euclides, tendo em vista que o desenvolvimento dessas geometrias
ocorreu mediante as especulagoes em torno do Quinto Postulado euclidiano. A autora elaborou a
pesquisa a partir de uma pesquisa de cunho documental sobre o desenvolvimento da Geometria

Euclidiana e das Geometrias nao Euclidianas, visando identificar suas diferencas e semelhangas.
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Justificamos nossa forma de trabalho, em sala de aula, apoiando-nos nas ideias de (Gravina, 1998),
que aponta que a aprendizagem € um processo construtivo, que depende fundamentalmente das
acoes do sujeito e de suas reflexdes sobre estas agdes, onde todo conhecimento estd voltado a
agdo. Isto ocorre desde o mais basico nivel sensério motor ao mais sofisticado patamar de

operagoes logico-matematicas, (Piaget, 1967).

As teorizagOes piagetianas apontam que a partir dos doze anos de idade, inicia-se um novo estagio
na vida do aprendiz: a fase das operagoes formais. Cognitivamente, € o inicio da fase adulta. Nesse
momento, o adolescente apresenta certo dominio do pensamento dedutivo e logico, sendo capaz
de relacionar conceitos com determinado grau de abstragio e raciocinar sobre possiveis hipoteses

e comparagoes mais complexas.

Pensando nesse processo, compreendemos que ¢ possivel propor uma atividade sobre geometria
Nao-Euclidiana no final da escola basica, mais especificamente, no final do Ensino Médio. Pois,
mesmo que o conteudo envolva certo dominio de abstragio cognitiva, entendemos que, desde
que se tenham trabalhados os estagios pré-operacionais e os estagios das operagdes concretas,
previstos em Piaget, é possivel avangar no estagio formal, de forma que o aluno possa comparar
conceitos, criar hipoteses sobre os mesmos e chegar as suas proprias conclusdes sobre o

conteudo proposto.

Contudo, mesmo que o estagio das operagoes formais trate de uma abstragao mental, onde o
aluno apresenta capacidade de operar logico-dedutivamente, compreendemos que a utilizagdo de
uma ferramenta de apoio, que promova a construgao e a visualizagdo é deveras importante para a

efetivacdo do trabalho.

A ideia de utilizar a tecnologia associada ao estudo de Geometria Esférica na educagdo basica esta
diretamente associada com concepgao de (Borba, 2010) sobre o papel que softwares podem
assumir em sala de aula. Para este autor, a interagao entre alunos, professor e midia vai além da
amostragem visual, pois o software configura-se como parte integrante do processo de fazer
matematica. O uso desse instrumento nas aulas propicia uma postura investigativa que possibilita
um envolvimento maior dos estudantes com o conteido e encaminha-os a evoluirem suas ideias a
ponto de criarem conjecturas, torna-las validas e criar subsidios para a elaboragio de uma

demonstracdo matematica.

A partir dessa esteira, apresentamos uma proposta de como trabalhar Geometria Esférica no final
da educagao basica, demonstrando, a partir da construgdo de solidos esféricos feitos pelos alunos,
alguns conceitos e conjecturas que possam ser elaborados a fim sejam comparados com os da

Geometria Euclidiana.
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Metodologia de trabalho em sala de aula

Neste trabalho, apresentamos uma sugestio de como abordar o estudo das Geometrias Nao-
Euclidianas, especificamente a Geometria Esférica, no terceiro ano do Ensino Médio,
estabelecendo conexdes com conceitos da Geometria Euclidiana. Para tanto, propomos a
construgdo dos cinco solidos de Platdo na superficie esférica, através do software de Geometria
Dinamica Spherical Easel, como atividade introdutéria ao estudo de conceitos da Geometria

Esférica.

Sao cinco os Solidos Platénicos Esféricos, resultantes da tesselagiao das faces dos Solidos Regulares
de Platao na superficie esférica. A base de todas as construgoes das faces dos solidos platonicos na
esfera é o octaedro. Além de ele ser a geratriz de todos os outros solidos, as suas faces sio mais
faceis de representar na superficie esférica. Desta forma, sugerimos que o primeiro sélido de

Platao a ser construido seja o Octaedro Esférico.

Desenhando-se trés circulos maximos, onde cada um é perpendicular aos outros dois, forma-se o

Octaedro Esférico. Ao produzi-lo, formam-se oito triangulos esféricos como mostra a Figura |.
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Figura |. Octaedro Esférico construido no software Spherical Easel.

Apos os alunos realizarem a construgao do Octaedro Esférico existe a possibilidade de que os
estudantes questionem o fato dos tridngulos serem arredondados e, desta forma, acreditamos que,
a partir dai, se possa introduzir a nogao de tridngulo esférico. Através de uma didlogo coletivo, a
idéia é que se promova uma discussao de que a imagem gerada pelo computador leva a suposigao
de que a soma dos angulos internos do triangulo esférico é maior que 180° e por consequéncia,

possa-se criar a percepgiao de que temos outro tipo de tridngulo, diferente do triangulo euclidiano.

Dando sequéncia a atividade, indicamos os passos para a construgao dos demais sélidos de Platio,
no software Spherical Easel: Hexaedro Esférico, Tetraedro Esférico, Dodecaedro Esférico e

lcosaedro Esférico.

Para a construgio do Hexaedro Esférico as etapas sdo: construir o baricentro (ponto de

intersecgdo das medianas do tridngulo esférico) de cada um dos triangulos do octaedro esférico;
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unir cada baricentro com os baricentros adjacentes e eliminar as arestas do octaedro esférico.

Com isso, formam-se seis quadrados esféricos como mostra a Figura 2.

Figura 2. Hexaedro Esférico no software Spherical Easel.

Acreditamos que essa construgao possibilita que os alunos revisem conceitos da Geometria Plana
e, 20 mesmo tempo, comparem estes conceitos com os da Geometria Esférica. Um exemplo é o
quadrado esférico, que ¢ diferente do quadrado plano, pois apresenta os quatro lados e quatro

angulos congruentes, contudo estes dngulos nao sao retos.

A seguir, sugerimos que seja realizada a construgao do Tetraedro Esférico. Seguindo os passos:
selecionar uma face do cubo esférico e tragar uma diagonal nesta face; tragar diagonais em todas
as faces restantes, de modo que, no vértice da face que termina uma diagonal, tenha inicio a
diagonal da outra face; eliminar as arestas do cubo esférico, terminado, desta maneira, o tetraedro

esférico.

Assim, forma-se quatro triangulos esféricos como mostra a Figura 3.

Figura 3. Tetraedro Esférico no software Spherical Easel.

A partir da construgao, salientamos ser interessante uma discussao sobre a possivel nomenclatura
da figura, denominada Tetraedro Esférico. Com esta construgdo, os alunos podem revisar o

conceito de diagonal da Geometria Plana e refletir qual o significado deste na Geometria Esférica.

Continuamos com a constru¢do do Dodecaedro Esférico: fazer uma circunferéncia cujo raio tenha
a medida da aresta da face do hexaedro esférica, construida anteriormente; cobrir a superficie

esférica com triangulos equilateros, cujos lados tenham a medida desta aresta, Figura 4.
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Figura 4. Etapa da construgido do Dodecaedro Esférico.

Concluindo a tesselagdo do Dodecaedro esférico seguindo os seguintes passos: construir o
baricentro de cada um desses tridngulos; unir os vértices desses triangulos ao baricentro; tendo
em vista que a distancia do vértice do triangulo ao baricentro é a aresta do pentagono e que a

soma dos angulos da unido resultante do item 3 é 360° (cada angulo mede 120°), terminar a

construcao do dodecaedro esférico.

Desta maneira, formam-se doze pentagonos esféricos como mostra a Figura 5.
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Por fim, terminamos a atividade com os passos para a construgio do Icosaedro Esférico:
selecionar uma face do dodecaedro esférico e construir a mediatriz de cada uma de suas arestas
(fazer o mesmo com todas as outras faces); unir o circuncentro de cada uma dessas faces, por
intermédio dessas mediatrizes; eliminar as arestas do dodecaedro e o icosaedro esférico esta

pronto.Desta maneira, formam-se vinte tridngulos esféricos como mostra a Figura 6
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Figura 6. Icosaedro Esférico no software Spherical Easel.

Com este trabalho propomos uma sequéncia de atividades, que consiste na tesselagao das faces

dos solidos platénicos na superficie esférica, com a intengao de contribuir para o ensino-
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aprendizagem de conceitos basicos da Geometria Esférica, revisitando e consolidando conceitos da

Geometria Euclidiana.

Nesse sentido, acreditamos que o computador potencializa a aprendizagem dos alunos devido as
condigdes de interatividade que ele permite e pela possibilidade de manipulagao rapida das figuras,
permitindo visualizar as figuras geométricas de varios angulos e efetuar diversas construgdes em

tempo real.
Aspectos Finais

Acreditamos que a construgdo dos soélidos platénicos na superficie esférica possibilita que os
alunos revisem conceitos da Geometria Plana e, a0 mesmo tempo, comparem estes conceitos

com os da Geometria Esférica, ressignificando-os.

Com a construgdo do Octaedro Esférico, por exemplo, é possivel que os alunos questionem o
fato dos triangulos serem arredondados, a partir da observagao da imagem gerada no programa
Spherical Easel. Em contrapartida, ao realizarem a construcao do Tetraedro Esférico, os alunos
podem revisar o conceito de diagonal da Geometria Plana e criar conjecturas para tal conceito na

Geometria Esférica.

Refletindo sobre as ideias de (Borba, 2010), entendemos que o uso do software Spherical Easel
possa abrir possibilidades para que os alunos fagam conjecturas, pois a construgao e tesselagao da
esfera no computador é bastante acessivel. Dessa forma, esperamos que o computador altere o

processo de conhecimento, modificando e reorganizando a maneira de pensar dos alunos.

Salientamos que este trabalho é apenas uma proposta para trabalhar Geometria Esférica na
educacdo basica e a entendemos como um instrumento maleavel, de forma que cada professor,
em seu contexto social, econémico, cultural, possa fazer adaptages a sua realidade, enfocando

nos aspectos que possam auxiliar a aprendizagem de seus alunos.
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