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Resumen. Frecuentemente, al iniciar el estudio de conceptos basicos del andlisis matematico, nos encontramos con
dificultades y errores relacionados con la division por cero. La necesidad de dar respuesta a esta problemdtica, da origen a
este trabajo que retoma las respuestas dadas por un grupo de alumnos de la escuela media que constituyen las evidencias
sobre las cuales se inicia el proceso de investigacion que se encuentra en su primera etapa de realizacién y cuyos resultados
parciales se exponen aqui. Se enmarca la tarea en la perspectiva socioepistemoldgica indagando en los origenes y evolucién
de este conocimiento, analizando los alcances y efectos del discurso matematico escolar vigente en la educacién media y
contemplando las concepciones de los alumnos acerca del cero y la division construidas en ambientes escolarizados y no
escolarizados.
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Abstract. Frequently, at the beginning of the study of basic concepts of mathematical analysis, we find difficulties and
mistakes related to the division by zero. The need to act in response to this problem originated this paper, which recovers the
responses of a group of middle school students as evidence upon which the research process is faced; currently being on its
first stage with partial results reported here. The task is framed in the socioepistemological perspective, inquiring into the
origins and evolution of this knowledge, analyzing the scope and effects of the current school mathematical discourse in high
school and observing the students' conceptions about zero and division both of them constructed inside and out of scholastic
environments.
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Introduccion

De todas las cifras que componen nuestro sistema de numeracion, sin lugar a dudas, el
cero es el Unico que puede despertar las mas diversas apreciaciones. Por un lado, es la
representaciéon matematica de la nada y el vacio ideas que, segin D’Amore (2007), son

simples de entender hasta por un nifio de cinco anos.

Sin embargo, detras de esa “aparente” simplicidad se esconden siglos de bulsquedas,
explicaciones, ideas controvertidas que dan cuenta de una multiplicidad de dificultades

asociadas a este concepto.

En el caso particular de la division por cero, es posible detectar varias
dificultades en distintas instancias escolares. Lo llamativo es que a
pesar de las diversas explicaciones brindadas por los docentes, los
errores persisten y lejos de superarse, parecen afianzarse con el

correr de los afos hasta que finalmente, los docentes quedamos con
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la sensacion de que los alumnos responden mecanicamente buscando

dar con la respuesta esperada por su profesor. (Veiga, 2013, p. 3)

Este trabajo de investigacion surge frente a la necesidad de dar respuesta a diversas
problematicas detectadas en la clase de matematica relacionada con la division por cero. Si
bien el concepto de division se aborda desde los primeros afos de la escolaridad y el cero
no constituye, en principio, un obstiaculo cabe preguntarse ;porqué persisten los errores
de intentar dividir por cero?, ;qué influencia ejerce el algoritmo de la division entera en la
construccion de este concepto!?, ;qué relacion existe entre la division aritmética y su paso
al limite?, ;como influyen las respuestas de los docentes frente a esta dificultad?, ;qué
respuesta dan los libros de texto que usamos en las aulas de matematical... Estas son sélo

algunas de las preguntas que guiaron investigacion y a las cuales se busca dar respuesta.
Marco teérico

La presente investigacion se sustenta en la socioepistemologia como marco teérico de
referencia. Se buscara dar respuesta desde un enfoque sistémico de sus cuatro

componentes, a saber: epistemoldgica, social, cognitiva y didactica.

Las cuatro componentes socioepistemologicas permiten analizar los fenédmenos didacticos
relacionados con la problematica de la division por cero, abarcando no solo las
estructuras cognitivas de quien aprende y los métodos empleados en la ensehanza, sino
que profundiza el andlisis incluyendo la componente epistemoldgica inherente al
conocimiento matematico como una de las caracteristicas indispensables para explicar,

predecir y superar las dificultades y obstaculos que emergen de las practicas escolares.

El escenario sociocultural influye no sélo en las conductas, sino en la
manera de actuar y de pensar de los miembros de la sociedad que lo
habita, moldeando, de cierta manera, sus acciones y pensamientos,
condicionandolos sustancialmente. Todas las caracteristicas de los
escenarios socioculturales influyen en la construccion del
conocimiento, comprendido éste como un producto sociocultural, y
por lo tanto, representativo de la sociedad en que se gesta. (Crespo

Crespo, 2012, p. 96 — 97)
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Desde el punto de vista didactico, es posible advertir que las intervenciones de los
docentes frente a los obstaculos relacionados con la division por cero constituyen un
elemento mas de analisis que pone en evidencia la necesidad de revisar el discurso
matematico escolar. La division por cero se manifiesta en tres escenarios diferentes:
aritmético, algebraico y analitico. En cada uno de estos escenarios, la naturaleza de la
division por cero es completamente diferente. Sin embargo, se observa que en el discurso
matematico escolar no existe tal distincion. Por el contrario, se torna en un concepto

obvio y transparente.

Desde el punto de vista epistemolégico, un recorrido por el devenir historico este
concepto pone en evidencia que el cero constituye en si mismo un obstiaculo
epistemoldgico que requiere de una atencion particular. En el caso de la division por cero,

se mostrara qué confluyen distintas ideas que tienden a empanar este concepto.

Desde punto de vista cognitivo, las concepciones previas de los alumnos pone en
evidencia la asociacion del cero al concepto de nada o vacio. Esto sumado a la ausencia del
tratamiento en los disenos curriculares y libros de texto trae como consecuencia una

serie de errores y dificultades que se manifiestan en la division por cero.

Incorporamos a esta investigacion el andlisis y clasificacion de los obstaculos segln su
origen ya que, debido a la naturaleza del cero, este concepto deriva en una serie de
obstaculos cuya categorizacion puede ser util para el andlisis, anticipacion y tratamiento de

los mismos.

Artigue (1990) menciona varias caracteristicas que tienen los obstaculos. En una de ellas
se refiere a la resistencia del mismo evidenciando que la division por cero constituye un

obstaculo en el aprendizaje de la matematica:

Este conocimiento resiste a las contradicciones a las cuales se lo confronta y el
establecimiento de un conocimiento mejor para que el precedente desaparezca.
Es pues indispensable identificar e incorporar su rechazo en el nuevo saber [...]
Después de tomar conciencia de su inexactitud, el conocimiento continla

manifestandose de modo intempestivo y obstinado. (p. 254)

Antecedentes de la division por cero
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Luego de realizar una exhaustiva investigacion se encontraron innumerables trabajos que
abordan el origen y evolucién del cero el distintas civilizaciones. No obstante, son muy
pocas las que abordan especificamente la problematica de la division por cero. Catano
Barrera (2007) observa que en las clases de matematica y en distintas situaciones se da
por entendido que el cero constituye un caso particular, pero no se abordan en
profundidad ninguna de esas particularidades quedando a cargo del alumno realizar el

proceso necesario para su comprension y asimilacion.

Realizan un recorrido historico, es facil advertir que varios civilizaciones incluyeron al cero
su sistema de numeracion. Sin embargo, fue la cultura India la que desarroll6 el concepto

del niUmero cero, tal como lo conocemos actualmente.

Esta civilizacion incorpora con naturalidad, el uso del cero y el
nombre sanscrito utilizado para nombrarlo es: shunya (vacio). No
obstante, en la filosofia india, se desarrollaron una gran cantidad de
conceptos relacionados con la Nada que abrieron paso al cero

matematico. (Veiga, 2013, p. 53)

Algunos de los matematicos indios que realizaron mayores aportes y, de
alguna manera, se refirieron al uso del nimero cero son: Brahamagupta (598 —

670); Mahavira (800 — 870) y Bhaskara (1114 — 1185).
Brahamagupta, postulo la divisién por cero de la siguiente manera:
I) Cero dividido por cero es cero.

2) Cero dividido por negativo o los numeros positivos son o cero o
se expresa como una fraccion con cero como numerador y la

cantidad finita como denominador.

3) NUmeros positivos o negativos cuando son divididos por cero, son

una fraccion con el cero como denominador.

(Pinedo, 2001; Catano Barrera, 2007; D’Amore, 2007; Sanchez Risco,
2010; Danoso y Castro, sf)
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Por su parte, Mahavira afirma que “un nimero permanece inalterado
cuando es dividido por cero” (Pinedo, 2001, p. I |; Danoso y Castro,

sf, p. 5)

Finalmente, Bhaskara postula que “una cantidad divida por cero se
torna en una fraccion con el denominador igual a cero. Esta fraccion
determina una cantidad infinita. En esta cantidad en la cual cero es el
divisor, no hay alteracion aunque se sumen o se resten muchos”.
(Pinedo, 2001, p. I I; D’Amore, 2007, p. 434; Guimaraes, 2008, p. 54;
Danoso y Castro, sf, p. 5)

Estos intentos por definir la division aritmética por cero, ponen en evidencia la naturaleza
epistemologica de este concepto que trae aparejados una serie de obstaculos que se
manifiestan en la division y como tales, resultan muy dificiles de erradicar. Por esta razon,
es importante considerar este andlisis historico para poder interpretar las respuestas

dadas por los alumnos en las clases de matematica.

Del mismo modo, haciendo una revision histérica de la aparicion de la division por cero
en el cdlculo infinitesimal nos remontamos a los trabajos de Newton y Leibniz y sus
cantidades infinitamente pequenas, casi nulas. La falta de rigurosidad en sus
argumentaciones fue lo que hizo que a muchos de los matematicos de su época, les
resultara muy complejo comprender sus explicaciones y fue objeto de varias criticas. En
particular, se les objetaba la posibilidad de dividir por cero cuando en realidad la division
se realizaba entre infinitesimales. Se recuerda al lector que en este periodo histérico aun

no estaba formalizada la definicion de limite y por lo tanto, el concepto de infinitesimal.
El cero en el discurso matematico escolar

A fin de analizar los efectos del discurso matematico escolar en relacion al cero y la
division por cero, y comprender el origen de los obsticulos asociados a este
conocimiento, se realiza una revision de las propuestas que figuran en los disenos
curriculares para escuela media en la Ciudad Auténoma de Buenos Aires (Argentina) y se
examina el discurso matematico presente en algunos libros de texto, contemplando, en
todo los casos, los elementos cognitivos, epistemologicos, didacticos y socioculturales que

permiten explicar los fenédmenos didacticos vinculados a este concepto.
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Dentro de los disenos curriculares, el trabajo particular de la divisién por cero, aparece
explicitado en segundo y tercer ano del secundario, en el marco de la resolucion de
ecuaciones lineales. En estos anos, se propone trabajar con problemas que se modelicen
con ecuaciones lineales con una incégnita y sistemas de ecuaciones lineales con dos
incognitas que admitan, en cada caso, una, ninguna o infinitas soluciones; del mismo modo,
se aconseja naturalizar el trabajo con ecuaciones que no tengan solucion o que tengan

infinitas.

Por otro lado, a partir del analisis del discurso matematico en cinco libros de texto, se
arriban a las siguientes conclusiones:

/7

¢ En los textos analizados, se recurren a algoritmos y procedimientos que evitan la

aparicion de la division por cero en la resolucion de ecuaciones y sistemas.

¢ En general, la claridad y orden en los desarrollos que justifican las soluciones
determinadas en una ecuacion, se pierden por completo cuando se intentan dar las
razones por las cuales una ecuacion puede llegar a tener infinitas soluciones o

ninguna.

¢ Algunos libros de texto, prefieren restringir el estudio de las ecuaciones y sistemas

a aquellas que tengan una solucion y ésta sea Unica.

¢ Los libros que presentan todas las posibilidades respecto a la cantidad de
soluciones de una ecuacién o sistema, no suelen retomar estas ideas en la
ensenanza de otros conceptos y por lo tanto, es un conocimiento que queda
planteado como un caso particular, completamente aislado del resto de los

conceptos.
Dificultades y obstaculos asociados a la divisién por cero

A partir de la experimentacién que se realizo en tres cursos del quinto ano de la escuela
secundaria, la misma consistid en la resolucion de cuatro actividades que involucran la
divisién por cero en tres contextos diferentes: resolucion de ecuaciones incompatibles e
indeterminadas, calculo de limites indeterminados y division aritmética por cero. Los
errores cometidos por los alumnos en esta parte de la experimentacién permiten ilustrar,
a modo de ejemplo, los puntos de partida de nuestro andlisis de las dificultades y

obstaculos asociados.
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Este tratamiento, trae aparejadas las respuestas mecanicas de los
alumnos que suelen olvidar mucho mas rapidamente de lo que
suponemos. De esta manera, frente a una division por cero las
respuestas suelen variar entre infinito, nada, cero, math ERROR, etc.
Lo que es peor, la incertidumbre es tan grande, que se traslada a
otras divisiones donde el cero es el dividendo, y a operaciones como
la radicacion, donde suelen responder que no se puede calcular la

raiz cuadrada de cero. (Veiga, 2013, p. 68)

A continuacion, se presenta una categorizacion de los obstaculos y dificultades asociadas a
la division por cero que no pretende ser rigida y estructurada sino que tiene la finalidad de

una organizacion que facilite su analisis.

oo

% Dificultades asociadas al concepto de division aritmética: la idea arraigada de que la

division es un reparto equitativo y que debe tener un resultado.

0’0

% Dificultades asociadas al concepto de infinito: los alumnos conciben al infinito como
numero Yy realizar operaciones con él. Otros, en cambio, asocian la expresion del

infinito como equivalente a algo que no tiene solucién como se puede ver en la

figura I.

Figura |. Resolucion de una ecuacion incompatible

+ Dificultades asociadas al concepto de ecuacion: en general, no admiten la

posibilidad de que una ecuacién pueda no tener solucion o infinitas como se puede

ver en la figura 2.

K % + £ i S
B ox-Sx=58-2
NS Se . CURhe Re<QINER

Figura 2. Respuesta dada en la resolucién de una ecuacién incompatible
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% Dificultades asociadas al concepto de funcion. Ausencia de la nocion de
infinitesimal: en general, considera el calculo de limites y de imagenes, conceptos

equivalentes.

+ Dificultades asociadas a las caracteristicas de las situaciones planteadas: en general,
no diferencian la naturaleza la division por cero planteada en un contexto

aritmético, algebraico o analitico. Los trabajan como situaciones equivalentes.

Del andlisis de las dificultades detectadas durante la etapa de la experimentacion, puede
deducirse que la division por cero encierra multiples obstaculos intimamente relacionados

entre si, a saber:

%+ Obstaculos didacticos: originado por ausencia de un tratamiento especifico de la
divisién por cero a lo largo de toda la escolaridad. Las caracteristicas del trabajo
que se realiza con funciones en los contextos escolares, oculta el caricter
dinamico de las mismas lo que dificulta el abordaje de nociones de calculo que
involucran el concepto de infinitesimal.

R/

+¢ Obstaculos epistemolégicos: se refleja en la concepcion que tienen acerca de la
division por cero, del infinito y las funciones.

K/

¢ Obstaculos ontogenéticos: se manifiestan en la imposibilidad de concebir el
caracter dinamico de los infinitesimales que los diferencia de la division aritmética.
Por otro lado, la busqueda permanente de generalizaciones asociadas a la division

por cero dejan entrever la dificultad que este concepto encierra.
Conclusiones

Considerando los antecedentes historicos, el analisis realizado del discurso matematico
presente los disenos curriculares y libros de texto y contemplando las dificultades y

obstaculos observados en experimentacion es posible arribar a las siguientes conclusiones:

% El tratamiento que recibe la division por cero en la resolucion de ecuaciones

indeterminadas e incompatibles resulta escaso.

% Los alumnos no advierten la diferencia entre la division aritmética por cero (que no
esta definida), la resolucion de ecuaciones determinadas e incompatibles y el

célculo de limites en los que no se divide por cero, sino por infinitesimales.
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% Los obsticulos que dan origen a las dificultades de los alumnos no son
contemplados ni en los disenos curriculares, ni en los libros de texto que suelen

usar los docentes en sus clases de matematica.

A partir de esta realidad, es de esperar que el alumno tenga dificultades en admitir la
imposibilidad de la divisién aritmética por cero y su diferenciacién en el ambito algebraico

y analitico.
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