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Resumen

En este trabajo se realiza una investigacion didactica para determinar el uso que hacen los
estudiantes de las hipotesis de un teorema sobre Aritmética modular, en una demostracion de
Algebra, utilizando como marco tedrico el enfoque ontosemidtico de la instruccion matemdatica. Se
han disefiado unas practicas que realizaron en el laboratorio, empleando el programa
Mathematica, 132 alumnos del primer curso del Grado en Ingenieria Informatica, de la
Universidad de Jaén. Las respuestas de los estudiantes han sido clasificadas y cuantificadas
atendiendo tanto a los conflictos semioticos manifestados, como a la influencia que tiene dicho
software cientifico en la ensefianza y aprendizaje de estos alumnos.
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Abstract

In this paper, it is carried out a didactic research for determine the use of students in hypotheses of
theorem about Modular Arithmetic, in an Algebra proof, using the theoretical framework of the
onto-semiotic approach to Mathematics Education. It has been designed practices with the
Mathematica computer program that 132 students on the first year in Computer Engineering
Degree from University of Jaén did in laboratory. The students answers have been classified and
quantified according to semiotic conflicts showed and the influence in teaching and learning that
such scientific software has in these students
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INTRODUCCION Y ANTECEDENTES

La demostracion es un tema transversal en todas las etapas de la ensefianza de las matematicas y
adquiere diferentes caracteristicas dependiendo del nivel educativo donde se desarrolle. Este trabajo
estd centrado en alumnos de primer curso del Grado en Ingenieria Informatica de la Universidad de
Jaén, etapa en la que el desarrollo del razonamiento l6gico deductivo adquiere una especial
importancia.

Numerosos trabajos muestran el interés en Didactica por el tema de la demostracion. En los tltimos
afios algunos de ellos se han centrado en la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en el nivel
universitario. Recio y Godino (2001), utilizando el Enfoque Ontosemidtico de la cognicion
matematica (EOS), indican que el rendimiento en actividades de demostracion de gran parte de los
alumnos universitarios de primer curso es decepcionantemente bajo.

En el caso de la demostracion en Algebra, Dubinsky y Yiparaki (2000) han detectado que los
alumnos universitarios de varios niveles, incluyendo algunos alumnos avanzados matriculados en
asignaturas de Algebra abstracta, tienen también importantes dificultades en temas relativos a la
demostracion matematica. Mas recientemente, Alvarado y Gonzalez (2010 y 2013) realizan
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exploraciones con objeto de estudiar las dificultades que tienen los estudiantes universitarios en
torno a la demostracion matematica y comprueban “la ausencia del dominio del lenguaje cientifico
de los alumnos relacionado con el binomio teorema-demostracion”, asi como, “el mal uso de las
implicaciones matematicas por la confusion entre hipdtesis y demostracion”.

Camacho, Sanchez y Zubieta (2014) en su investigacion con estudiantes de nivel avanzado de
Matematicas y Computacion, sobre la lectura de la prueba matematica, analizan las justificaciones
de estos alumnos al leer demostraciones y obtienen que sus habilidades para realizar esta tarea
resultan muy pobres. La mayoria de las respuestas apelan so6lo al contenido y no al esqueleto logico,
lo cual consideran insuficiente.

Por otra parte, el uso de los recursos informaticos, en gran auge e imprescindibles en esta titulacion,
provoca que la ensefanza y aprendizaje de la demostracion adquiera unas caracteristicas concretas
debido a la influencia de las nuevas tecnologias y del lenguaje algoritmico propio de la Informatica.
Diferentes cuestiones didacticas surgen en la ensefanza y aprendizaje de la demostracion cuando
esta se desarrolla en el entorno de un software cientifico como Mathematica.

Respecto de las "nuevas" tecnologias, Balacheff (1994) define el término de trasposicion
informatica y subraya que ésta “supone una contextualizacion del conocimiento que puede tener
consecuencias importantes en los resultados de aprendizaje”. Harel y Sowder (2007) aportan que

el papel del algebra simbdlica en la reconceptualizacion de las matematicas en general y de la
demostracion en particular suscita una pregunta crucial sobre el papel de las habilidades de
manipulacion simbodlica en el desarrollo conceptual (...) en vista del auge del uso de las tecnologias
electronicas en educacidn, especialmente en sistemas informaticos de algebra, nos podemos
preguntar igualmente: ;Podrian estas herramientas privar a los alumnos de la oportunidad de
desarrollar las habilidades de manipulacion algebraica necesarias para el desarrollo de una nocion
avanzada de la demostracion, o, por el contrario, proporcionarles las mismas? (pp. 817-818).

Nuestro estudio esta en la linea de estos interrogantes y forma parte de un trabajo de tesis doctoral
cuyo objetivo general es describir y analizar la influencia del software Mathematica en la ensefianza
y aprendizaje de la demostracion en Teoria de Numeros, dentro de la asignatura de Matematica
Discreta para los estudiantes del Grado de Ingenieria Informética, identificando fendmenos
didacticos y utilizando las herramientas del Enfoque Ontosemidtico de la instruccion matematica
(EOS). Uno de los objetivos especificos propuesto en el proyecto fue “Estudiar la influencia del uso
del software cientifico Mathematica en la comprension de hipotesis de teoremas y de esquemas de
demostraciones, determinando conflictos semidticos presentes en las practicas informaticas”. Asi,
en esta comunicacion, estudiamos las consideraciones de los alumnos acerca del papel de las
hipotesis en una demostracion de Aritmética modular. En Ordéfiez, Ordofiez y Contreras (2013), se
realiza una investigacion didactica acerca de una demostracion en Teoria de Numeros utilizando el
programa Mathematica. Se obtiene que este alumnado tiene dificultades en la comprension de este
esquema de demostracion y que el uso de un software cientifico no esta exento de dificultades.

Otros trabajos respecto la ensefanza y aprendizaje con el recurso tecnologico Mathematica para
estudiantes universitarios, también publicados por medio de la SEIEM, son Contreras, A. et al.
(2005) o Contreras, A. y Ortega, M. (2009).

PROBLEMA DE INVESTIGACION Y METODOLOGIA

Existen multiples investigaciones didacticas acerca de la demostracion, sin embargo no hemos
encontrado estudios didacticos, a nivel universitario, acerca del papel que los alumnos dan a las
hipotesis cuando realizan una demostracion en Aritmética Modular utilizando el software
Mathematica.

Como senalaban Harel y Sowder (2007) respecto de la demostracion, “queda patente la necesidad
del uso de las nuevas tecnologias, especialmente en educacion”, aunque dejan abierta la pregunta
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acerca de “la influencia de las nuevas tecnologias en el aprendizaje o desarrollo de una nocion
avanzada de demostracion matematica”. Por tanto, si utilizamos recursos informaticos como
Mathematica para la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en Algebra, esta pregunta adquiere
una gran importancia y mas aun, si queremos poner de relieve la consideracion que hacen los
alumnos acerca de las hipotesis en el desarrollo de la demostracion. A este respecto Alvarado y
Gonzalez, (2010) exponen que los estudiantes “se suelen centrar més en el significado de la
proposicion, mientras que les resulta mas dificil fijarse en los aspectos relativos al estado (hipotesis,
conclusion, etc)” (p.74)

Por otra parte, la experiencia docente de uno de los investigadores en esta materia de Matematica
Discreta con alumnos del Grado de Informatica, le ha llevado a disefar junto con otros profesores
del area de Algebra, unas practicas informaticas para el laboratorio, de forma que el ordenador sea
un facilitador (Garcia, Ordofiez y Ruiz, 2006) y que se llevan utilizando en los tltimos diez afios.

Asi, nos planteamos ;Cual es el papel que el alumno otorga a las hipdtesis en el aprendizaje de la
demostracion matematica para alumnos del Grado en Ingenieria Informética en Teoria de Numeros?
(,qué impacto tiene el uso de las tecnologias en este tema? ;qué tipos de conflictos semioticos
muestran y cuales permite superar el uso del programa Mathematica? Estas cuestiones requieren de
un trabajo mas amplio y seran abordadas en un trabajo de tesis doctoral. El objetivo de esta
investigacion (una de las concreciones del proyecto general) es poner de manifiesto el uso que
hacen los estudiantes de las hipotesis de un teorema en el que se estudia un esquema de
demostracion' relativo al calculo de inversos de clases de restos, en una practica con Mathematica,
utilizando las herramientas del enfoque ontosemidtico de la cognicidon matematica.

En primer lugar, en el laboratorio de practicas informaticas, se explica una proposiciéon que
caracteriza la existencia de inversos en los anillos de enteros modulo n. La demostracion de este
teorema es constructiva y deduce quien es el inverso en Z,. Se utiliza el software Mathematica para
implementar un programa que permita realizar los calculos numéricos relativos al calculo de la
Identidad de Bézout, pues son bastante tediosos. Los inversos existen cuando se cumplen dos
hipoétesis: la primera, que el elemento sea no nulo; la segunda, que sea primo relativo con n.

Para abordar desde el punto de vista didactico las cuestiones planteadas, proponemos al alumnado
dos ejercicios a realizar en el laboratorio en los que no se verifican, respectivamente, cada una de
las dos hipdtesis anteriores y por tanto en ambos ejercicios el inverso no existe.

Las cuestiones que se proponen a los alumnos han sido elaboradas por los investigadores y fueron
sometidas a juicio de expertos, profesores que componen el 4rea de Algebra de la Universidad de
Jaén y que imparten docencia en esta materia o la han impartido en otros cursos, y son autores de
distintas practicas informaticas y manuales que se utilizan en asignaturas del Grado en Ingenieria
Informatica.

Analizaremos las respuestas de los estudiantes y nos centramos en caracterizar los conflictos
semidticos que muestran los alumnos en esta practica. El enfoque ontosemiotico de la instruccion
matematica presenta unas caracteristicas metodoldgicas propias que marcaran esta investigacion
(Godino, Contreras y Font, 2006; Godino, Batanero y Font, 2007 y Font, Planas y Godino, 2010).
Este trabajo caracteriza los significados personales de los alumnos, observando las dificultades y
errores en términos de conflictos semioticos”.

Para la evaluacion de los significados personales, se analizaran las respuestas de los estudiantes a
los dos ultimos ejercicios de una practica informdtica. La correccion y codificacion de las
respuestas de los estudiantes se ha hecho siguiendo el método de otras investigaciones (Ordofiez,
2011), utilizando el programa estadistico SPSS, lo que ha hecho posible clasificar y cuantificar
variables y asi como poner de manifiesto si las hip6tesis han sido consideradas por los alumnos en
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el estudio del teorema. También hemos podido obtener cuales han sido los conflictos semioticos
que han emergido en la ensenanza-aprendizaje de los alumnos.

La poblacion escogida corresponde a todo el alumnado que asistid ese dia a practicas de la
asignatura de Matematica Discreta del Grado en Ingenieria Informéatica. La muestra consta de 132
estudiantes pertenecientes a los cinco grupos de practicas de la asignatura, lo que supone un 70%
del total de matriculados (191 alumnos). Son alumnos de primer curso y la exploracion se realizé en
el mes de diciembre, al final del primer cuatrimestre del curso 2012-13.

Como material, disponen de un manual (Garcia, Ordofiez y Ruiz, 2006) en el que aparecen tanto las
explicaciones tedricas como la forma de resolver los problemas con este software cientifico.

ANALISIS DIDACTICO

Nuestra investigacion didactica estd orientada a determinar el uso que hacen los estudiantes de las
hipotesis de un teorema, en una demostracion (Rosen, 2004, p. 170 y Garcia, Ordofiez y Ruiz, 2006,
p. 192) que forma parte del temario de la asignatura Matematica Discreta, del Grado en Ingenieria
Informatica. Concretamente, el teorema a analizar es el siguiente:

Si a es un elemento no nulo de Z,, entonces

a admite inverso en Z, si y solo si mcd{a, n}=1

Este resultado de la Aritmética Modular, permite caracterizar las unidades del anillo Z,. La
demostracion en sentido hacia la izquierda es constructiva y asi, el calculo del inverso de a se
realiza bajo dos hipotesis:

v La primera, @ es un elemento no nulo.
v La segunda, el maximo comun divisordeaynes 1.

Para trabajar esta demostracion, utilizando el programa Mathematica, disponemos de dos horas de
laboratorio que distribuimos, explicando, en primer lugar, la parte teérica matematica y como se
implementa todo el procedimiento en el ordenador. En este momento se realizan también algunos
ejercicios que ejemplifican el esquema de demostracion trabajado y se incide en la importancia de
las hipotesis pues son las condiciones bajo las cuales se verifica la existencia del inverso. Una
segunda parte de la practica, consiste en el trabajo personal del alumno, que debe resolver una serie
de ejercicios propuestos, los cuales se incluyen en el cuaderno de practicas que entregaran al final
del cuatrimestre, para ser evaluado.

En este caso, proponemos cuatro ejercicios, todos ellos personalizados, para que no haya
interaccion entre los distintos alumnos, aunque con las mismas caracteristicas didacticas. Cada
estudiante debe realizarlos y entregarlos de forma telematica para nuestro analisis.

Los dos primeros ejercicios se sitian dentro de las hipotesis del teorema y en ellos se trabaja, con
Mathematica, la demostracion propuesta. Estos han sido objeto de estudio con anterioridad
(Ordonez, Ordonez y Contreras, 2013).

Los dos ultimos se han disefiado para poner de manifiesto el grado de consideracion de los
estudiantes por cada una de las hipotesis de este teorema. Asi se proponen dos situaciones que
corresponden, respectivamente, a un ejemplo que no verifica cada una de dichas hipotesis. Estas
son:

e Situacion 1. Calcular, si es posible, el inverso de la clase de tu DNI en Zpn;

e Situacion 2. Calcular, si es posible, el inverso de 2x en Zsg, siendo x el numero del puesto
de ordenador que ocupa.
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Analisis a priori

Para poder analizar resultados se ha elaborado un analisis didéctico a priori de ambas situaciones
haciendo explicitos conflictos de significado potenciales. El EOS identifica en la actividad
matematica cinco tipos de entidades u objetos primarios: situaciones-problema, elementos
lingiiisticos, conceptos, procedimientos, proposiciones y argumentos (Godino, Batanero y Font,
2007). Por razones de extension, no nos ocuparemos en esta comunicacion de los conflictos
semioticos del lenguaje (CSL) y de los procedimientos (CSP), aunque mostramos los resultados en
la tabla 1.

=  Situacién-problema:

Comenzaremos exponiendo la resolucion del experto de la situacion 1. Esto es, calcular, si es
posible, el inverso de la clase de tu DNI en Zpn.

Es obvio que, como las clases en Zpn; se calculan a través del resto de dividir entre el DNI,
entonces DNI=0, que no tiene inverso por definicion, y simplemente con hacer esta observacion se
acabaria el ejercicio sin tener que realizar nada en el ordenador.

En esta situacion, la clase a la que hay que calcularle el inverso corresponde, para todos los
alumnos, con la del 0 y no verifica la primera hipotesis del teorema. Optamos por no poner
directamente que calcularan la clase del 0 porque si utilizaran como datos n1=0 y n2=25000000, el
programa daria un mensaje de error y el alumno no se plantearia qué estaba pasando. Asi decidimos
buscar un multiplo del DNI que no fuera el cero.

Si el alumno no tiene en cuenta la hipdtesis primera y hubiera aplicado el esquema de demostracion
basado en calcular el médximo comun divisor y la Identidad de Bézout a través del programa que
tienen en el manual, obtendria lo siguiente (tomando como DNI 25000000):

1. Modificaria las entradas del programa con los datos nl y n2 siguientes
In[]:=n1=25000000;
n2=25000000;
2. Ejecutaria el programa dando al INTRO del ordenador.
3. Obtendria los siguientes resultados:
Out[]=m.c.d.{25000000 , 25000000}= 25000000
m.c.m.{25000000 , 25000000}=25000000
Identidad de Bézout:
25000000=25000000-(0) +25000000-(1).  (*)
4. Se deberia observar que el maximo comun divisor no es 1 y, por la segunda hipdtesis,
deducir que no existe el inverso de 25000000.
Si esta segunda hipotesis pasara también inadvertida para el estudiante y continuara la
demostracion, deberia seleccionar como inverso el nimero que en la Identidad de Bézout,
acompana a 25000000. En este caso vemos que aparecen en la combinacion lineal (*) el 0 y el 1.
Ante esto caben tres posibilidades:
o Si elige como inverso el 0, es una enorme contradiccion pues el 0 no tienen inverso.
o Sise eligiera el 1, también es contradiccion pues el 1 es el inverso del 1.
o Sielige ambos 0 y 1, contradice el hecho de que el inverso es Unico.
Todas estas contradicciones deberian llamar la atencion de que algo no va bien en la
demostracion y esto es, precisamente, que no verifica las hipotesis.

En el caso de la Situacion 2, para el estudio de la segunda hipoétesis, se propone: calcular, si es

posible, el inverso de 2x en Zsos, siendo x el numero del puesto de ordenador del aula que ocupa
(x=2,..,40).
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Para esta practica, el dato n1=2x es personalizado y no es la clase del 0 en Zsos pues 4 < nl < 80.
Ademas 2x es el representante de clase candnico por lo que no hay que simplificarlo con
operaciones previas.

El segundo dato se eligio por ser un multiplo de 2, alto, y que no terminara en 2 para que el alumno
no viera a simple vista que no es primo relativo con 2x.

La resolucion del ejercicio pasa por aplicar el programa de Identidad de Bézout y comprobar que el
maximo comun divisor es multiplo de 2, no es 1, por tanto no tiene inverso y no hay que continuar,
a pesar de que el ordenador pueda calcular la Identidad de Bézout.

No se ha implementado en el ordenador toda la demostracion objeto de nuestro estudio, sino que se
ha preferido recurrir a ¢l, so6lo para la parte de calculo mas tediosa. Tampoco se han incluido las
hipdtesis en todo lo que hemos trasladado a Mathematica. El motivo ha sido que se pretende que el
estudiante trabaje todos los aspectos de dicho esquema de demostracion y aprenda la importancia de
estas dos hipotesis en el teorema.

= Argumentaciones

Existen dos tipos: Por un lado, las que corresponden a las Matematicas. Son argumentaciones
deductivas y podriamos decir que también son argumentos constructivos, pues la demostracién no
solo da la existencia del inverso sino que nos permite construirlo. Por otro lado, respecto del
programa Mathematica, obtenemos argumentaciones de tipo algoritmico, que son las que nos
permiten distinguir los distintos pasos para conseguir la resolucion del ejercicio. Los conflictos
semidticos son: CSAM;: Si el med es 1, se deduce que el inverso no existe. CSAM,. Deduce que no
tiene inverso y sin embargo elige uno. CSAMj3: A pesar de que el med es distinto de 1, deduce que
existe el inverso. CSAMy: Razona que no existe el inverso porque el DNI es primo o porque existen
divisores de cero. CSAMs: Razona que no existe el inverso porque el mcd es distinto de cero.
CSAMg: Comprueba si el resultado es inverso del 0. CSAMth,;: Argumenta que el segundo niimero
es el inverso, basandose en la posicion y no se fija si acompana al DNI. CSAMth,: Se inventa el
inverso a partir de datos de la Identidad de Bézout que no corresponde con la construccion dada.

= Conceptos y proposiciones
o Propios de las Matematicas son:

Definicion 1. Llamaremos Z,={0, 1,..., n-1} al conjunto de las clases de restos mddulo n.
Proposicion 1. Z, es un anillo conmutativo

Definicion 2. Las unidades del anillo Z, son aquellos elementos a, no nulos, para los que existe
inverso, esto es, un elemento b de Z, tal que a b =1

Proposicion 2. El inverso de cada elemento de Z, es unico.

Proposicion 3. (Identidad de Bézout)

Sia, b €Z-{0} ymcd{a,b}=I, entonces existen u, veZ talesque l =au+bv

Proposicion 4.
Si a es un elemento no nulo de Z,, entonces a admite inverso en Z, si 'y solo si mcd{a,n}=1

o Propios del programa Mathematica son:

La funcion Mod[a,n] calcula el resto de dividir a entre n y por tanto la utilizamos para calcular la
clase de a en Z, y el programa que calcula la Identidad de Bézout (Garcia, Ordofiez y Ruiz, 2006).

Asi los conflictos semioticos potenciales asociados a conceptos y proposiciones los notaremos
CSCM; y CSCMth; para los que corresponden a conceptos y proposiciones de las Matematicas o de
Mathematica respectivamente y son: CSCM;: Se calcula el inverso del elemento cero. CSCM,: Para
un elemento no nulo, se toma el cero como inverso. CSCM3: Se considera que no existe la clase de
un numero negativo o un nimero mayor que n. CSCMy: Se calculan dos inversos. CSCMs: No
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identifica la Identidad de Bézout. CSCMg: Confunde inversos en Zn con divisores de cero.
CSCMth;: No se calcula la clase de restos del inverso utilizando la funcion Mod[].

RESULTADOS Y DISCUSION

Si analizamos la situacion 1, respecto de los datos propuestos, podemos observar que la eleccion de
los datos n1 y n2 como el DNI de cada alumno, ha dado lugar a muy pocos errores (el 3,8% de la
muestra) pues es un numero muy conocido por el alumno.

Recordemos que esta situacion es el tercer ejercicio de la practica realizada en el laboratorio. En
blanco aparecen 9 alumnos de los 132 de la muestra. Podemos deducir que contestan un alto
porcentaje de estudiantes. Esto nos indica que es un ejercicio asequible.

El siguiente diagrama de sectores nos muestra de forma muy clara, los resultados respecto de la
realizacion correcta del ejercicio.

Otros Blanco

errores 7%

No 4%

argumentan
22%

Hipdtesis 1
considerada

2%
\_ Hipdtesis 2

considerada
Argumentan 23%
mal

42%

Figura 1

Tras el andlisis estadistico, podemos deducir, segin la figura 1, que s6lo un 25% de los alumnos
realizaron la situacion 1 correctamente (Hipotesis 1 o Hipotesis 2 consideradas); es decir, tan s6lo
33 estudiantes. De ellos: So6lo 3 (el 2%), los que no tuvieron el conflicto semidtico CSCM;
(calculan el inverso del 0), fueron los que consideraron la primera hipdtesis del teorema. Dos de
ellos concluyeron que no existe el inverso del 0 y explican que al no verificarse la hipotesis 1, el
elemento no tiene inverso. No hicieron uso del ordenador para su deduccion. Son los Unicos que
muestran una verdadera comprension del papel de esta hipotesis en el teorema. Otro, el alumno 32,
llega a la misma conclusion pero necesita el ordenador para deducir que el inverso no existe. Como
vemos en la figura 2°, comprueba que no existe el inverso basandose primero en la segunda
hipdtesis, que el maximo comun divisor no es 1, y luego aporta que es el 0. Asi comprueba que no
se verifica la hipotesis 2 y después observa que tampoco se cumple la hipdtesis 1. Probablemente,
este estudiante esté¢ considerando la regla implicita que le dice que debe de usar el ordenador al
estar en un laboratorio de informatica.

m.c.d.{25000000 , 25000000}= 25000000
m.c.m.{25000000 , 25000000}=43
Identidad de Bézout: 25000000= 25000000-(0) + 25000000- (1) .

Al ser distinto el m.c.d. de 1 el numero correspondiente a mi DNI (25000000) no
tiene inverso, también decir que en Zsspooooo €l nimero 25000000 es igual a 0

Figura 2. Respuesta alumno 32

Solo 30 personas (el 23%) deducen que no existe el inverso al considerar la hipdtesis 2 pero no la
hipotesis 1. Son alumnos que directamente realizan el ejercicio usando el ordenador, comprueban
que el maximo comun divisor no es 1 y no se paran a analizar o verificar la hipotesis 1, es decir si el
elemento es cero. Aunque han realizado correctamente el ejercicio basan sus razonamientos en los
calculos proporcionados por el ordenador, no observando previamente el conjunto de hipotesis.

Observando la incidencia de los conflictos semidticos hemos obtenido los resultados que se
muestran en la tabla 1. También recogemos los resultados de la situacion 2 que analizaremos mas
adelante.
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Tabla 1. Cuantificacion de conflictos semidticos

Situacion 1 Situacion 2
Entidades primarias Frecuencia Porcentaje Frecuencia Porcentaje
absoluta absoluto absoluta absoluto
Lenguaje Matematicas 7 5,3% 9 6,8%
Mathematica 119 90,2% 13 19,8%
Entorno 8 6,1% 7 5,3%
Argumentacion Matematicas 57 43,2% 58 43,9%
Mathematica 0 0% 0 0%
Conceptos y proposiciones Matematicas 120 90,9% 1 0,8%
Mathematica 1 0,8% 0 0%
Procedimientos Matematicas 29 22.2% 21 15,9%
Mathematica 0 0% 0 0%

En la situacion 1, los conflictos semioticos mds numerosos son los correspondientes a los conceptos
de las Matematicas, esto es, CSCM: lo manifiestan 120 de los 123 que respondieron. En particular,
CSCM; (calcular el inverso sin considerar que es el 0) es el més frecuente, lo presentaron los 120
estudiantes. Todos ellos estiman que el cero puede tener inverso, o no observan que el cero es una
clase que nunca tiene inverso y realizan el esquema de demostracion que presenta el teorema. De
estos 120 estudiantes, 15 mostraron también CSCM,, consideran que el cero es el inverso del cero.
Aunque no ha tenido un alto indice de incidencia, hay 2 casos que manifiestan que el DNI tiene dos
inversos (CSCMy), el 0 y el 1, lo que nos parece, en este nivel educativo, un conflicto muy
significativo.

Aunque, por razones de espacio no se han incluido en este trabajo, queremos hacer notar que los
conflictos del lenguaje del programa Mathematica (CSLMth *) también han sido muy numerosos,
concretamente 119. De ellos el mas representativo ha sido CLMthg, con 114 estudiantes que lo
manifiestan. Se puede ver en la figura 2, del alumno 32: el mecm(DNI,DNI)=43, en lugar del DNI.
Este dato corresponde a un ejercicio anterior y se ha acumulado en las variables del programa. El
alumno debe saber, si es estudiante de informatica, con mas razon, que tienen que limpiarse las
variables al realizar un nuevo ejercicio. Eso se realizara saliendo del Kernel o utilizando las
funciones adecuadas de Mathematica.

Respecto de las argumentaciones, 57 alumnos mostraron CSAM. Se han presentado 6 tipos de
conflictos semidticos ligados a las argumentaciones aunque el mas frecuente ha sido CSAM; con 55
alumnos.

Es muy importante hacer notar que 85 personas, un 64% (los que argumentan mal o no argumentan)
se quedaron en el paso 3 de la resolucion del experto; de ellos, 29 obtuvieron los calculos de la
Identidad de Bézout con el ordenador y no son capaces de realizar ninguna argumentacion.

En el analisis de la situacion 2, podemos observar que la eleccion de los datos nl= 2x, siendo x el
numero de puesto de ordenador que ocupa en el laboratorio, y n2= DNI de cada alumno, ha sido
acertada pues ha dado lugar a pocos errores (solamente 9 alumnos tomaron mal los datos del
egjercicio).
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Se incrementaron a 15 los alumnos que presentaron el ejercicio en blanco, 6 mas que en la situacién
anterior, que puede ser debido a que es la ultima situacion de la practica. Aun asi, el porcentaje de
estudiantes que contestan sigue siendo alto, un 88,6% de la muestra, lo que nuevamente nos indica
que es un ejercicio asequible.

Recordemos que esta situacion analiza los alumnos que consideran la hipotesis 2 del teorema que
estudiamos. Los resultados obtenidos son similares a los anteriores, aparecen 29 estudiantes (el 22%
de la muestra) que consideraron la hipotesis 2, y por tanto hicieron el ejercicio bien. Como vemos
segun la hipotesis 2, los datos son estables respecto de los dos ejercicios y sigue siendo muy alto el
nimero de alumnos que resolvian el ejercicio mal (66,7% frente al 68% que lo tenian mal en el
problema anterior).

Observando la tabla 1, los conflictos semidticos mas significativos han sido los relativos a las
argumentaciones de las matematicas, alrededor de un 44%, muy similar a la situacion 1. El mas
frecuente es también CSAM; con 58 alumnos.

CONCLUSIONES

En el estudio del papel que dan los alumnos a las dos hipotesis estudiadas, hemos obtenido que la
hipotesis 1 ha sido considerada tan solo por un 2% de la muestra y la hipdtesis 2, ha sido tenida en
cuenta por un 22% de la misma. En ambos casos, el resultado ha sido muy bajo.

En la resolucion de la situacion 1 no era necesario el uso del ordenador pues el 0 no admite inverso.
Solo un 2% toma en consideracion esta hipdtesis lo que nos lleva a pensar que la hipotesis 1 resulta
una hipotesis invisible para los estudiantes, quienes se centran solo en la parte central del esquema
de demostracion e ignoran las condiciones bajo las cuales es posible realizar dicha demostracion, lo
que consideramos puede venir potenciado por el hecho de que esta hipotesis se sitiie al inicio del
enunciado y no en la parte central del teorema, donde se encuentra el bicondicional.

Es importante tener en cuenta que estos alumnos se encuentran en el laboratorio de informatica por
lo que han podido aplicar la regla implicita de que es necesario usar el ordenador para resolver la
cuestion planteada. En este sentido, la respuesta del alumno que se expone en la figura 2, viene a
corroborar la autoridad del ordenador sobre sus propias consideraciones pues no es capaz de
deducir que no existe el inverso hasta que no lo comprueba a través de los resultados que le
proporciona el ordenador.

La no consideracién de la hipotesis 1, les lleva a realizar argumentaciones evidentemente falsas
como que el inverso es el 0, el inverso es el 1 o incluso que tiene dos inversos, sin plantearse qué
esta ocurriendo. El alumno, cuando el ordenador realiza los calculos se ve enfrentado a un dilema
ante el cual: o abandona el ejercicio sin argumentar (un 22%), o manifiesta graves conflictos
semidticos relativos al concepto de inverso, su unicidad, divisores de cero,... que no son capaces de
superar. Esto nos confirma nuevamente la practicamente nula consideracion de esta hipotesis.

El anélisis de la situacion 2 nos ha mostrado nuevamente que la hipdtesis 2 ha sido muy poco
considerada, tan sélo por un 22% del alumnado, que fueron los que realizaron bien el ejercicio. De
los restantes, alrededor del 16% realizan los calculos con el ordenador pero no contintian con la
demostracion ni argumentan nada. El conflicto semidtico de argumentacion CSAMj;, pone de
manifiesto que un 43,9% argumenta la existencia de inverso a pesar de que no son primos relativos,
es decir obtienen un inverso.

A la hora de trabajar en un entorno de ensefianza con Mathematica hemos de tener en cuenta
también todo lo relativo al lenguaje pues es notable el nimero de conflictos semidticos CLMth que
muestran los alumnos en este objeto primario, aunque como hemos dicho por razones de espacio,
no incluimos su estudio.

Este trabajo se enmarca dentro del proyecto de investigacion [+D-+1 EDU2012-32644.
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"En el sentido de Harel y Sowder (2007, p. 809)

? (Godino, Batanero y Font, 2007, p. 133)

? Por motivos de proteccion de datos, en la respuesta del alumno ha sido modificado exclusivamente su DNI siendo
sustituido por 25000000 y manteniéndonos ficles a su respuesta.

* En Ordoiiez, Ordéiiez y Contreras, (2013) se establece una clasificaciéon de los conflictos semidticos para el lenguaje
expuesta en la tabla 1. En este trabajo, afladimos CSLMthg (el alumno no limpia las variables) que corresponde al
nucleo.



