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Resumen.

En la primera parte del articulo el autor muestra que las formulas de
volumen del prisma, pirdmide y esfera no se justifican adecuadamente
a los estudiantes. Esta afirmacién la sustenta a partir de un analisis
sucinto de lo que aparece en los textos que tradicionalmente dominan
la ensenanza y de su experiencia como docente. En la segunda parte
da a conocer una propuesta para construir las férmulas del volumen
de un prisma y una piramide cualquiera; del area del circulo y la
semiesfera y con base en ésta ultima, obtener la del volumen de la
esfera. Termina con la descripcién de las ventajas de la estrategia.

El Problema.

Un problema de la ensenanza del volumen en la educacién basica secunda-
ria es: s Como justificar las formulas del volumen de los solidos elementales
(prisma, piramide, cilindro, cono y esfera)? Las propuestas que hacen los
textos que dominan tradicionalmente la ensenanza en los colegios no es sa-
tisfactoria. Dicha presentacion se puede resumir as:

a.) No se justifica la férmula del volumen de un prisma y de una pirdmide
cualquiera. En el primer caso sélo se llega a justificar la del prisma
de base rectangular. En el segundo caso, lo mas que se hace es ilus-
trar graficamente que un prisma triangular recto se puede descompo-
ner en tres piramides de base triangular, nunca se demuestra que estas
pirdmides tienen el mismo volumen.

b.) En la mayoria de textos se acude al proceso de llenado y comparacién
para determinar el volumen del cilindro, el cono y en muy pocos casos
se sigue este procedimiento para el caso de la esfera. La dificultad con
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este método es que los profesores no cuentan por lo general con los
elementos requeridos y con frecuencia se conforman con relatarles la
situacion a los estudiantes.

c.) Ennueve de los diez textos que se revisaron aparece de forma esponténea
la férmula del volumen de la esfera. Solo en un texto, se justifica con
base en el método de Arquimedes. Se nota también un escaso uso del
principio de Cavalieri como método fundamental para determinar el
volumen de sélidos inclinados y como base esencial para el desarrollo
del concepto de infinitesimal.

Esta forma de presentar las férmulas de volumen que aparece en los textos,
suele reproducirse en la ensenanza que la mayoria de los profesores ponen
en practica con sus estudiantes. Por mi experiencia como profesor de ma-
tematicas en varios colegios y por didlogos sostenidos con mis colegas en
diversas ocasiones, he podido constatar que los profesores de matematicas
del nivel secundario carecemos de una estrategia que utilice procedimientos
matematicos fundamentales y sencillos para convencer a nuestros alumnos
sobre la razén por la cual el volumen de los solidos elementales se puede
calcular con las férmulas disponibles para ello.

Cuando le he preguntado a mis colegas sobre como convencen ellos a los es-
tudiantes de que el volumen de un prisma cualquiera es el producto de su
base por la altura, suelen responder que por analogia con la manera como se
calcula el volumen de un prisma rectangular. De igual manera, cuando he
indagado sobre como persuadir a los estudiantes de que el volumen de una
piramide cualquiera es la tercera parte del producto de su base por la altura,
algunos responden que a través de la descomposicién de un prisma triangular
recto en tres piramides triangulares de igual volumen; sin embargo, no saben
por qué el volumen es el mismo. Otros responden que esto se puede lograr
mediante un proceso de llenado y comparacién de una piramide y un prisma
de igual base y altura. Cuando he realizado la misma pregunta para el caso
de la esfera, responden que a través de llenar una esfera y un cilindro cuya
base sea igual al circulo diametral de la esfera y cuya altura coincida con el
didmetro de ésta.

Estas respuestas dejan ver que los profesores de matematicas del nivel secun-
dario contamos solamente con los métodos de analogias y llenado para justi-
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ficar la formulas de volumen de los sélidos elementales. Me parece que estos
procedimientos son adecuados y se deben llevar a cabo cuando ya no existe
posibilidad alguna de realizar un procedimiento matematico para justificar al-
guna idea matematica. Mientras se puedan utilizar argumentos matematicos
al alcance de nuestros alumnos para sustentar alguna idea matematica, es
conveniente usarla, ya que esto enriquece la estructura conceptual de nues-
tros alumnos. No se puede abusar de las analogias como recurso didactico y
no siempre en las escuelas existe el material requerido para hacer los expe-
rimentos de llenado y comparacion, por esto es conveniente contar con una
estrategia al alcance del maestro y efectiva a la hora de justificar las féormulas
de volumen a nuestros estudiantes.

La importancia de construir una férmula matematica es que el alumno difi-
cilmente la olvida o si no la recuerda, puede utilizar el procedimiento para
reconstruirla. En el proceso de construccion de una férmula matematica el
alumno pone en juego los conocimientos que posee y en este sentido, dicho
aprendizaje es significativo, pues un aprendizaje significativo no quiere decir
que responda solamente a los intereses del estudiante, sino que permite que
éste ponga en juego lo que ya sabe para elaborar y descubrir nuevos saberes.
En la medida que el estudiante pone en juego lo que sabe para construir un
nuevo conocimiento, este conocimiento se vuelve significativo para él.

Por otro lado, la ensenanza actual de la matematica parte del supuesto que
aprender matematicas es hacer matematicas. El propdsito es que los estu-
diantes valoren la matematica como una forma de comprender el mundo, la
utilicen para resolver problemas y adquieran confianza en si mismos, en sus
ideas y en sus métodos. Los resultados no son mas importantes que los cami-
nos que conducen a estos (Abrantes, 1996). Por esta razén, la construccién
de las férmulas de volumen por parte de los alumnos es un asunto prioritario
que los maestros deben asumir con responsabilidad.

Cuando el alumno conoce el proceso por el cual se llega a una férmula ma-
tematica, entonces puede utilizarla con solvencia y seguridad, reconociendo
sus alcances y limitaciones; incluso encuentra cierto placer cada vez que la
usa,pues ella representa todo un proceso de construccion que le ha exigido
esfuerzo. Pero cuando utiliza una férmula matemética de manera mecanica,
sin saber cémo surge y por qué sirve para lo que sirve, la olvida pronto y
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con frecuencia la emplea de manera incorrecta. Para que una féormula tenga
sentido para quien la usa, se requiere que éste la haya construido, pues de lo
contrario la férmula carece de alma y por tanto de vida.

Justificar las férmulas a nuestros estudiantes no es més que lograr que ellos
mismos las justifiquen; es decir, que elaboren los argumentos y construyan el
camino que permita llegar a ellas. Convencer a los estudiantes de una verdad
matematica, es conseguir que ellos la acepten por conviccion, a través de un
viaje emprendido por ellos mismos y en el que el maestro es un invaluable
companero. La ensenanza actual de la matematica exige que el estudiante
construya la ideas matematicas a partir de los conceptos matematicos que
posee, utilizandolos en su calidad de herramientas.

En consecuencia si aprender matematica es hacer matemaética, entonces méas
importante que una respuesta, es el camino o los caminos que conducen ésta.
Si antes importaba las formulas como tales, hoy en dia es més relevante
construirlas, pues al hacerlo se estd haciendo matematicas y por lo tanto,
aprendiendo matematicas.

Objetivo.

En virtud de la problematica planteada anteriormente es conveniente con-
tar con una propuesta alterna para justificar las férmulas de volumen de los
sélidos elementales! que esté al alcance de los alumnos y del maestro. Asi, el
objetivo central de este trabajo es mostrar una estrategia para la construccion
de las formulas de volumen de los solidos elementales que sea significativa,
formativa y practica para los estudiantes.

Se quiere que sea significativa para el estudiante en la medida que éste pueda
hacer uso de los conocimientos que posee para comprender nuevos conceptos.
En este sentido la estrategia debe ser una secuencia logica donde cada etapa
es fundamental para el desarrollo y comprension de la siguiente.

Al mismo tiempo, se quiere que sea formativa, es decir, que contribuya a la

'Por sélidos elementales se entenderd los siguientes sélidos geométricos: prisma,
pirdmide, cilindro, cono y esfera.
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organizacién estructurada del pensamiento del estudiante. Es por esto que
se requiere una propuesta con una estructura interna coherente que le ayude
al alumno a estructurar jerarquicamente conceptos y procedimientos, para
lo cual es importante que le brinde también la oportunidad de desarrollar su
capacidad de representacion simbdlica, es decir, de expresar a través de un
lenguaje simbdlico fendémenos y objetos de la realidad.

Igualmente que sea practica, esto es, que favorezca el cardcter instrumental
de la matematica, de modo que los conceptos y procedimientos se conviertan
en herramientas que el estudiante puede usar al interior de la matematica
para hacer matematica, o fuera de ésta, para aplicarlas en otros ambitos del
conocimiento y la vida humana.

Especificamente, los objetivos de la propuesta son:

e Desarrollar un procedimiento formal, pero al alcance de los alumnos,
que permita construir la férmula del volumen de un prisma y una
piramide cualquiera.

e Desarrollar un procedimiento de cardcter heuristico?, para construir la
férmula del area del circulo y de la esfera como prerrequisitos esenciales
para encontrar la formula del volumen de la esfera.

e Desarrollar un procedimiento formal, pero al alcance de los alumnos,
que permita construir la férmula del volumen de la esfera.

e Hacer uso del principio de Cavalieri como idea fundamental para justi-
ficar la férmula del volumen de los sélidos inclinados.

No se mostrara el procedimiento para determinar las férmulas de volumen
del cilindro y del cono ya que estas se obtienen facilmente como consecuencia
de las férmulas del volumen del prisma y la pirdmide, al concebirlos res-
pectivamente, como un prisma y una pirdmide con infinito niimero de caras
(Clemens,1998). Una forma de lograr que los estudiantes entiendan que un
cilindro y un cono se pueden considerar, respectivamente, como un prisma y
una piramide con infinito nimero de caras, es exigiéndoles que construyan

2Por heuristica se entiende la utilizacién de procedimientos no mateméticos para ar-
gumentar afirmaciones matematicas, como por ejemplo el método de Arquimedes para
determinar el volumen de sélidos.
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prismas y piramides de 10 y 20 caras. Al hacerlo, los estudiantes se dan
cuenta que entre mas caras tenga un prisma y una pirdmide, mas se parecen
a un cilindro y a un cono.

La Estrategia.

Recomendaciones Generales.

Es importante llevar a la clase diferentes tipos de sélidos para que los estu-
diantes puedan percibirlos, distinguirlos y clasificarlos. Luego, estos deben
construir sus propios modelos en diferentes materiales, preferiblemente en
plastilina ya que se requerird hacer cortes sobre estos. Es también conve-
niente que los estudiantes dibujen los modelos reales, pues éstos desarrollan
su capacidad de percepcién visual. Por otra parte, debido a que en todos
los textos revisados se argumenta satisfactoriamente que el volumen de un
prisma rectangular recto es el producto de su base por la altura, utilizaremos
este hecho para los razonamientos que desarrollaremos en adelante.

Volumen del Prisma.

En todos los textos a los mas que se llega es a demostrar satisfactoriamente
que el volumen de un paralelepipedo es el producto de su base por la altura,
y se extiende esta férmula, sin argumentacién alguna, para el caso de un pris-
ma cualquiera. Por consiguiente el trabajo consistird en argumentar por qué
el volumen de un prisma cualquiera se puede obtener multiplicando la base
por la altura. Antes de iniciar la presentacién formal de dicho argumento
a los estudiantes, es fundamental que éstos realicen en plastilina un prisma
rectangular recto y luego lo dividan en dos prismas triangulares. La manera
de hacerlo es colocar un hilo nylon templado con las dos manos, sobre una
de las diagonales de la base superior, luego se hala suavemente hacia abajo
de manera que este se deslice paralelo a una de las aristas laterales. Esta
actividad le permite al estudiante evidenciar que el volumen de un prisma
triangular recto es la mitad del volumen del prisma rectangular recto corres-
pondiente (ver Fig. 1). Posteriormente es importante que los estudiantes
construyan en plastilina un prisma recto de base poligonal y luego, con la
ayuda de un hilo nylon, lo dividan en los prismas triangulares rectos que
estan determinados por sus caras laterales. Esto le permitira a los estudian-
tes darse cuenta que el volumen de un prisma recto cualquiera es la suma de
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los voltimenes de un niimero finito de prismas triangulares rectos. Con estas
dos ideas claras para los alumnos, el profesor puede pasar a la parte formal
de la argumentacion, que sera asimilada con mayor facilidad por los alumnos
ya que estos poseen las dos ideas bésicas sobre las cuales se fundamenta el
argumento. A continuacion se presenta dicha argumentacién.

D// El volumen de un prisma triangular recto es la mitad del volumen de
un paralelepipedo, pues dos prismas triangulares rectos del mismo tamano
forman un paralelepipedo (ver Fig. 1.). Por tanto:

V (paralelepipedo)

& V(prisma — triangular) =

V(prisma — triangular) =

N~ N~

B-h:(%B)-h:Bt-h

V (prisma — triangular) =B" - h donde B' es el 4rea

Q de la base del prisma triangular

Fig. 1.

Ahora bien, un prisma recto cualquiera se puede descomponer en un nimero
finito de prismas triangulares rectos (ver Fig.2.). Por tanto, el volumen de un
prisma recto® es la suma de los volimenes de los prismas triangulares rectos
que lo conforman. Asi que,

3Se ha considerado un prisma de 10 caras ya que para algunos estudiantes no es facil
asumir un prisma de n caras. No obstante, los estudiantes entienden que este procedi-
miento se puede llevar a cabo con un prisma de cualquier niimero de caras.
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V(P)=V(P)+V(P)+V(P)+ ...+ V(Py)

Ay-h+Ay-h+As-h+...+Ap-h

<

(P)
! (P)
i V(P)= (A +Ay+ Az + ...+ Ay) - h
/fff\ji/?ﬁ\ V(P)=B-h

— > ——i

. A§ -~ 1l - ﬂ4 N
Ag 17,73 A ~ 43 donde P, P», Ps, ..., Pig son los prismas triangulares
14 7" A, N
1 rectos que conforman el prisma Py Aj, Ao, Az, ..., Ao

son las bases correspondientes.
Fig. 2.

Si el prisma es inclinado se tiene que acudir al principio de Cavalieri para
garantizar que la formula es la misma que para el caso del prisma recto. Este
principio establece que dos sélidos de la misma altura y con bases sobre el
mismo plano, tienen igual volumen si todo plano paralelo a las bases que
corte a uno de los sélidos corta también al otro en una seccién transversal de
igual area que la del primero.

=\
NN

Fig. 3.

Este principio se puede demostrar a los estudiantes considerando una baraja
de naipes y preguntandoles cudl es el volumen del sélido cuando los naipes
estan ubicados en forma vertical y luego cuando estan en forma inclinada.
Con frecuencia los estudiantes responden que es igual ya que en cualquier
caso el volumen del sélido es la suma de los voliimenes de los naipes.

Piramide.

En todos los textos lo mas que se hace es ilustrar la descomposicion de un
prisma triangular recto en tres pirdmides triangulares. Con base en esto
afirman de manera arbitraria que el volumen de una piramide es la terce-
ra parte del volumen del prisma correspondiente. Nunca demuestran que el
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volumen de las piramides en las que se descompone el prisma triangular es
igual, y no utilizan este resultado para demostrar que el volumen de una
piramide cualquiera es la terceras parte del producto de su base por la altu-
ra. Por consiguiente, el propdsito es mostrar que un prisma recto triangular
se puede descomponer en tres piramides triangulares del mismo volumen, y
utilizar este resultado para mostrar de manera general que el volumen de una
piramide cualquiera es la tercera parte del producto de su base por la altura.

Antes de iniciar cualquier argumentacion formal, el profesor debe asegurarse
que los estudiantes construyan el prisma triangular recto en plastilina y lo
dividan en tres piramides triangulares tal como lo indica la figura 4. Este
es el primer paso para que los estudiantes entiendan que el volumen de una
piramide triangular es la tercera parte del volumen del prisma triangular
correspondiente. No obstante, queda por demostrar que las tres piramides
tienen el mismo volumen. A continuacién aparece una prueba formal de
éste hecho dirigida al maestro, pero cuyas ideas pueden ser descritas a los
estudiantes en un lenguaje sencillo con base en el modelo de plastilina que
ellos han elaborado.

D// Un prisma triangular recto se puede descomponer en tres pirdamides tal
como lo muestra la Fig. 4.(Bruno, 1958)

Las piramides A y B son de idéntica for-
ma y tamano, por tanto tienen el mismo
volumen. Las pirdmides B y C' se pue-
den juntar de la manera como original-
mente estaban pegadas, formando asi la
C piramide de base rectangular QM NOP
(Fig. 5). Si se corta esta pirdmide me-
diante un plano paralelo a su base, se de-
termina una seccion transversal rectan-
B gular formada por dos triangulos con-
/ gruentes, cada uno de los cuales es sec-
cién transversal de la piramide B y C
respectivamente. Por ejemplo, si se tra-
za el plano UT'S paralelo a la base de la
Fig. 4. piramide.
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)

P
QM NOP se obtiene la secciéon transver-

sal URST formada por los tridngulos
U/_i7 URS y STU, los cuales son seccio-
nes transversales congruentes de las

piramides B y C respectivamente. Pues-

Q \§ to que las piramides B y C' tienen la mis-
g ma altura y sus bases estan en un mismo

R< N plano (formando la base de la pirdmide

M QM NOP), entonces por el principio de
Cavalieri, tienen igual volumen.

Fig. 5.

Puesto que las pirdmides A y C tienen el mismo volumen que la piramide
B, entonces las tres piramides tienen igual volumen. En consecuencia, el
volumen de una pirdmide de base triangular recta es la tercera parte del
volumen del prisma recto correspondiente. Es decir,

V (pirdmide - triangular - recta) == - V(prisma - triangular - recto)

B-h

V(piramide - triangular - recta) =

Wl — Wl

De igual modo, los estudiantes deben construir en plastilina una piramide
de base poligonal, y con la ayuda de un hilo nylon deben descomponerla
en las piramides triangulares determinadas por sus caras laterales. Esta
actividad les permitird a los estudiantes darse cuenta que una piramide se
puede descomponer en un numero finito de pirdmides triangulares y por lo
tanto, su volumen es la suma de los volimenes de estas. Esta idea es la esencia
de la argumentacion formal que el maestro ha de hacer a sus estudiantes, para
persuadirlos de que el volumen de una piramide cualquiera es la tercera parte
del producto de su base por la altura.
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La pirdmide @ (Fig. 6) se puede descomponer en
las pirdmides triangulares Q1,Q2, @3, ..., Q10 res-
pectivamente. Por lo tanto:

V(Q) =V(Q1)+V(Q2) +V(Q3) + ...+ V(Qio0)

V(Q)zé(A1+A2+A3+...+Am)
VQ) =3B

Fig. 6.

Si la piramide es inclinada, el principio de Cavalieri garantiza que la férmula
también se cumple en este caso.

Area del Circulo y de la Esfera.

Antes de realizar las actividades que permitiran obtener el area del circulo
y de la esfera, es importante asegurarse que los estudiantes conocen y utili-
zan comprensivamente la féormula de la longitud de la circunferencia. De la
formula del area del circulo se podra obtener el area de la esfera, y esta a su
vez permitira obtener la formula de su volumen.

Circulo.

Para esta actividad se requiere tener lana y un circulo de cualquier tamano,
preferiblemente no méas de 10 e¢m de radio. Se trata de recubrir el circulo
con circunferencias concéntricas de tiras de lana pegadas una tras otra, sin
dejar espacio alguno entre si, tal como lo ilustra la figura 6. Después de
haber recubierto el circulo, se despegan las tiras de lana y se disponen una
sobre otra desde la mas larga hasta la més corta, alineandolas por uno de los
extremos; de este modo se obtiene un triangulo rectangulo cuya base mide
la longitud de la circunferencia y cuya altura es el radio del circulo (ver Fig.
7). (Olmo, 1989).
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—_

Fig. 6. Fig. 7.

El drea del circulo es igual al area del triangulo. Es decir,

b-h  (2-7-7)-17 9
5 = 5 =7-r

A(circulo) = A(tridngulo) =

Semiesfera.

Para esta actividad se requiere una semiesfera de icopor y lana. Se trata de
recubrir la superficie de la semiesfera y la de su base con lana. La base recubre
mediante circunferencias concéntricas de lana pero sin cortar tiras, sélo a
través de un proceso de enrollamiento a manera de espiral (ver Fig.8). La
superficie de la semiesfera de icopor se recubre enrollando la lana alrededor,
a manera de espiral, de modo que se formen circunferencias una sobre otra,
tal como lo indica la figura 9.

Fig. 8. Fig. 9.

Después se haber recubierto con lana tanto la semiesfera como su base se
desenrolla la lana en cada caso y se comparan sus longitudes. Si el ejercicio
fue realizado con cuidado y utilizando lana del mismo grosor, se observara que
la lana que recubre la semiesfera tiene una longitud que duplica la longitud
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de la lana que recubre la base. Es decir, el material necesario para recubrir
la semiesfera es el doble del material requerido para recubrir su base. Por

consiguiente,

A(semiesfera) = 2 - A(circulo-diametral) =2 -7 - r

por tanto

2

A(esfera) =4 - -1

Volumen de la Esfera.

Para determinar el volumen de la semiesfera es fundamental que para los
estudiantes sea claro que una esfera se puede descomponer en un nimero
muy grande de pequenas piramides de vertice comun tal como muestra la

figura 10. (Obonaga, 1996).

|

Fig. 10.

Generalmente, cuando lo estudian-
tes han hecho el proceso de descom-
posicién del prisma y la pirdmide,
ellos pueden predecir la forma pira-
midal de los casquetes que forman la
esfera. Asi se puede establecer que
la esfera E se puede descomponer en
las piramides F4, F», Es, ..., E, las
cuales tienen como vértice comun el
centro de la esfera y como radio de
la misma. Las dreas de las respecti-
vas bases Ay, Ay, As, ..., A,. Deeste
modo se tiene que:

V(E)=V(E) +V(Ey) + V(E;3) + -+ V(E,)

1 1 1 1
:—Al'T+—A2'T+—A3'T’+"'+—An"f’

3 3

1

3 3
1
:5(4.7T.r2).r
4
:571'.7’3
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Ventajas de la Propuesta.

Esta propuesta de ensenanza de las féormulas de volumen de los solidos ele-
mentales estd de acuerdo con la teoria piagetiana, en el sentido de ir de lo
concreto a lo abstracto, pues cada vez que se procede a la obtencién de una
férmula, el alumno realiza previamente una actividad concreta que le permite
visualizar las ideas fundamentales en las cuales se basa el razonamiento que
permitira encontrarla.

Ademas, es una estrategia que deja ver claramente la intencién de construir
el concepto, y luego pasar a representarlo simbdlicamente. Por ejemplo, para
tomar sélo un caso, el alumno se da cuenta a través de un modelo en plasti-
lina que todo prisma se puede descomponer en un nimero finito de prismas
triangulares, para luego escribir la correspondiente expresiéon simbdlica que
le permitird deducir con facilidad la férmula del volumen del prisma.

Es también una estrategia que reivindica el papel del maestro como un guia,
que puede brindarle al alumno la ayuda que requiere para asimilar un con-
cepto o procedimiento. En este sentido, comparte la idea de que existe un
momento en la ensenanza, en el que el profesor o alguna otra persona nece-
sitard intervenir en el proceso protagonizado por el alumno para introducir
primeramente un lenguaje apropiado, luego para contribuir a aclarar el pen-
samiento y después para introducir el simbolismo. (Orton, 1996)

Esta propuesta responde adecuadamente al problema segin el cual “las di-
ficultades que los nino tienen en la comprension del volumen, es debido que
son forzados a leer y visualizar informacién sobre objetos sélidos a partir de
graficos sin haber manipulado dichos objetos” (Olmo, 1989). En este sentido,
la estrategia exige que los estudiantes construyan diferentes solidos en plas-
tilina (y recomienda el uso de otros materiales), antes de hacer afirmaciones
y razonamientos a partir de estos.

Ademads es una propuesta que se inspira y fortalece en la idea de Freudent-
hal, quien recomienda hacer transformaciones de “romper y rehacer” como
una alternativa que facilita la comprensién del concepto de volumen y la
construccion de las férmulas de los sélidos elementales. Por tanto, es una
propuesta que continia de manera natural con el procedimiento de “romper
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y rehacer” utilizado para obtener el area de regiones planas.

En sintesis es una propuesta que le brinda la posibilidad al alumno de cons-
truir las férmulas de volumen, bajo la orientacién del maestro, de un mo-
do significativo, formativo y practico. Es significativo y préactico porque le
permite al estudiante hacer uso de los conceptos que posee para construir
otros. Por ejemplo, para obtener el volumen de la esfera, el alumno utiliza
el volumen de la piramide y el hecho de que la esfera se puede descomponer
aproximadamente en un nimero determinado de piramides de vértice comun.
También es una propuesta formativa, ya que no se queda en los aspectos in-
tuitivos que nacen de la manipulacién concreta, sino que formaliza esas ideas
expresandolas en un lenguaje simbdlico. Asi, con esta propuesta se quiere
evitar que las férmulas de volumen aparezcan de manera espontanea o que se
introduzcan a través de justificaciones incompletas. Sélo asi se logrard que
los estudiantes hagan uso comprensivo de las mismas.
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