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Resumen

El tema de integrales dobles ofrece un conjunto de dificultades al estudiante que son los
principales obstaculos para el aprendizaje de esta materia. Estas dificultades aparecen en la
determinacién grafica de la regién de integracion, la determinacion de los limites de integracién
y el cilculo de las integrales iteradas con limites variables (Carlos, Martin, Otero y Rivero,
1986). El presente trabajo muestra una experiencia metodolégica en la cual se utiliza la
calculadora grafica. La calculadora no se utiliza como herramienta para hacer calculos sino
como un recurso didactico, contribuyendo a crear un ambiente adecuado en el aprendizaje. El
uso de la calculadora grafica permite establecer un adecuado control por operaciones en las
primeras etapas del proceso de asimilacién de los conocimientos como reclaman las modernas
teotfas de enseflanza (Talizina, 1988).

Introduccion

El presente trabajo muestra una experiencia metodologica en la cual se utiliza la calculadora
grafica CASIO ALGEBRA FX 2.0 como medio de ensefianza y aprendizaje en el calculo de
integrales dobles. La calculadora no se utiliza como herramienta para hacer calculos sino como
un recurso didactico, contribuyendo a crear un ambiente adecuado en el aprendizaje.

Se utilizaron diversos recursos que brinda la calculadora (Preiss, 2002), entre ellos la solucién
de inecuaciones, para determinar graficamente la regiéon de integracion; la solucion de
ecuaciones algebraicas y trascendentes, para la determinaciéon de los puntos de interseccion de
las curvas fronteras; la graficaciéon de funciones vy las graficas dinamicas de funciones para
determinar los limites de integracion, y por dltimo, el calculo de integrales iteradas con limites
constantes y variables.

La experiencia mostré que la calculadora contribuye a vencer obstaculos tradicionales en el
aprendizaje del calculo de integrales dobles (Carlos et al., 1986)

Las calculadoras graficas posibilitan combinar su uso con otros medios permitiendo a los
profesores mostrar al auditorio los resultados que se van obteniendo en la calculadora, y asi
poder trabajar conjuntamente con los estudiantes y establecer un adecuado control por
operaciones en las primeras etapas del proceso de asimilaciéon de los conocimientos como
reclaman las modernas teorfas de ensefianza (Talizina, 1988), restriccion fuerte cuando se trata
de organizar el proceso de ensefianza bajo las condiciones tradicionales y el trabajo con lapiz y

papel (Delgado, 1998).
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La experiencia metodolégica

La experiencia metodoldgica se desarrollé con un grupo de estudiantes de segundo afio de la
carrera de Ingenierfa Informatica, que cursaban la asignatura de Calculo Integral,
especificamente el tema correspondiente a integrales dobles.

En el calculo de integrales dobles se pueden encontrar obsticulos en el aprendizaje (Catlos et
al., 1980), en aspectos tan importantes como:

e la determinacion de la region de integracion.
e clanalisis de los limites de integracion con el uso de curvas coordenadas.

e ¢l calculo de integrales con limites variables.

El objetivo de la experiencia fue mostrar que el uso de la calculadora grafica como recurso
didactico contribuye a vencer estos obstaculos.

El uso de la tecnologia, en este caso una calculadora graficadora permite obtener rapidos
resultados, pudiéndose dedicar mas tiempo al desarrollo de habilidades de modelacion y
desarrollo del pensamiento logico, y a su vez es un medio de enseflanza y aprendizaje que
representa un recurso didactico importante.

El calculo de integrales dobles
Veamos el siguiente ejemplo.

Calcular el area de la region
R={(x,y)e R’:lInx<y<2-x ;yZO}

Se sabe que el drea de la region R puede calcularse mediante la integral doble:

A, = _dedy

R

El primer paso sera dibujar la regiéon de integraciéon R, para determinar los limites de
integracion en la integral doble, para lo cual es necesario la solucién de las inecuaciones que
definen la region de integracion. La resolucion grafica (Farfan et al., 2001) es un recurso
importante que se puede lograr con la calculadora.

En la calculadora seleccionamos el modo GRPH en el menu principal e inmediatamente
presionamos la tecla F3 (TYPE) para seleccionar inecuaciones (INEQUA), en este submenu
seleccionamos y > para escribir la desigualdad y = In x en la pantalla Graph Func.
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Repitiendo el procedimiento, pero ahora seleccionando y <, escribimos ¥y <2—x ; y por
ultimo y>0.

Para una mejor visualizacion de la region utilizamos la ventana V-Window para definir la escala
adecuada, en este caso x,;,=-1; X, . =4; V,in=-1; Ve =3. Posteriormente se pueden variar estos
limites para acercarnos o alejarnos mas al grafico obtenido.

Por dltimo, en la ventana Graph Func, presionamos F5 (DRAW) y obtenemos la grafica
deseada:

TRACEIZONMEETCHG-ALNITAREL

Para determinar las coordenadas del punto de interseccion de las curvas y = Inx y

y = 2-x, en el menu principal seleccionamos EQUAC y presionamos F3 (SOLV), escribiendo
luego la expresion Inx+x-2, para resolver la ecuacion Inx+x-2=0

Presionando F6 (SOLV), se obtiene x = 1,55714559, que redondeada a 1,557 nos da para y, el
valor y = 0.443.

Para calcular la integral doble se tienen dos posibilidades: integrar primero la x y después la vy,
o en el orden inverso: la y primero y después la x . En ambos casos se utilizan las curvas
coordenadas del sistema coordenado rectangular para determinar los limites de integracion, x -
curvas en el primer caso y y -curvas en el segundo caso.

Analicemos primero la primera variante, para visualizar las x - curvas (curvas del tipo y=k)
volvemos a la pantalla Graph Func y escribimos las ecuaciones y = 0,3 y y = 1,5, con F3
(TYPE), y = en ambos casos.

Al presionar F5 (DRAW) se observa como las rectas y = 0,3 y y = 1.5 entran y salen de la
region de integracion, pudiéndose explicar, la necesidad de calcular dos integrales iteradas:
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0,443 e” 2 2—y
4, = I dy Idx + I dy I dx
0 0 0,443 0

La necesidad de dos integrales iteradas, segun 0<y<0,443 6 0,443<y <2, se aprecia
mucho mejor si se hace uso de graficas dinamicas para funciones.

En el menu principal seleccionamos el modo DYNA vy escribimos :

v, = Alnx
Vo, =2—Bx
ys =C
y. =D

Presionando F4 (VAR) asignamos los valores

A=1
B=1
C = 0,443
D=1

Posteriormente presionamos F1 (SEL) y seleccionamos D como la variable dinamica. Con F2
(RANG) definimos el rango de la variable D: min = -1; max:= 3, de 0.1 en 0.1 (Start:-1; End:
3; Pitch: 0.1). Presionando F6 (DYNA), después de un momento de espera, se observa como
se mueve una x -curva (y = k) sobre la regiéon, mostrando los limites variables de x, segun el
rango de valores de y .

Una vez hecha esta demostracion grafica podemos volver a la pantalla Graph Func y escribir
las ecuaciones de dos y - curvas, por ejemplo x = 0,5 y x = 1,5, para mostrar el otro orden de
integracion:

ARZ].dxzj'-xdy + Idx Idy
0 0 1

Veamos solamente el caso de la integral:
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1.5 2-x
de Idy
1 In x

Hacemos uso de la integracion simbolica para calcular la integral con limites variables.

En el menu principal seleccionamos CAS y presionamos F2 (CALC) para luego seleccionar el

calculo de integrales, escribiendo J. (1 ,V,Inx,2 —x ) , obteniendo como respuesta
dnx —x + 2

A continuacién volvemos al calculo de integrales para calcular J.(—lnx—x-l-Z,x,l,l.S)

—31n(%) ;

> + 8_ . Presionando F1 (TRNS)

podemos seleccionar smplfy para simplificar la respuesta anterior, simplify (AnS),

26
9

obteniéndose finalmente el resultado

obteniéndose 1n (

} + Yy con esto tenemos que:

1.5 2—x
[dx [ dy=1n
1

In x

2J6
9

7
+_
8

Otra ventaja de la calculadora en el calculo de integrales dobles es que evita un error muy
frecuente que cometen los estudiantes al determinar los limites de integracién. Por ejemplo en
este mismo caso, cuando se integra primero la variable x:

0,443 e’ 2 2-y
I dy I dx + I dy I dx
0 0 0,443 0
es frecuente encontrar que algunos estudiantes escriban la integral de la izquierda como:
0,443 In x
I dy I d x
0 0

ya que la curva que se da para definir la region de integracion es y = Inx , y para integrar la x
tenemos que despejar esta variable, obteniendo x = ¢e’.

Si se intenta calcular esta dltima integral como J.(lz x,0,In x ) se obtiene un mensaje de

error de sintaxis, en efecto, se esta intentando integrar la variable x y un limite de integracion
estd en funcién de esta misma variable.
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Conclusiones

Para salvar obstaculos importantes en el calculo de integrales dobles, se han utilizado algunas
prestaciones importantes de la calculadora graficadora, a saber:

e la resolucion grafica de inecuaciones.
e las graficas dinamicas para funciones.
e laintegracion simbolica y numérica.

La calculadora, ademas de reducir el tiempo que usualmente se emplea obteniendo graficos y
haciendo calculos, representa un recurso didactico apreciable como medio de enseflanza y
aprendizaje.

La experiencia metodolégica desarrollada mostré que el uso de la tecnologfa:
1. Incrementa la motivacion de los estudiantes por el aprendizaje.

2. Facilita el aprendizaje de la obtencion de la region de integracion mediante la
resolucion de inecuaciones y a través de la visualizacion y la interaccion con la pantalla
grafica.

3. Contribuye al analisis de los limites de integracién con el uso de curvas coordenadas a
través de la graficacion dinamica.

4. Contribuye a desarrollar el aprendizaje del calculo de integrales iteradas con limites
variables.

El impacto tecnoldgico en los ambitos educativos es un hecho irreversible y caracterizara el
quehacer pedagégico en un futuro cercano, planteando retos a los docentes, a los
investigadores en Educacion Matematica y a toda la estructura de direcciéon que toma las
decisiones en cuanto a la introduccién de equipos y software en el proceso de ensefianza —
aprendizaje. Los ritmos de desarrollo y la presencia en toda la vida humana de los recursos
informaticos obligan a las instituciones a tenerlos en cuenta y tener que transformar la propia
concepcion educacional (Delgado, 1998).
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