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Resumen
Un acercamiento a través de una visualizacién dindmica al teorema fundamental del calculo
haciendo énfasis en la relaciéon inversa entre dreas (acumulacién) y tangentes (razén de
cambio) contrasta con el acercamiento tradicional en el cual se presentan diversas figuras y
graficas estaticas para fundamentar y probar tan importante nocion.

Introduccion

La invencién del calculo es atribuible, en forma independiente, a Leibniz y Newton a finales
del siglo XVII. Newton desarrollé los conceptos de fluxidn y fluente motivado por el problema
de calcular la velocidad de un cuerpo y Leibniz por su parte desarrollé los conceptos de
diferencial e integral motivado en el problema de trazar tangentes a una curva cualquiera.
También descubrieron la importante relacion inversa que hoy en dia conocemos como
“Teorema Fundamental del Calculo”. Este descubrimiento favorecio el desarrollo algoritmico
del célculo y proporcioné una formulaciéon genérica de la relacion entre el problema de la
tangente y el problema del area, o en nuestra moderna notacion, entre la derivada y la integral.
El problema de la tangente basicamente consistia en determinar un método que permitiera
trazar una linea recta tangente a una curva en un punto especifico; el problema del area,
también fue abordado en forma geométrica, y basicamente consistia en encontrar un método
que permitiera construir un rectangulo de area igual al drea de interés. La relacion entre la
derivada y la integral de una funcién frecuentemente se presenta como:

Teorema fundamental del calculo
Sea fcontinua en un intervalo cerrado [a, b].

Parte I Sila funcién G esta definida por
G = [ f@)dr

para todo x en [a, b], entonces G es una antiderivada de fen [a, b].

Parte IT Si F es cualquier antiderivada de fen [a, b], entonces

j” f(x)dx=F(b)-F(a).
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Pregunta de investigacion

El alumno que ha llevado un curso de Calculo con un acercamiento tradicional caracterizado
por un determinado estilo en la demostracion de teoremas como el método de exposicion,
generalmente de tipo algebraica y formal, en la cual se presentan diversas figuras y graficas
estaticas para fundamentar y probar importantes nociones ces capaz de identificar, transformar o
construir la relacion inversa que existe entre el problema de la tangente y el problema del drea si sinicamente
dispone de informacion grdfica en el plano numérico? Atin cuando a primera vista la respuesta a esta
pregunta parece simple, hemos constatado que 7o es obvia.

Marco Teérico, Cabri y Visualizacion

Para dar respuesta a nuestra pregunta de investigacion realizamos un analisis epistemologico
del Teorema Fundamental del Calculo, ocupandonos ante todo del proceso mismo de su
construccion, de las sucesivas estructuras presentes en su evolucién y de los mecanismos de
pasaje de una etapa a otra en su desarrollo histérico. Fueron dos los mecanismos que
consideramos. El primero es un proceso general que caracteriza todo progreso cognoscitivo: el
rebasado esta integrado en el rebasante. El segundo, fue el proceso que conduce de lo intra-
objetal (andlisis de los objetos), a lo inter-objetal (estudio de las transformaciones) y finalmente
a lo trans-objetal (construccion de las estructuras) (Piaget, J. y Garcfa, R., 2000, p. 33). Como
resultado del analisis anterior presentamos, con ayuda de Cabri II, una visualizacién dinamica
del Teorema Fundamental del Calculo con énfasis en la relacién entre areas y tangentes. No es
nuestra pretension realizar una descripcion detallada de los comandos del software, por el
contrario, partimos del supuesto de que existe un conocimiento basico de ellos y pretendemos
utilizarlos como herramientas cognoscitivas.

Parte I

Después de iniciar Cabri II, activemos el campo “Ocultar/Mostrar Ejes” del cuadro de
herramientas “Dibujo” para que los ejes predeterminados del paquete se muestren en la
pantalla de trabajo y construyamos en seguida la figura 1 con las siguientes propiedades: a)
Tracemos un segmento de extremos U(u, 0) y V(v, 0) sobte el eje hotizontal y coloquemos
los puntos W(w, 0) y X(x,0) sobre él, con la finalidad de que al dar animacién a dichos
puntos estos solo se desplacen sobre el segmento citado. Esto nos permite tener control sobre
los desplazamientos de dichos puntos, y visualizar una determinada regién del plano en forma
sistematica para su analisis. b) Con la herramienta “Recta” podemos crear la recta f (no importa
el signo de la pendiente) que pase por I/ y con la herramienta “Perpendicular” una
perpendicular por X que corte a la recta fen S, formandose asi el tridngulo rectangulo WSX. Si
mantenemos al vértice W fijo y damos animacion al vértice X, ¢qué variables que dependen de
x estan presentes en dicha animacién del triangulo? ¢) Podemos ahora calcular el area del
triangulo WSX, utilizando las coordenadas de los vértices, y transferir dicho valor sobre el eje
de las ordenadas para determinar el punto Y(0, Y1), con Y1=drea AWSX, trazando a
continuaciéon una perpendicular por él que corta a la perpendicular por X en el punto
P(x,Y1). Esta es la operacién base que explotaremos en esta seccion.
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Surgen ahora un par de preguntas interesantes, si damos animaciéon a X, ¢qué tipo de curva
describe el desplazamiento realizado por el punto P? ;Por qué? Ante la clase podemos
“desplazar ligeramente” X con el puntero y pedir a los alumnos que intenten describir la curva
de la trayectoria seguida por P. No es ésta una habilidad sencilla, por el contrario, es dificil en
general para alumnos visualizar la trayectoria de P, ya que la ordenada Y1 =drea AWSX exige

un célculo que depende de la variacién simultanea de los segmentos WX y X§. Esta variacién
constituye una relacion de relaciones (proporcién) lo cual exige una coordinacion entre
sistemas distintos: ¢ es a ¢ como a es a b.

Si activamos ahora la traza para Py damos animacién a X surgird la curva correspondiente. La
figura 2 muestra la curva descrita por P como “lugar geométrico”. Es conveniente en este
momento ‘“crear” la pardbola correspondiente al lugar geométrico descrito por P con el
comando “Conica”. Desde luego que bien podemos llamar a la curva descrita por el punto P
“Funcién Area” o “Funcién Acumulacién”. He constatado que en general los alumnos del
ultimo ano de bachillerato y primer afio de licenciatura en ingenierfa, fisica o matematicas no
han comprendido que con la acumulaciéon de area de una determinada regién (triangulos y
rectangulos en particular) es posible construir una funcién y mucho menos que con la razén de
cambio otra. Tanto profesores y alumnos se muestran sorprendidos por la sencillez con la que
estas curvas pueden ser construidas con Cabri II, asi como de la obtencién de sus
representaciones algebraicas y su coordinacion con las representaciones graficas. Desde luego
que esta presentacion del Teorema Fundamental no da un acercamiento totalmente suave, es
necesario también, que el estudiante tome partido en la acomodacién de sus estructuras
cognoscitivas.

TEOREMA FUNDAMENTAL TEOREMA FUNDAI\){]ENTAL
Parte |: Funcion|Area Parte I: Funcién|Area
LS ! P(3,00;600) Yoy P {3,00; 6,00)
AREA WSX=6,00 AREA WSX =86,00

$(3,00; 2,00)
y

Figura 1 Figura 2
A la curva que describe el punto P le llamaremos ¥ =F(x), e y= f(x) ala que describe S.

¢Cual es la expresion algebraica de la curva que describe el punto P? Es este un significativo
ejercicio el cual nos permite hallar una “antiderivada” F de la funcién f exclusivamente con
herramientas algebraicas. Dado que la curva F se obtiene al graficar la acumulacion de area del
triangulo IWSX, bastara con determinar la expresion algebraica de dicha regién como funcion
de x. Pero gcual es la base del triangulo? Otro aspecto interesante de esta forma de
acercamiento al Teorema Fundamental es la significacion que van adquiriendo los diversos
elementos presentes en las graficas utilizadas y que estos estan, en general, al alcance de los
alumnos. Bien, para el caso que estamos trabajando, W fijo y X variable, tenemos que la base

es X—W=x+3 ylaaltura f(x)=1x+1. :Por qué? Asi, el drea como una funcién de la
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2

variable x estd dada por A(x)=1(x+3)Ex+1)= % +Xx +%, por tanto la expresion
2

algebraica de I como funcién de la variable x estd dada por F(x) =%+x+%. Pero esta

expresion tiene la propiedad F'(x) = f(x), es decir que la funcion F es una antiderivada de /.
Asi, si la funciéon F representa la acumulacion de area de la region triangular WSX como

funcion de x, es decir F(x) = r /', la funcién F'(x) = f(x) representa la razén de cambio a

la que se esta llevando dicha acumulacién, para cualquier valor x del intervalo (@, v). En
. sz 2 . .
particular para x =3, la acumulacién alcanzada es F'(x) =6 cm” y la raz6n a la cual tiene lugar

dicha acumulacién es £ (3) =2 cm’ port .

Tenemos entonces que la ordenada f(x) del punto S(x, f(x)) es igual a la razén a la que
esta cambiando la acumulacién en el punto P, es decir, que la pendiente de la recta tangente L
en este punto, esta dada por m= f(x). Asi, de la tangente I, conocemos el punto Py su
pendiente, y sélo resta calcular el valor de la ordenada en el origen, transferir dicho valor sobre
el eje de las ordenadas para determinar la ubicacién del punto B(0, b) y trazar la recta
tangente I a la funciéon F en el punto P.

Analicemos cualitativamente ahora algunas transformaciones entre los comportamientos de las
curvas 'y /, por ejemplo: si la funcién ftiene pendiente positiva la parabola abrira hacia arriba,
pero si con el puntero “arrastramos” la recta f modificando poco a poco su pendiente hasta
que tome valores negativos observaremos como la concavidad de la pariabola se va
modificando hasta que ésta abra hacia abajo. Otro aspecto de interés de esta construccion
particular es que el vértice de la parabola coincide con el vértice W del triangulo WSX. ;Por
qué? ¢Qué comportamiento manifestara la parabola si damos animacion al vértice W? ¢Qué
relacion existe entre la magnitud del area de la region WSX y la magnitud de la ordenada del
punto P si el vértice de la pardbola no coincide con el vértice W?

T MA FUNDAMENTAL;
W\ Parte I: Funcién Area

[V SR

TE

EMA FUNDAMENTAL] )DEL CALCUL
Parte |: Funcién Area

B

AREA WSX =799
AREA WRZ = 2,00
DIFERENEIA AREAS =6,00

ORREMNADA Y =6,00

Figura 3 Figura 4

Para terminar esta seccion, presentamos una situacion la cual nos va a permitir ampliar el
alcance de las transformaciones trabajadas. El procedimiento para construir la figura 3 es
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similar al anterior, pero en esta ocasion coloquemos, ademas de los puntos W'y X, el punto Z
sobre el segmento Ul”. En esta figura el punto Z esta ubicado entre Iy X, esto no
necesariamente debe ser asi. Por Z tracemos una perpendicular que corte a la funciéon fen R
con lo que obtenemos los triangulos semejantes WXy WRZ; calculemos las correspondientes
areas y determinemos la ordenada Y1 como la diferencia de estas ultimas, es decir
Y1=drea AWSX — drea AWRZ. Después de transferir este valor sobre el eje de las
ordenadas para construir el punto Y(0, Y1), tracemos por éste una perpendicular al eje de las
ordenadas, la cual cortara a la perpendicular al eje de las abscisas que pasa por X en el punto P.
La parabola F es la curva que describe P cuando damos animacion a X. Con toda seguridad, si
realiz6 los ejercicios anteriores ya podra decir cuales son las transformaciones sufridas por la
curva I cuando desplazamos X, IV o modificamos la pendiente de la recta f, pero scudles seran
si damos animacion al punto Z? En este caso obtenemos parte de la familia de antiderivadas de
la funcién £ En forma sintética: Si I es una antiderivada particular de £ en el intervalo (u, v),

todas las posibles antiderivadas de fen dicho intervalo tendrin la forma G(x)=F(x)+c; la

figura 4 muestra algunas antiderivadas particulares.

PARTE II Empezaremos esta seccion construyendo una parabola IF como lugar geométrico,
figura 5, para ello tracemos el segmento Ul” sobre el eje de las abscisas y sobre ¢l
construyamos el punto X (x, 0), desde luego que esto es con la intencién de tener control
sobre la animacion que se puede dar a dicho punto. Tracemos ahora el foco C de la parabola,
por ejemplo, en la figura 5 esta localizado en el segundo cuadrante y el punto D, por el cual ha
de pasar la directriz, sobre la parte positiva del eje de las ordenadas. De la intercepcion de la
perpendicular por C con el eje de las abscisas obtenemos el punto W. De la perpendicular al
eje de las ordenadas por D y la perpendicular al eje de las abscisas por X obtenemos el punto
N. Trazamos a continuacion el segmento CN y la mediatriz de este ultimo, la cual cortara a la
perpendicular por X en P. La curva que describe el punto P al desplazarse X sera la parabola I
mostrada en la figura y la mediatriz sera la recta tangente I a la parabola en el punto P de
abscisa x, que el dar animacion al punto X envolvera a la parabola F.

TEOREMA FUN[DAM ENTAL
Parte Il

m =150
P (3,00; 6,52)

TEOREMA FUNDAMENTAL

. m = 1,50
i Partel|ll

d

I

I
0,44 + 1,77 x-2,96 y + 1 |
I
1
1
1
1
1
I
I
I
1
|

ordenada y =

VA {'R'(ajdd 278

$(3,00; 1,50)

.

Lr

X(3,00; 0,00

¥(3.00;000) v U "W

Figura 5 Figura 6

A

Con la herramienta “Ecuacion y Coordenadas” del software podemos determinar la ecuacion
de la curva I, esto es ttil porque estamos interesados en este momento fundamentalmente en
la relacion entre F'y £, y no “distraemos” al alumno en la determinacién de la ecuacién de la
parabola. De manera similar procedemos con la herramienta “pendiente” para determinar la
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pendiente de la recta L (en la figura 5, m =1.50), transferimos ahora este valor sobre el eje de
las ordenadas para obtener el punto (0, m) y por €l trazamos una perpendicular que corte a

la perpendicular por X en el punto S(x,m), asi la ordenada de este punto tendrd la

“propiedad” de que yl=m. Esta es ahora nuestra operacién base. Podemos ahora crear la
recta / que pasa por los puntos 'y S, a la cual podemos llamar “Funcién Razén” o “Funcion
Tangente”, figura 6, de tal forma que al dar animacién al punto X, el punto § se desplazara
sobre ella y la transformacion que sufre el triangulo WSX provocara una acumulacion de area.
En sintesis: la funcién f tiene la “propiedad” de ser “acumulativa” y el area acumulada para
cualquier valor de la vatiable x estd dada por F'(x), salvo una “constante”. ;Cual es el valor de
la constante? En la secciéon correspondiente a la primera parte del Teorema Fundamental
vimos que F(x) proporcionara el valor correcto del area acumulada para cualquier x del

intervalo (u, v), siempre que el vértice O de la parabola (eje de simetria paralelo al eje vertical)

y el vértice IV del triangulo WSX coincidan. Asi, el valor de la constante que estamos buscando
esta determinada por ¢ = —F(w). Por lo tanto, drea AWSX = F(x)—F(w).

Tomaremos esta operaciéon base para deducir un resultado mas general. En la construccion
correspondiente a la figura 6 construyamos sobre el segmento Ul el punto Z(z, 0) entre los
punto W y X, figura 7. Construyamos las rectas tangentes L7 y I.2 a la curva F
correspondientes a las abscisas gy x, como se llevo a cabo en el ejemplo anterior, con puntos
de tangencia Pl(z, Y1) y P2(x, Y2) respectivamente. Hagamos yl=ml y y2=m2 |, donde
ml y m2 son las correspondientes pendientes de las rectas tangentes L7 y I.2. Después de
realizar la transferencia de estos valores sobre el eje de las ordenadas, tracemos las
perpendiculares a este eje por y7 y y2. También, tracemos la perpendicular al eje de las abscisas
por Z. Podemos ahora trazar la recta f tal que pase por los puntos R(z, y1) y S(x, y2), la
cual interceptara al eje de las abscisas en el punto W, formandose los triangulos rectangulos
semejantes WSX y WRZ. Al mantener Z fija y dar animacién al punto X, el punto S se
desplazara sobre la grafica de la funcién f la cual como ya lo hemos comentamos es
acumulativa, transformando al triangulo WSX, esto se reflejara en la acumulaciéon dada por
drea WSX —drea WRZ 'y cuyo valor puede ser calculado directamente por la diferencia

F(x)—F(z). ¢Por qué? En forma sintética este ultimo resultado lo podemos escribir como:

j: f=F(x)-F(z).

TEOREMA FUNDAMENTALDEL CALCULO

Parte Il: Funcién Razén

de Cambio

y2=m2=X$=207
yl=m1=ZR=088

P2 (4.21; 10,46)
¥2=1046

P1 (0,63;5,16)
¥1=516

Fix) -F(z)=Y2-Y1=531
DIFERENCIA AREAS = 5,31

L1
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Figura 7
Observaciones

La historia y un ambiente computarizado nos permitieron una visualizaciéon dindmica del
Teorema Fundamental del Célculo, con énfasis en la relacién entre dreas y tangentes, que sin
soslayar a la variacion, pone en evidencia los mecanismos generales de su desarrollo: primero
como propiedades internas de una figura, mas tarde como invariantes de transformaciones
posibles y finalmente como sintesis de estas ultimas en una estructura con propiedades
totalmente nuevas. También fue posible alcanzar una comprension grafica e intuitiva de la
relacion inversa entre la acumulacion de una cierta cantidad y la razén de cambio a la cual ésta
se acumula, y el porqué de tal relacion. Hay mucho todavia por hacer con respecto al
acercamiento intuitivo a estructuras. Finalmente, establecidas las operaciones base hemos
deducido de ellas las operaciones implicadas, coordinado con otras para ampliar sus alcances e
insertado en un sistema de transformaciones como preludio de la sintesis de las mismas,
resultado que conocemos como Teorema Fundamental del Calculo.
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