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Resumen
A partir de una problematica propia de la ensefianza en la que estin inmersos los estudiantes
de Calculo integral, que consiste en la separacion entre lo conceptual y lo algoritmico (C y A),
construimos un campo conceptual del Calculo infinitesimal que implica la relacién entre lo C'y
A con base en el marco epistémico de Newton. Evidenciamos supuestos epistemologicos del
campo conceptual construido que justifican la naturaleza del conjunto de situaciones problema
de base considerando las cosmovisiones y las practicas sociales que permitieron el surgimiento
del Calculo infinitesimal en el siglo XVII. Dicha naturaleza esta centrada en relaciones
funcionales entre variables y sus variaciones y la nocién de prediccidn en tanto practica social en
sus formas de mrimero-estado futuro o funcion-estado futuro.

Introduccion

Esta investigacién surgié a partir de una problematica propia de la ensefianza en la que estan
inmersos los estudiantes de Calculo integral que consiste en la separacion entre lo conceptual y
lo algoritmico (C y A). En la génesis histirica encontramos una evidencia de la imposibilidad de la
separacion entre lo C y A en el contexto del marco epistémico de Newton (Cantoral, 1990;
Piaget & Garcfa, 1994). De manera que construimos un campo conceptual del Calculo
(Mufioz, 2000), es decir, un conjunto de situaciones que le dan sentido al Calculo integral y que
implican la relacién entre lo C y A con base en el marco epistémico de Newton y en la
perspectiva de la integral via la nocion de acumulacion (Cordero, 1994) asi como en el referente
de la teorfa de campos conceptuales (Vergnaud, 1990). Nuestros resultados principales
consisten en evidenciar supuestos epistemoldgicos del campo conceptual construido que
justifican la naturaleza del conjunto de situaciones problema de base. Dicha naturaleza esta
centrada en relaciones funcionales entre variables y sus variaciones y en la construccién de
sistemas de transformacion que permiten pasar de los estados iniciales (presente) de las
variables de los fenémenos de variacién a los estados finales (futuro) en sus formas de
nimero-estado o funcidon-estado en donde es inherente la nocion de prediccion en tanto practica
social. Nuestra vision epistemologica del campo conceptual previamente construido considera
la cosmovision y las practicas sociales que permitieron el surgimiento del Célculo infinitesimal
en un contexto sociocultural especifico del siglo XVII, que en el marco de la mecanica clasica
origin6 lo que actualmente se le denomina la ciencia moderna. Con base en lo anterior un
aspecto importante a resaltar fue que tuvimos necesidad de reformular la visiéon de la teorfa de
los campos conceptuales. Nuestra vision alternativa se ubica dentro de los esfuerzos para
desarrollar una aproximacion socioepistemolégica en Matematica Educativa.
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Génesis historica de la relacion entre lo conceptual y lo algoritmico

Al atender la problematica planteada al principio, identificamos teéricamente un aspecto que
tienen en comun lo conceptual y lo algoritmico, el cual se refiere a que existen situaciones
problema (en tanto objeto de conocimiento) a partir de las cuales se forman nociones y
procedimientos, en estrecha relacion, asociados al Calculo integral. Este aspecto en comun es
una condicién necesaria para propiciar la relacion entre lo conceptual y lo algoritmico, aunque
no suficiente para los fines de la Matematica Educativa. La identificacién de la condicion
anterior nos permitié mirar otra perspectiva, en lugar de centrar la atenciéon en dos objetos de
conocimiento (la definicion por una parte y el procedimiento preestablecido por la otra) y
enseguida buscar condiciones de relacién entre los dos objetos. Nuestras investigaciones nos
han conducido a buscar las relaciones a partir de precisar, en lo mas posible, las caracteristicas
del objeto de conocimiento comun a lo conceptual y a lo algoritmico (Mufioz, 1999). El objeto
de conocimiento comun lo caracterizamos tomando en cuenta los cambios de marco
epistémico (Piaget y Garcia, 1994) y teniendo como referencia las investigaciones de Cantoral
(1990) y Cordero (1994), ademas por la naturaleza de la problematica nos auxiliamos de la
teorfa de los campos conceptuales (Vergnaud, 1990); lo cual nos permiti6 realizar el andlisis y la
clasificacion de las diversas situaciones problema que le dan sentido al Calculo integral. Asi que
la pregunta obligada es ¢cudl es ese tipo de problemas?. En resumen, las caracteristicas del
objeto de conocimiento comun a lo Conceptual y a lo Algoritmico las precisamos, en lo mas
posible, a través de precisar el tipo de problemas cuya solucion exige de una integracion;
después analizamos y clasificamos las diferentes situaciones que se derivan de ese tipo de
problemas. Para identificar el tipo de problemas cuya solucién exige de una integracion,
revisamos brevemente el desarrollo histérico del Calculo. La perspectiva historica considerada,
toma en cuenta los cambios de marco epistémico’, es decir, la reformulacién de preguntas
cruciales a través de las cuales el Calculo integral se ha desarrollado.

Antes del siglo XVII tanto Arquimedes como Aristételes fueron algunos de los que mas
influyeron en la época. Sefialamos so6lo algunos hechos relacionados con los elementos del
Célculo integral. Cuando Aristételes estudié el movimiento de los cuerpos el marco epistémico
considerado fue: ¢Cuales son las causas reales del movimiento? (Piaget y Garcia, 1994) pregunta
que tuvo sentido en una cosmovision donde ¢/ estado natural de las cosas era el reposo (en época
paralela en la civilizaciéon China habia una cosmovision donde ¢/ estado natural de las cosas era el
movimiento y por ende tenfa sentido la pregunta: ;Cuales son las causas reales del reposo?). Dicho
marco Griego origin6 descripciones cualitativas del movimiento (fenémeno de variacion); por
ejemplo, tomemos el caso de la piedra que cae libremente o por un plano inclinado.
Aristoteles, y sus seguidores medievales, se preguntaban acerca de la naturaleza del cuerpo que
cae y de la forma en que se modifican sus atributos durante la caida. Dentro de este marco,
Aristoteles no generd procedimientos para cuantificar el movimiento, simplemente porque no
era parte de su marco epistémico. En los siglos XVII y XVIII se siguen estudiando los mismos

I “..en cada momento histérico y en cada sociedad, predomina un cierto marco epistémico, producto de
paradigmas sociales y epistémicos. Una vez constituido un cierto marco epistémico, resulta indiscernible la
contribucién que proviene de la componente social o de la componente intrinseca al sistema cognoscitivo. Asi
constituido, el marco epistémico pasa a actuar como una ideologfa que condiciona el desarrollo ulterior de la
ciencia. Dicha ideologia funciona como obsticulo epistemoldgico que no permite desarrollo alguno fuera del
marco conceptual aceptado. Sélo en los momentos de crisis, de revoluciones cientificas, hay una ruptura de la
ideologfa cientifica dominante y se pasa a un estadio diferente con un nuevo marco epistémico...” (Piaget &
Garcia, 1994, p. 234)
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fenémenos de variacién (curvas geométricas, movimiento de cuerpos), pero con otros marcos.
Asi, Galileo estudié el movimiento de los cuerpos, y su marco epistémico fue: ¢Qué relaciones
se establecen entre distancias y tiempos de caida de los cuerpos? (Piaget y Garcia, 1994)
pregunta que tuvo sentido en una cosmovision en donde ¢/ estado natural de las cosas era el reposo y
el movimiento y por ende el principio de inercia fue construido. En dicho marco Galileo elimina
las preguntas sobre causas reales que hacian referencia a cualidades (atributos) e introduce
mediciones. Pero medir es comparar para establecer relaciones entre distancias y tiempos. El
pasaje de atributos a relaciones implica una identificacién de pardmetros y su consiguiente
cuantificacién. Pero no sélo se trata de mediciones, sino que Galileo introduce el concepto de
relacion funcional entre las variables, que caracteriza el estado de movimiento de un cuerpo en
momentos diferentes de su trayectoria; esto supone la introduccién del tiempo como variable
independiente. Ahora analicemos el marco epistémico de Newton cuando estudiaba el
movimiento de los cuerpos; este marco era: ¢Cémo se calcula la evolucion ulterior del sistema
de movimiento, si son conocidos los valores de los parametros en un momento dado y en
lugar dado (es decir, las llamadas condiciones iniciales)? (Piaget y Garcfa, 1994) pregunta que
tuvo sentido en una cosmovision en donde ¢/ estado natural de las cosas era el reposo y el movimiento.
Asi, el objeto fue cakular la evolucion posterior del sistema de movimiento sin plantearse otras
preguntas sobre las causas reales de él. Pero la evolucién misma es calculada sobre la base de un
sistema de transformaciones que permiten pasar de los valores de las variables, en el estado
inicial, a los valores que adquieren en cualquier otro instante. Esta transicion de causas tltimas
a sistemas de transformacién fue un paso decisivo en la historia de la mecanica, uno de los
pilares mas solidos de la revolucion del siglo XVII, y significé una modificacién profunda en la
idea de la relacion entre la matematica y el mundo de los fenémenos fisicos (Piaget y Garcfa,
1994). Es decir, el hecho de que la pregunta sea calular la evolucidn posterior implica cuantificar
estados posteriores de cierta variable, en funcién de otra, a partir de las condiciones iniciales
para predecir parcialmente la evoluciéon de un fenémeno de variaciéon o cambio. La unién tan
fructifera entre la matematica y la fisica propias del siglo XVII y parte del XVIII, sufrié una
ruptura a partir del problema de la cuerda vibrante cuya solucién tuvo consecuencias sobre el
concepto de funcion. En el siglo XVIII Leonard Euler (1707-1783), abandoné el estudio de
curvas geométricas y fund6 la ciencia de los infinitésimos, sobre una teorfa formal de
funciones. De alguna manera, esto significé la ruptura entre un Calculo de variables (fisicas o
geométricas), como inicialmente empezo, y un Calculo de funciones numéricas. Tal ruptura
posibilita un nuevo marco epistémico que fue delineado en la obra de Fourier: ¢Qué
significado tiene la L[] f{x) dx, donde f{x) es una sucesion arbitraria de ordenadas?. En este
marco Cauchy (1789-1857) inici6 la construcciéon de una teorfa de integracion y escribié la
definicién de funcién continua (Cordero, 1994). Luego construye su teoria de integracion para

b
funciones continuas. Una implicacién de su definicién es que _[ f (x)dx tiene un valor
a

determinado para cualquier funcién arbitraria continua; sin embargo, su definiciéon se extiende
al caso de una funcién acotada, con un numero finito de puntos de discontinuidad en un
intervalo, y para ciertas funciones con un numero infinito de puntos de discontinuidad. Por
otra parte, el marco epistémico de Riemann (1826-1866) consiste en lo siguiente: sQué se

b
entiende por _[ f(x)dx, donde fix) es una sucesion arbitraria de ordenadas y ademas

densamente discontinua? y jen qué casos es una funciéon integrable o no lo es ?. Como
resultado de este marco epistémico, se reflexiona sobre el significado del objeto integral per se 'y
no sobre los usos que el proceso de integrar proporcionaba. Sin duda, en este periodo se trata
va de un cdlenlo de funciones numeéricas, es decir, el objeto de estudio ya no son las cantidades
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variables sino las funciones vistas como una sucesion arbitraria de ordenadas (Cordero, 1994;
Cantoral, 1990). Asi, en el periodo que abarca parte del siglo XVIII y el siglo XIX los marcos
epistémicos ya no se refieren a los fenémenos de variaciéon o cambio como en los periodos
anteriores, lo cual gener6 el inicio de los procesos de fundamentacion del Calculo y la
emergencia del Analisis Matematico.

Hacia un campo de practicas sociales del calculo

Fue en el siglo XVII cuando surge el Célculo infinitesimal (Cantoral, 1990) y también la unién
entre fisica y matematicas, es decir, la matematizacion de la fisica. También es en ¢l donde los
Newtonianos conciben los problemas de la dindmica como el tipo de problemas que mas tarde
se denominarian en la fisica problemas con condiciones iniciales (Piaget y Garcia, 1994). En el siglo
XIX se reflexiona sobre el objeto matematico per se (la integral) y las discusiones giran
alrededor de la funcién integrando (f{x)), vista como una sucesioén arbitraria de ordenadas, y
sobre el dominio de dicha funcién (Cordero, 1994). Ademas, los marcos epistémicos ya no se
refieren a los fenémenos de variacién o cambio como en los marcos anteriores. Con base en
las discusiones anteriores y debido a que los fenémenos de variaciéon o cambio son el referente
en el que surgen los conceptos de derivada e integral, y también son los que favorecen pensar
la integral, hablando cognoscitivamente (Cordero, 1994), nuestro trabajo se desarrolla en el
contexto del marco epistémico de Newton. Sin embargo, el analisis realizado en el apartado
anterior (2) nos permiti6é precisar, en cierto modo, el tipo de problemas cuya solucion exige de
una integracion, lo cual condensamos asi: son los problemas especificos que se derivan de los fendmenos de
variacion o cambio. Estos problemas especificos no se refieren a las cansas del fendmeno de variacion (;por qué
varian?), sino al cudnto varian una veg que se reconoce como varia el fendmeno; es decir, se plantean preguntas
acerca de la ley que cuantifica (cantidad desconocida F(t) que relaciona funcionalmente a las variables
involucradas) al fenomeno de variacion o cambio. La confignracion de esta ley depende de si son dadas, o no, las
condiciones iniciales del problema especifico. En primer lugar analizamos dos categorias de relaciones
involucradas en las leyes que cuantifican al fenémeno de variacion o cambio. Primera
categoria: dadas las condiciones iniciales del problema, encontrar la ley que cuantifica al
fenémeno de variacion o cambio. Segunda categorfa: encontrar la ley que cuantifica al
fenémeno de variaciéon o cambio cuando no son conocidas las condiciones iniciales del
problema. De cada categoria se derivan tres posibles situaciones, segun la pregunta que se
plantea en el problema especifico derivado de un fenémeno de variacion. Para la primera
categoria, tres situaciones’ posibles son:

©

(SA) F(t) |————»| F(t)=? | Relacién funcional entre variables

@

(SB) F(t) |————»| F(t)=? | Ntmero (Estado)

(SC) F(ty) |————»| F(t) Numero (Transformacion)

2 El concepto de situacion es tomado en el sentido del apartado sobre las situaciones del escrito Ia Théorie des
Champs Conceptuels de Vergnaud (1990a); es decir, los procesos cognoscitivos y las respuestas del sujeto son
funcién de las situaciones a las que se enfrenta.
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en donde: SA=Situacion A(Prediccion); SB=Situacion B(Prediccion); SC=Situacion C(Acummulacion);
T=Transformacion; F(#,)=Condicién inicial conocida. En las tres situaciones se inicia la
discusion de integracién porque la pregunta es sobre la cantidad desconocida (F(z), F(z), o F(t,)-
F(t,) segtin sea el caso) que se quiere hallar. Ademas, se requiere reconocer como esta variando
el fendmeno de variacion (dF(2)/ di).

Asi, es posible analizar a cada una de las situaciones con las siguientes expresiones:
. .« u . . .,
(SA): Prediccion*F(t,) + J F'(t)dt = F(t) Antiderivacion
0

F"(to)(t_ to)z i Fm(to)(t_ to)3
2! 3!

*F(ty)+ F'(¢))(t—t,))+ +...= F(t) Derivacion sucesiva

(SB): Prediccion *F(t,)) + '!;”F'(Z)dt =F(t,) Antiderivacion

F”(to)(tn _to)2 " Fm(to)(tn _to)3
2! 3!

*F(ty)+ F'(¢)t, —t,))+ +...= F(t,) Derivacion suce

n—1
*F(t,) + ;F'(ti YAt~ F(t,) Suma

(SC): Acummnlacion*F(t,)—F(t,)= f"F’(t)dt Antiderivacion

F”(to)(tn B to)z
2!

+... Derivacion sucesiva

KE(1,) = F(t) = F'(1,)(t, = 1) +

-1
*F(t)— F(t,) Z,F'(ti YAt Suma

Las tres situaciones abarcan a la llamada integracién definida porque las condiciones iniciales
del problema estan dadas.

Para la segunda categoria las tres situaciones son:

F()=? | Relacién funcional entre variables

@ F(t,)=?

(SE) | F(ty)=C |—=—=—»

(SF) | F(ty)=C |—————| F(t) | Numero (Transformacion)

v

(SD) | F(tp=C

Numero (Estado)
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en donde: SD=Situacién D; SE=Situacion E; SF=Situacion F; T=Transformacion;
C=Condicion inicial desconocida. En las tres situaciones se inicia la discusion de integracion
porque la pregunta es sobre la cantidad desconocida (F(z), F(z), o F(2,)-C segin sea el caso) que
se quiere hallar. Ademas, se requiere reconocer como esta variando el fenémeno de variacion
(dE(t)/ df).Asi, es posible analizar a cada una de las situaciones con la siguiente expresion:

(SD): “«C+ [F(t)dt = F(t) Antiderivacion
(SE): *C+ IF "(t)dt = F(t) y evaluar en t, Antiderivacion
(SE): *F(t,)-C= IF'(t)dt Antiderivacion

Estas tres situaciones abarcan a la integracion indefinida porque las condiciones iniciales del
problema no estan dadas y en donde la prediccion y acumnlacion son desvanecidas.

Discusion final

Nuestra investigacion nos permitié percibir a /a epistemologia del Calenlo integral en el sentido de
caracterizar la epistemologia de un campo conceptual, anclado en un sistema de pricticas sociales
(Prediccion, Acummulacion), construido a partir de un marco epistémico como el de Newton y cuya
naturaleza esta centrada en relaciones funcionales entre variables y sus variaciones y en la
construcciéon de sistemas de transformaciéon que permiten pasar de los estados iniciales
(presente), de las variables de los fenémenos de variacion, a los estados finales (futuro) en sus
formas de numero-estado futuro o funcién-estado futuro en donde es inherente la nocién de
prediccion en tanto practica social asi como la necesidad de calcular la diferencia entre los
estados finales e iniciales en donde subyace la nocién de acumulacion en tanto practica social
detonada por la practica de predecir.

Un aspecto importante a resaltar fue que tuvimos necesidad de reformular la vision de la teorfa
de los campos conceptuales en el sentido de que fue necesario incorporar nociones como la
prediccion y 1a acumnlacion que no estan ancladas a la actividad matematica sino que pertenecen a
la esfera de la actividad humana por lo cual visualizamos una especie de campo de pricticas sociales
(por ejemplo, Prediccion y Acumnlacion) como ejes organizadores del Calculo integral escolar.

De manera que todo lo anterior permite tener elementos para propiciar la relacién entre lo
conceptual y lo algoritmico en instituciones escolares especificas ademas de tener un punto de
partida para futuras investigaciones con el fin de redisefiar la matematica escolar. Nuestra
vision alternativa se ubica dentro de los esfuerzos para desarrollar una aproximacion
socioepistemologica en Matematica Educativa cuyo objetivo fundamental consiste en redisesiar
el discurso matemitico escolar con base en pricticas sociales.
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