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Resumen

El presente trabajo se enmarca en dos de las investigaciones llevadas a cabo sobre el concepto de
limite y sobre la demostracion matematica. En la primera se plasmé una nueva conceptualizacion
de limite funcional, mas dinamica que la conceptualizacién métrica, tan rigurosa como esta ultima,
que no esta sujeta al formalismo impuesto por la sintaxis de la manipulaciéon simbdlica, y que
favorece la interpretacién del concepto. En la segunda se analizan los “esquemas de prueba” de los
alumnos, los procesos y los enunciados matematicos, teniendo en cuenta tanto el razonamiento
como las funciones de la demostracién. Se aplican las conclusiones de ambas investigaciones para
establecer algunos resultados matematicos.

El origen de las investigaciones

Las dos investigaciones citadas tienen su origen en problemas educativos de aula, y la postura
inicial del Profesor-Investigador (P-I) respectivo y del Director de las investigaciones fue que la
mayor parte de los alumnos no entienden ni el concepto de limite ni la mayor parte de las
demostraciones que se hacen en las aulas.

Ya en la década de 1980 T. Ortega construyé un programa de ordenador especifico para el
aprendizaje del concepto de limite, programa que trabajaba de forma numérica y grafica la
definicién del concepto, y que daba paso al formalismo métrico en los términos de € y 9, al
teorema de caracterizacion, porque era consciente de las dificultades que tenian los alumnos al
respecto. Afios mas tarde S. Blazquez (1999), también cree en esta hipotesis y ambos piensan
que el concepto de limite es uno de los conceptos matematicos mas complicados en todos los
niveles educativos, supuesto que en cierto modo es contrastado por T. Ortega con licenciados
en matematicas, que en su mayor parte, tras un periodo no muy largo de inactividad tienen
serias dificultades para reproducir la definicién conceptual métrica con rigor. Asf las cosas nos
pareci6 interesantisimo investigar esta problematica.

La primera creencia sobre el no aprendizaje acerca de las demostraciones también tuvo lugar
en el aula, en la década de 1990, T. Ortega pregunto licenciados en Matematicas, Fisicas e
Ingenierfa si la demostracién que da P. Puig (1980) sobre el teorema de Tales (los alumnos la
tenfan escaneada en una hoja) era ciertamente una demostracion o no. Las respuestas
favorables estaban en torno al 50 % y las explicaciones que daban la mayor parte de los
licenciados eran totalmente disparatadas. M. Ibafies (2000), tras su larga experiencia como
docente, tenfa una creencia similar y nos propusimos averiguar como se producfan estos
aprendizajes.
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Metodologia

Si bien la Investigacion-Accion (I-A) tiene sus origenes en los aflos cuarenta con Kurt Lewin
en Norteamérica con fines sociales, a finales del pasado siglo se ha aplicado con éxito en varios
paises para investigar fendémenos educativos. A nivel tedrico esta metodologia ha sido
ampliamente tratada en la literatura, entre otros autores, por Kemmis y McTaggart (1988),
Hopkins (1999), Elliot (1990), vy en Espafia G. Peréz (1994). Esta autora indica que la
Investigacion-Accion (I-A) es una metodologia muy apropiada cuando el objeto de estudio
son los problemas practicos tal y como ocurren en su propio contexto y, entre muchas otras
cosas, asegura que ademas de analizar la realidad, ayuda a mejorar los fenémenos educativos.

Estos autores fundamentan su validez en triangulaciones y en saturaciones, pero el problema
de la validacion esta implicito en toda investigacion educativa sobre aspectos cognitivos del
aprendizaje de los alumnos, y nosotros afirmamos que las informaciones que aportan las
entrevistas a parejas de alumnos y los debates en el aula complementan la indagacion.

Nosotros sostenemos que tanto las entrevistas como los debates tienen que ser realizados por
alguien que conozca las hipotesis de trabajo de la investigacion, que sea un especialista en los
contenidos matematicos que se utilizan, que conozca las producciones de los alumnos sobre
los que se ha hecho el analisis y las correspondientes reflexiones, y también a los propios
alumnos. Considerando estos principios la persona ideal en ambos casos es el P-1.

Conviene que las entrevistas se hagan a parejas de alumnos para que haya triangulaciones y los
alumnos deben ser elegidos atendiendo a sus respuestas y a la facilidad de palabra. En los
debates el P-I hara de moderador y deben tener dos fases: en la primera los alumnos elegidos
(entre los que dieron soluciones diferentes en sus tareas) defenderan sus producciones unos
frente a otros y en la segunda intervendran todos los alumnos de la clase. Tanto los debates,
primero, como las entrevistas, después, se graban en su totalidad y asi el Director se convierte
en el tercer vértice de la triangulacion y junto con el P-I analizaran todas las intervenciones.

Fundamentos de las investigaciones

En ambos casos se hizo un analisis historico y curricular, tras el cual se procedi6 a la busqueda
de los trabajos de investigacion mas relevantes que tenfan que ver con el concepto de limite y
con la demostracioén. En el primer caso se consideraron las siguientes fuentes:

- Investigaciones sobre concepciones sobre limite funcional.

- Investigaciones sobre errores y dificultades del concepto de limite.

- Investigaciones sobre el concepto de limite en los manuales.

- Investigaciones sobre la ensefianza del concepto de limite.

Apoyados en estas investigaciones elegimos un marco teérico para ayudarnos en el analisis de
las tareas de los alumnos. En concreto consideramos la teorfa del “Concepto Imagen” de Tall y
Vinner y los “Actos de Comprension” de Sierpinska.

En el caso de la demostracién también se hizo una clasificaciéon de las fuentes en cuatro
bloques:

- Trabajos generales sobre el aprendizaje de la demostracion.

854



¢Se pueden crear Matematicas desde la Diddctica de la Matematica?

- Trabajos sobre las funciones de la demostracion.
- Trabajos sobre niveles de demostracion.
- Trabajos sobre la demostracion en el aula.

Las investigaciones de Harel y Sowder y de de Villiers fueron las mas relevantes para nosotros
y ellas aportaron el marco teérico que utilizamos en esta investigacion.

Aportaciones sobre el concepto de limite

Se realiz6 un trabajo de campo durante tres afios trabajando los registros verbales, numéricos,
graficos y simbolicos-algebraicos, y se desarrollé una conceptualizacién de limite funcional
basada en la idea de aproximaciéon O6ptima (tendencia), evitando el subjetivismo y
prescindiendo del formalismo de la terminologfa €-8. Es ésta:

Definicion: Sea funa funciéon y « un nimero real, el nimero L es el limite de la funcién fen el

punto 4, y se escribe xZ lT) Cf; (x)=L (se lee limite cuando x tiende a @ es L), si cuando x tiende a

a, siendo x distinto de «, sus imagenes, f{x), tienden a L.

Otra escritura equivalente a la anterior es ésta: xZ"_") C/; (x)=L g para cualquier aproximacion de

L existe un entorno reducido de « tal que las imagenes de todos los puntos del entorno
reducido mejoran dicha aproximacion.
De las conclusiones relacionadas con esta conceptualizacion destacan las siguientes:

- El tratamiento de limite funcional como aproximaciéon éptima, por una parte, aporta unas
herramientas de trabajo mas ventajosas que las concepciones ingenuas basadas en simples
aproximaciones y, por otra, es comprendida por los alumnos mejor que la definicion
métrica.

- Si se quiere utilizar la concepcién formalista €-0 ésta debe introducirse después de que los
alumnos comprendan la conceptualizacion como aproximacioén Optima, pero ésta aporta el
rigor necesario para establecer las propiedades asociadas al concepto.

- Es mas interesante la comprension del concepto que los calculos algoritmicos y en esa
comprension es importantisimo el uso de los cuatro registros y las traducciones de uno a
otro.

Aplicaciones

Prueba del teorema de unicidad. Suponiendo que /, y /, sean dos limites distintos de f en x=a,
entonces /,</, o bien /,</, y poniendo m=(l,+/,)/2, en el ptimer caso, /,<m</, y, en el
segundo, /,<m</,. Suponiendo que se cumple el primer caso, como 7 es una aproximacion de
/,, existira un entorno reducido de a, tal que todas sus imagenes mejoran la aproximacion fijada
por m y, por tanto, todas sus imagenes seran menores que 7. Analogamente, como z también
es una aproximacion de /,, existira otro entorno reducido de a, tal que todas sus imagenes
mejoran la aproximacion dada por 7y, por tanto, todas sus imagenes seran mayores que 7. En
consecuencia todas las imagenes del entorno interseccién son a la vez menores y mayores que
7'y en consecuencia /,>=/,. Analogamente se establece que /,>=/, y como consecuencia de las
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dos 1, =1,

Prueba del teorema del signo. Suponiendo que el limite, I, de la funcién fen x=a es positivo, como
0 es una aproximacion a L, existird un entorno reducido de « tal que todas sus imagenes
mejoran dicha aproximacion y, por tanto, seran positivas.

Teorema de integrabilidad. Una funcion f es integrable Darboux: en [a, b], si fijada una aproximacion positiva
de O existe una particion de |a, b] tal que la diferencia entre las sumas superiores de Darboux y las sumas
inferiores mejoran dicha aproximacion.

Aportaciones sobre la demostracion matematica

El punto de partida fue el concepto de Esquema de Prueba (lo que constituye convencimiento
y persuasion para los alumnos) que establecen Harel y Sowder (1998) y la clasificacion que
estos mismos autores hacen de los esquemas de prueba desde el punto de vista da la cognicion
de los alumnos. En el curso de la investigaciéon nos damos cuenta de que esta clasificacion es
insuficiente y se completa en la misma. Ya con el marco enriquecido en la propia investigacion
se obtienen una serie de conclusiones, de las que destacan las siguientes:

- Los alumnos se encuentran en un estado de transicion entre los esquemas de prueba
inductivos de un caso y los intuitivo-axiomaticos, pasando por los inductivos de varios
casos, por los inductivos sistematicos y por los transformacionales y utilizan uno u otro
dependiendo de las condiciones de los enunciados.

- Los esquemas inductivos se manifiestan muy enraiados en los alumnos de este nivel. Son
mayoria los estudiantes que utilizan o aceptan esta clase de esquemas, muchos de los que
evolucionan hacia los esquemas intuitivo axiomaticos no renuncian a los inductivos, y
algunos vuelven a retomarlos de una u otra forma.

- Buena parte de los alumnos tiene dificultades en reconocer demostraciones, en distinguirlas
de otros procesos y no son conscientes de lo que supone haber demostrado un enunciado.

- El reconocimiento de la demostracién esta en relacion con la evolucion del esquema de
prueba de los estudiantes y, en gran parte, viene determinado por el fuerte enraizamiento de
los esquemas inductivos.

- Las dificultades que tienen los alumnos a la hora de interpretar los enunciados de los
teoremas son tan importantes que les impide saber lo que se tendria que hacer para
establecer el enunciado.

- Son particularmente dificiles para ellos los enunciados que contienen la expresion “condicion
necesaria” y les siguen en dificultad los que contienen los vocablos “condicion suficiente”, pero
cuando estas expresiones se sustituyen por otras mas coloquiales los enunciados se tornas
mas comprensibles.

Aplicaciones
Ya hemos visto cémo la primera investigaciéon ha generado una nueva conceptualizacion de
limite funcional, pero hay mas. Por una parte, las producciones de los alumnos generaron

esquemas de prueba transformacionales, desconocidos para nosotros, como por ejemplo el que
consiste en levantar un punto de la recta para establecer que la suma de los angulos interiores
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de un triangulo suman dos rectos; por otra parte, los problemas tratados en nuestra
investigacion tienen su origen en la practica profesional y, por otra, las conclusiones anteriores
ponen de manifiesto que para los alumnos no son tan importantes las demostraciones como,
sin duda, lo son para el matematico, y enlazando con la primera investigacion, el formalismo
tampoco. Mas aun el formalismo puede encorsetar la creacién matematica en exceso y, en
general, son mas motivadores los procesos creativos. Con la base que aportan estas reflexiones
voy a presentar dos creaciones matematicas que tienen que ver con la practica educativa.

La primera surge de mi insatisfaccion cémo profesor de matematicas, cuando desarrollo el
tema de escalas, al formular la siguiente pregunta: ¢La proporcionalidad de distancias implica la
misma proporcionalidad en longitudes de curva? Asf surge el concepto de Semejanza analitica y
los teoremas de conservacion de longitudes y de areas. L.a segunda tiene que ver con la
motivacion para el estudio de la circunferencia y se da un procedimiento para construir las
“curvas de enlace” de las vias de circulaciéon rapida. En ambos casos se consideran esquemas
de prueba inductivos.

Semejanza analitica: dos curvas, C, y C,, son semejantes cuando sus ecuaciones paramétricas
se pueden expresar de la forma:

[x=f@), telab] o - x=k f(@t), tela,b]

'y =20), 1€la,b] 2y =kg@), telab]
y ambas estén referidas en sistemas de referencia tales que uno de ellos se obtienen del otro

mediante una traslaciéon y un giro. A la constante £ se la llama razén de semejanza o constante
de proporcionalidad.

Teorema de conservacion de longitudes. S{ .4, A,, ..., A, son 7 arcos de curvas semejantes
a una curva plana dada A, que se han obtenido de ésta con los factores de semejanza C,, C,, ...,
C,, tales que C,+C,+ ...+ C =1, entonces la longitud del arco de la curva A es la suma de las longitudes
de los arcos de las n curvas A,, A,, ..., A,.
Teorema de conservacion de areas. Si A, es el drea determinada por una curva sobre el
intervalo [0, 4], A, es el area determinada por la curva semejante a la anterior sobre el intervalo
[0, D] y A, es el area determinada por la curva semejante a la primera sobre el intervalo [0, 4,
entonces A,=A,+A, si, y solo si, &’ =b"+¢".

La clotoide (radioide) es la curva que se debiera utilizar para enlazar tramos rectos en autovia o
autopistas. Es una curva funcion trascendente que en paramétricas tiene estas ecuaciones:

t t
X = ajcosuzdu =aC(t), cont=s/a,y =a Isenuzdu =aS(t), con t=s/a.

0 0
Cuando se dibuja esta curva en ingenierfa se hace con una planilla y depende de las habilidades
del dibujante, pero esta curva se puede dibujar con arcos de circunferencia tangentes y de tal
manera que se verifique el siguiente enunciado:

Teorema de aproximacion. Para enlazar dos semirrectas se puede sustituir la clotoide por #

arcos de circunferencias tangentes entre si y tales que las diferencias de sus curvaturas estén
mas proximas a cero que cualquier numero positivo prefijado.
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