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Resumen.

En general, cuando se construye conocimiento matematico, hay mo-
mentos en los que es importante detenerse a observar lo que se ha
hecho, quizés, esa observacién concluye en la determinacion de alguna
regularidad, util para hacer conjeturas y avanzar en la construccién
del saber que pretendemos. En este cursillo presentamos algunas ac-
tividades que hemos seleccionado, de aquellas que desarrollamos con
nuestros estudiantes de primer y segundo semestre en la Universidad
Pedagdgica Nacional y que les han permitido volar con su imaginacién,
hacer hipétesis, descubrir relaciones, enunciar ”teoremas” y fascinarse
con el trabajo matematico.

La metodologia de trabajo en este cursillo tiene como uno de los propdsitos,
simular una “micro sociedad cientifica ”; es decir, mostraremos que la acti-
vidad matematica no consiste

14

solamente en aprender definiciones y teoremas, para reconocer el
momento de utilizarlos y aplicarlos - - - hacer matemdticas implica ocuparse
de problemas. Solo se hacen matemadticas cuando nos ocupamos de
problemas, pero se olvida a veces que resolver un problema no es mds que
una parte del trabajo; encontrar buenas prequntas es tan importante como
encontrar soluciones. Una buena reproduccion por el alumno de una
actividad cientifica exigiria que intervenga, que formule, que pruebe, que
construya modelos, lenguajes, conceptos, teorias, que los intercambie con
otros, que reconozca los que estan conformes con la cultura, que tome los
que son ttiles, etc. --- Por supuesto, se trata de una simulacion que no es
la “verdadera” actividad cientifica, como tampoco el saber presentado de
forma axiomdtica constituye el “verdadero saber.”
(Brousseau, 1980).
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Aquel quién dirige una actividad, generalmente el profesor, no es quien da
respuesta a los interrogantes planteados por los estudiantes, pero si propone
cuestionamientos a resolver y discutir en el aula, asi como situaciones reales
y abstractas que requieran de actividad matematica permanente, por lo cual
la participacién activa, el buen manejo del error y el espiritu inquisitivo es
parte fundamental para llevar a cabo este curso.

Contamos con tres sesiones de trabajo, cada una distribuida de la siguien-
te manera: Regularidades con Numeros Naturales escritos en bases numéricas
distintas a diez, Regularidades con niimeros naturales a la manera de Pitagoras
y Regularidades con ntimeros racionales e irracionales en sus representacio-
nes como fraccién y como fraccién continua infinita, respectivamente!. En
este articulo sélo presentaremos las actividades a desarrollar con los partici-
pantes del cursillo, pues los resultados dependen del trabajo realizado en las
diferentes sesiones.

PRIMERA SESION

Actividad 1.

Con base en la siguiente adicion escrita en base diez

123456789
123456789
987654321
987654321
+2
2222222222

Construya adiciones similares cuyo resultados sean niimeros cuyas cifras sean
solo unos, soélo treses, etc. Repita el ejercicio en base 7. Enuncie un resultado
general para cualquier base.

'La mayorfa de las actividades aqui presentadas se encuentran en el libro: LUQUE, C.
et al. Actividades Matematicas para el desarrollo de procesos 16gicos: Contar e Inducir.
Universidad Pedagdgica Nacional. Ed. Antropos. 2002.
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Actividad 2.

1. En base diez, un ntimero es par si la cifra de las unidades lo es. ;Es
valido este criterio en otras bases pares? Observe la siguiente tabla y
enuncie un criterio de divisibilidad por dos para bases pares.

MULTIPLOS DE DOS.

BASE
2 4 6 | 8 |10
0 0 0]10]0
10 2 212 2
100 10 4 14 4
110 12 101 6 | 6
1000 20 12110 8
1010 22 14 112 ] 10
1100 30 20 |14 | 12

2. Ahora observe esta tabla, donde se encuentran algunos nimeros pares
en base 3, 5, 7, 9 y 11. Encuentre alguna regularidad, exprésela y

justifiquela.
BASE
3 5 719 |11
0 0 01010
2 2 20122
11 4 418 1| 8

101 20 131111 A
110 22 15115 | 13
121 31 22 17|15
130 33 24120 | 17

3. Escriba listas de multiplos de 3 en bases 3, 6, 9 y los deméas multiplos
de tres y enuncie un criterio de divisibilidad por 34. Luego, en bases 4,
7, 10, 13, etc. Y finalmente, en bases 5, 8, 11, etc.
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Actividad 3.

1. Halle cinco soluciones de las siguientes ecuaciones. Enuncie la regula-
ridad que encuentra entre una y otra solucién de una misma ecuacion:

(a) 4z — 3y = 1, en base cinco.
(b) 12z — y = 20, en base seis.
(¢) 2y — bz = 245, en base seis.
2. Con base en los resultados obtenidos en A. haga una conjetura en la

que determine como encontrar las soluciones, de ecuaciones como las
anteriores, dada una solucion, e intente probarla.

SEGUNDA SESION.

Actividad 1.

Los discipulos de Pitagoras representaban los niimeros por medio de agujeros
en la arena o por medio de piedras. Asi por ejemplo los niimeros triangula-
res los formaban uno del anterior, anadiendo lineas de piedras conformando
triangulos equildteros como se muestra en la siguiente figura.

[ ] o o e o o e o o o
3 6 10

Los diez primeros niimeros triangulares son:
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Triangulares (7),)

1

3

6

10

15

21

28

36

Ol 0| || U x| W o] 3

45

—_
=]

95

1. Si la letra n representa un nimero natural cualquiera y el n-ésimo
nimero triangular lo notamos T}, , escriba una féormula para 7,,.

2. Sume numeros triangulares consecutivos y escriba una féormula para la
suma del n-ésimo ntmero triangular con el siguiente.

3. ;Siempre dos numeros triangulares consecutivos tienen un factor en
comun? Justifique su respuesta

4. Hay casos en que la suma de dos ntimeros triangulares es un nimero

triangular; como se muestra enseguida:

13
Ty
15
15

Ts
Ty
T4
T

Ts
Tho
15
Ty

Enuncie una férmula que unifique estas observaciones.

Actividad 2.

Los niimeros cuadrados son los que corresponden al niimero de puntos
que se pueden colocar formando un cuadrado. Cada uno de ellos puede ser
construido a partir del anterior anadiéndole un borde de la forma . (Para
los griegos este borde tenia especial significado y se le llamé gnomon).
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Los primeros ntimeros cuadrados son: 1,4, 9, 16, 25, 36, 49 - - -. Su expresion
general es n?.

1.
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Observe la figura anterior. Formule alguna hipétesis acerca de la suma
de los n primeros niimeros impares.

Los nimeros cuadrados y los triangulares estan relacionados, si mira-
mos la figura anterior, un nimero cuadrado puede expresarse como la
suma de la cantidad de puntos que se encuentran sobre rectas paralelas
a una diagonal. Con esto obtenemos la secuencia:

12 =1
22=1+2+1
32=1+2+3+2+1

Escriba una formula que describa esta situacion.

Otra conjetura de Fermat, debida en realidad a Bachet, afirma que
todo numero, o es un cuadrado, o es la suma de dos, tres, o cuatro
cuadrados.

En efecto tenemos que:

1=1? 10 =17 + 3
2=12+4+1° 20 = 2% + 42
3=1"+12+1 30 = 12 4 2% + 5
4=2? 40 = 2?2 + 62
b=12+2° 50 = 5% + 57
6=1°+1%+2° 60 =12 + 1% 4 3% + 72
T=1"+14+12422 70=1"+1>42>48
8 =22+ 22 80 = 42 + 8
9=1%+42% 42 90 = 3% + 97
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Intente una descomposicion semejante para niimeros un poco mas gran-
des y trate de encontrar alguna regularidad.

. Hay ntimeros cuadrados que se pueden escribir como la suma de otros
dos nimeros cuadrados. Por ejemplo, el quinto niimero cuadrado (que
es 25), se puede escribir como la suma del tercero y el cuarto (9 + 16);
esto lo expresamos méas brevemente asi:

3?4+ 4% =5

una vez que se tiene una terna por ejemplo la formada por los cuadrados
de 3, 4, 5 respectivamente, pueden formarse infinitas de ellas tomando
sus multiplos, puesto que si k es un niimero natural cualquiera, entonces

(3k)* + (4k)* = (5k)*
Nos interesan entonces las soluciones reducidas, que como 3, 4, 5 no
tienen divisores comunes.
Otras triadas son:
5,12 y 13;
7,24 v 25;

9,40 y 41;
11, 60 y 61;

Observemos la secuencia de formacién:

32 4+42 =52
52 + 122 =132
72 4+ 242 = 252
92 + 40% = 412

112 + 60% = 612

(a) Encuentre una expresion para la n-ésima triada pitagérica de esta
secuencia.
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(b) Encuentre otras triadas pitagéricas cuya secuencia de formacion
sea distinta a la enunciada.

(¢) Sia, b, ¢ son multiplos de 3, 4 y 54 respectivamente, ;jcémo repre-
sentar ¢ en términos de a y b?. Modifique el problema anterior si
a, by ¢ son multiplos de 5, 12 y 13. Enuncie un resultado similar
para otras triadas pitagoricas. ;Existe una regla general?

5. Observemos las siguiente figura :

Figura 4.

En la primera aparece solamente un cuadrado de lado 1.
En la segunda hay 4 cuadrados de lado 1 y 1 de lado 2.
En la tercera hay 9 cuadrados de lado 1, 4 de lado 2 y 1 de lado 3.

;,Cuantos cuadrados deben haber en un cuadrado de lado 47 ;Cuéantos
en un tablero de Ajedrez?

Actividad 3.

Construyamos niimeros cuadrado-piramidales haciendo una pirdmide de
base cuadrada colocando n? naranjas en ella; en la siguiente capa de encima
colocamos (n — 1)? naranjas, y asi sucesivamente hasta terminar con una
naranja en la cuspide. ; Cudl es el nimero total de naranjas en la pirdmide?

Estudie el problema de encontrar el niimero de triangulos equilateros que se
forman en un triangulo equilatero de lado 1, 2, 3, --- , 10. En la siguiente
figura se muestra el caso para un triangulo equilatero de lado 4.
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Actividad 4.

Se construyen numeros con las formas de otros poligonos regulares como
pentagonos, hexagonos, etc.

El primer nimero pentagonal es el uno; el segundo, cuyos puntos forman
los vértices de un pentagono, es el 5; el tercero es 1 +4 + 7 = 12 y asi
sucesivamente 22, 35, 51, 70 son nimeros pentagonales.

En la siguiente figura se encuentra la secuencia de formacion de estos niimeros.

1. Encuentre una férmula para el n- ésimo niimero pentagonal. Analoga-
mente, encuentre una expresion general para los niimeros hexagonales

(1,6,15,28,--+)

Do T
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2. Encuentre una féormula para el n-ésimo niimero poligonal asociado a un
poligono regular de p lados.

Actividad 5.

Ubiquemos puntos en el espacio formando vértices de solidos conocidos. Un
primer ejemplo de ello se encuentra en los ntimeros cubicos.

Estos son los niimeros que representan a la cantidad de puntos que pueden
disponerse en una red cubica, como se muestra en la proxima figura. Los
primeros son:

1, 8, 27, 64,---, n®

1. Observe

8=3+5
21 =7+9+11
64=13+15+17+19

Escriba 125 como una suma similar y enuncie una regla general.

2. Otra curiosidad de los nimeros ctibicos la observamos en la siguiente
secuencia:

8=4+2+2
20=9+3+3+3+9
64=16+4+4+4+4+16+16
125=25+5+5+5+5+5+25+25+25
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Escriba los siguientes tres niimeros cuibicos de esta forma y enuncie su
regularidad.

3. Una manera de relacionar los numeros cuadrados con los numeros
cubicos se encuentra en la siguiente secuencia

12 =12
22 =23 22
32:33_32_32
42:43_42_42_42

Exprese 72, 152 y otros ntimeros de esta forma. Proponga una explica-
cion.

TERCERA SESION.

Actividad 1.

y % tienen como resultado una expresiéon n-mal

1. (En cuales bases %

finita?

2. ;Existe alguna base en la que % y % tengan como resultado una expre-
sion n-mal periddica de 1 cifra?, jde 27, jde 37, ;de k7 Justifique.

1

T %, . Procure una generalizacién.

y

=
=

3. Repita el ejercicio anterior con

Actividad 2.

Dada la siguiente fraccion continua infinita:
Escriba algunas reductas en forma de fraccionario y en forma decimal,

1. {A qué ntmero se aproxima esta fraccién continua?

2. Exprese una regularidad en la sucesion de las fracciones correspon-
dientes a la reductas de la fraccion continua en forma de férmula de
recurrencia.
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3. Realice el mismos tratamiento para la siguiente fraccién continua

Actividad 3.

Observe las siguientes igualdades y formule una conjetura:

V2 =101,2,2,2,2,- ]
VE=[2:4,4,4,4,- ]
V10 = [3;6,6,6,6, - - -]
V1T =[4;8,8,8,8, -]
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