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Resumen. Se presenta el avance de una tesis doctoral en la que se investiga cémo son los procesos en la comprensién de los
conceptos de la teoria de espacios vectoriales en estudiantes universitarios del drea de ciencias e ingenierias. Se trata de un
estudio cualitativo e interpretativo que busca analizar y describir la cadena de inferencias que los participantes realizan, a
partir de los lenguajes geométrico, simbdlico y estructural. El marco teérico para fundamentar la investigacién es el modelo
de la comprensién en mateméticas de Anna Sierpinska (Sierpinska, 1994) y el modelo de la distincién epistemoldgica tedrico-
practico de Sierpinska y colaboradores (Sierpinska, Nnadozie y Oktag, 2002).
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Abstract. This paper presents a doctorate research project advance, which aims to investigate the processes of
understanding of vector spaces theory concepts in undergraduate science and engineering students. This is a qualitative and
interpretive study that seeks to analyze and describe the chain of inferences that participants made, from the geometric,
symbolic and structural languages. The theoretical framework for the research is Sierpinska’s model of understanding in
mathematics (Sierpinska, 1994) and Sierpinska and colleagues epistemological model of the theoretical and practical
distinction (Sierpinska, Nnadozie and Oktag, 2002).
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Introduccion

La comprension de las nociones como las que se abordan en los cursos de dlgebra lineal, a
diferencia de otras ramas como calculo o estadistica, no puede ser alcanzada a partir de problemas
de aplicacion o mediante el manejo operacional basado en ejercicios modelo (Harel, 2002;
Sierpinska, Nnadozie y Oktag, 2002; Oktag y Trigueros, 2010). El motivo por el que se estudia
sobre la comprension de los conceptos de la teoria de espacios vectoriales responde a la
necesidad de realizar investigaciones en relacion con estos conceptos, de los cuales se han
documentado varias dificultades atribuidas tanto a factores debido a la naturaleza del dlgebra lineal
y al tipo de pensamiento y lenguajes requeridos para su comprension (Harel, 1997; Dorier y

Sierpinska, 2001; Soto, 2003; Maracci, 2008).

Los conceptos del algebra lineal resultan de la reflexion sobre las propiedades comunes de objetos
matematicos y los procedimientos algoritmicos, son sélo un elemento de andlisis en la
argumentacion de las ideas. Por ejemplo, para entender el concepto de base de un espacio
vectorial es necesario identificar una serie de relaciones entre vectores (combinacion lineal) y
entre otros conceptos (independencia lineal y conjunto generador), y en ese proceso varias

experiencias marcan pasos significativos hacia la comprension del sistema que los interrelaciona.
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La comprension de los conceptos matematicos del algebra lineal, supone para ellos que deban
abstraerse en proceso que implica la realizacién un gran nimero inferencias sobre otros objetos
de los cuales depende, y como senala Pozo (1994) “mientras los referentes de un concepto
pueden determinarse por via asociativa, por procesos de abstraccion que conducen a un [..]
concepto potencial, la adquisicion de su significado o sentido s6lo es posible por procesos de

reestructuracion o reorganizacion del sistema de conceptos” (p. 204).

Si bien los estudios asociados a la ensenanza y el aprendizaje de los conceptos del dlgebra lineal en
la universidad se han venido documentando desde hace dos décadas, generalmente a través de
investigaciones que relacionan el uso de determinadas estrategias de intervencién con los
resultados de aprendizaje de los conceptos (Dorier, J. L, Robert, A., Robinet, . y Rogalski,
M., 1999; Harel, 1999 y Stewart y Thomas, 2010), o que analizan las fuentes de dificultad en el uso
de los lenguajes y registros de representacion (Hillel, 2002; Alves Dias y Pavlopoulou citadas por
Artigue, Chartier y Dorier, 2002; Sierpinska, 2002 y Dogan-Dunlap, 2010), se detecta en gran
medida que la comprension de los conceptos siendo tema de preocupacion educativa: “el
aprendizaje del algebra lineal requiere de un gran esfuerzo” (Oktag y Trigueros, 2010, p. 383) y es
necesario “realizar investigaciones de fondo en relacion con los conceptos [...], puesto que, [...]
varias dificultades de los estudiantes estan relacionadas con la comprension de estos conceptos”

(K4, Trigueros, y Oktag, 2008, p. 87).

No obstante, estos trabajos aportan indicios sobre los actos de comprension que forman parte del
fenomeno integral de los procesos en la comprensiéon de los conceptos, es a partir de las
caracteristicas epistemologicas otorgadas a los conceptos del algebra lineal que se elige llevar a
cabo un estudio cualitativo desde la perspectiva tedrica de Anna Sierpinska (Sierpinska, 1994 y
Sierpinska et al, 2002), quien considera que la comprension de los conceptos se deriva de
preconcepciones que pueden actuar como obstaculos a ser superados al analizar dichas creencias

desde un punto de vista alternativo.

Dicho andlisis requiere que el estudiante identifique y discrimine los objetos asociados a los
conceptos, generalice el sistema conceptual y que sintetice la relacion entre las propiedades los

conceptos en el sistema para organizarlos en un todo consistente.

La pregunta que guia la investigacion es ;como son los procesos en la comprension del concepto
de base de un espacio vectorial en estudiantes universitarios, a partir de los lenguajes de
representacion geomeétrico, simbolico y estructural?, y para responderla se pretende examinar la
cadena de inferencias a propésito de los conceptos que estudiantes universitarios manifiestan

mientras realizan actividades de aprendizaje a partir de los lenguajes geométrico, simbdlico y
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estructural, y con el andlisis de la evidencia empirica, se pretende explicar las transformaciones en

el transcurso progresivo a la comprension de las relaciones entre los conceptos que ellos efectiian.

La principal contribucion de la investigacion en curso reside especificamente en esa forma de
abordar la comprensién de los conceptos desde la dimension sobre las componentes en la
comprension y la dimensién sobre las categorias tedrico-practico en la comprensién, por lo que
también se puede sefalar que en esta investigacion se indaga sobre los procesos en la
comprension de los conceptos del algebra lineal que los alumnos desarrollan con base en las
representaciones producidas en ambientes computacionales o mejor dicho, las condiciones en la
identificacion, discriminacion, generalizacion y sintesis que a propésito de los conceptos y con base

en las representaciones en ambientes computacionales se haga.
Marco Teérico

Sierpinska (1994) postula que los procesos de comprensién en matematicas, pueden considerarse
como un “entramado de actos de comprension ligados por razonamientos” (p. 72). De esta forma,
al hablar de un acto de comprension sera preciso determinar a qué nos referimos para evitar
ambigliedad y en el caso de los conceptos matematicos, existen dos diferentes tipos de conceptos.
Primero, si el concepto es considerado como un cierto objeto ya hecho, definido y descrito en
cierta manera y que puede ser interpretado de distintas formas, entonces un acto de comprension
consistiria en analizar su definicion y descripcion para reconocer o encontrar qué hay detras de
dicho concepto. Pero, por otro lado, comprender un “concepto X” (p. 4) puede implicar conocer
en base a qué, X sera entendido. En este caso el concepto podra formarse en el acto o el proceso
de comprender una situacion y esta segunda forma de comprensidon consecuentemente, es la

referida para los propositos de este trabajo.

Para precisar lo que un acto de comprension implica, la autora refiere la definicion propuesta por
Ajdukiewicz (citado por Sierpinska, 1994), para quien la comprension es un acto mental por el que
un objeto de comprension se relaciona con otro objeto que funge como base de la comprension del
primero. Asi por ejemplo, en un caso ordinario “se puede decir que una persona ha comprendido
una expresion cuando al escucharla dirige su pensamiento a un objeto distinto del mencionado
originalmente” (Sierpinska, 1994, p. 28). También anade, que mas alla de abordar la comprension
de expresiones con base en una determinada representacion mental, generalmente los objetos de
comprension en matematicas no pueden ser comunicados de manera ostensiva y por lo tanto, su
comprensién en principio podria no ser clara: “los objetos matematicos...introducidos en un
sistema de necesidades y consecuencias logicas por sus relaciones con otros objetos matematicos,

podrian tener propiedades que resultan dificiles de descubrir o de probar o desacreditar”
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(Sierpinska, 1994, p. 30).

Y continuando con su discusion, Sierpinska (1994) destaca el papel de cada una de las

componentes que conforman un acto de comprension:

..el ‘sujeto de comprension’ (P) — la persona que comprende,[...] lo que P intenta
comprender —‘el objeto de comprension’ (X)[,...] y a lo que el pensamiento de P se dirige
(o se intenta dirigir) en el acto de comprensién: ‘la base de la comprension’ (Y). Y
[ademas], la operacion mental que conecta el objeto de comprensién con su base

(Sierpinska, 1994, p. 29).

En un acto de comprension, los objetos matematicos encuentran sentido en varias otras cosas, a
éstas se les considera como base de la comprension del objeto y podrian ser una explicacion, o una
representacion, una habilidad procedimental, una opinién, una justificacion, etc. “En un acto de
comprension basado en la representacién de un objeto, el sujeto no toma ninguna posicion hacia
el objeto, es decir, no lo juzga o lo evalla, [sino que] el objeto de comprension se corresponde
con una imagen mental o descripcion” (Sierpinska, 1994, p.49), por este motivo es muy importante
tomar en cuenta los avances en las investigaciones sobre el uso de las representaciones en la
comprension de los conceptos (Hillel, 2002; Pavlopoulou y Alves Dias citadas por Artigue et al.,
2002), al igual que los aportes sobre los mecanismos y construcciones mentales en el aprendizaje
conceptual en algebra lineal (K, Trigueros y Oktag, 2008; Parraguez, 2009; Ku, Oktag y Trigueros,
2009; Roa-Fuentes y Oktag, 2010; Oktag y Trigueros, 2010).

Ademas en cuanto a las operaciones mentales, se puede decir que para que un concepto
matematico sea entendido, éste supone ser identificado, discriminado, generalizado y sintetizado.
Ademas, Sierpinska (1994) aclara que la abstraccién es una operacion involucrada en todas y cada
una de las cuatro operaciones antes mencionadas, debido a que por medio de ella se destacan las

caracteristicas de los objetos matematicos.

Identificar un objeto de comprension implica un sentimiento de descubrimiento o reconocimiento,
“involucra primero que algo es revelado, es decir, que se ha aislado y escogido del fondo del
campo de la conciencia’ donde estaba [...] escondido y segundo, que se ha reconocido como algo
que se intenta entender” (Sierpinska, 1994, p. 56). Habiendo sido aislado y reconocido el objeto de

conocimiento, podria o no ser nombrado de alguna manera.

Al ser identificado, ese objeto matematico se clasifica y se posiciona junto a otros objetos aun y
cuando no se sabe nada de él excepto que se intenta estudiar. Esta clasificacion no significa que sea

haya realizado una categorizacion, es decir, el objeto se incluye como un elemento mas en una

2198

Comité Latinoamericano de Matematica Educativa A. C.



(apitulo 5. Uso de los recursos tecnoldgicos en el proceso de aprendizaje de las matematicas

clase de objetos y no como un caso particular de esa clase.

Sierpinska (1994), afirma que un proceso de comprension esta determinado por la relacion
cercana de los objetos en los actos por los cuales se compone, como en los conceptos de la teoria

de espacios vectoriales, y sigue:

En un proceso de comprension, los actos de comprension siempre estan ligados por un
razonamiento de forma tal que los actos de comprension y los razonamientos construyen “una
densa red” (Sierpinska, 1994, p. 73), y en esta red puede haber diferentes bases de la comprension.
“Uno puede incluso decir que el proceso de comprender algo consiste en una serie de
transformaciones de algunas bases iniciales de comprension” (p.73) y es por esto que se ha
afirmado que en esta investigacion se indaga sobre la comprensiéon de los alumnos que se

desarrolla con base en las representaciones.

Los razonamientos mencionados en la definicion de procesos de comprensién “es toda inferencia
o deduccion asi como ‘los procesos de solucion mental llevados a cabo con el uso de inferencias

)

y/o deducciones’ (Sierpinska, 1994, p. 73) y en estos razonamientos, la inferencia y la deduccion
son diferentes: al realizar inferencias se parte de premisas que llevan a probables conclusiones y en
cambio, al realizar deducciones se orienta a partir de razones validas a consecuencias implicadas

por esas razones y en este sentido, la deduccion es un razonamiento mas formal que la inferencia.

En esta investigacién se conjetura que el tipo de razonamientos que los participantes realicen a
partir de las transformaciones generadas con base en las representaciones convencionales del
algebra lineal en ambientes computacionales asi como las condiciones en la comprension que se
cumplan, seran decisivos en cuanto a las operaciones mentales que se desarrollen y los actos de
comprension de los conceptos que se logren. Asimismo, las actividades a utilizar durante las
sesiones experimentales, deben sustentarse en los constructos tedricos que nos permitan dilucidar

bajo qué condiciones se propicia la comprension de los conceptos.

Por otra parte, Sierpinska, Nnadozie y Oktag¢ (2002) a partir de la interpretacion de la obra de
Vygotsky sobre los conceptos cientificos y cotidianos, elaboran un modelo en el que se argumenta
sobre la existencia de dos planos diferentes de construccion del conocimiento matematico: el

pensamiento practico y el pensamiento tedrico.

La comprension de las teorias matematicas requiere de ambos, el pensamiento practico y
el pensamiento tedrico. El pensamiento practico es la base en contra de la cual el
pensamiento tedrico adquiere razén de ser y sin la cual pierde su significado
epistemoldgico y, en este sentido, el pensamiento practico es un obstdculo epistemoldgico.

Esto es, un fenomeno cognitivo y cultural que en cierta forma impide el desarrollo
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matematico pero que al mismo tiempo, es componente indispensable en la construccion
del conocimiento matematico (Sierpinska, 1990, 1992 y 1994, citada por Sierpinska et al.,

2002, p. 14).

Otte (citado por Sierpinska, 2005) senala que la distincion de las categorias de pensamiento
tedrico y practico, es de naturaleza epistemoldgica y no ontolégica, ya que ellas representan una
forma simplificada de conocimiento de la actividad cognitiva humana en matematicas y no son en si
tipos de actividad cognitiva humana, es decir, las categorias teorico—practico pueden ser
consideradas separadamente solo en teoria, pues el pensamiento se desarrolla simultaneamente en

diferentes planos de accion.

Para explicar la relacion de complementariedad de las categorias concomitantes de pensamiento
tedrico—practico en la actividad cognitiva en matematicas, Sierpinska (2005) apunta que estas
categorias pueden ser vistas como pares de obsticulos epistemologicos, es decir que el

pensamiento no es ni tedrico ni practico, pero que surge de la tensién entre ambos.

Vygostky (1995) afirma que “la fortaleza de los conceptos cientificos radica en su caracter
consciente y deliberado” (p. 184), por lo que se asume que el pensamiento tedrico es
caracterizado por “la reflexion consciente sobre los significados de las representaciones semidticas
del conocimiento, asi como de sistemas de conceptos y no solo de acumulacion de ideas”
(Sierpinska, 2002, pp. 211). También sefala la importancia, para el desarrollo del pensamiento
tedrico, de la participacion independiente y critica del aprendiz en la construccion del

conocimiento.

Para dar mas detalle al respecto de la inclinacién a pensar tedéricamente, Sierpinska vy
colaboradores (Sierpinska et al, 2002) explican que el pensamiento tedrico es contrario al

pensamiento practico en sus objetivos, en su objeto y en sus principales intereses y resultados.

El objetivo en el pensamiento practico es realizar acciones para hacer que algo pase, pero en el
pensamiento tedrico el objetivo es entender una experiencia y reflexionar sus posibles
consecuencias. Ademas, en tanto que el objeto del pensamiento practico son fendmenos aislados,
en el pensamiento tedrico son sistemas de conceptos y, aunque el pensamiento practico se
interesa por dar significado a las acciones, el interés principal del pensamiento tedrico es el
significado de los conceptos, sus referencias, connotaciones y las posibles consecuencias de ese

significado para el significado de otros conceptos relacionados (Sierpinska et al., 2002).

De manera mas especifica, Sierpinska et al. (2002) describen al pensamiento teérico mediante tres

categorias principales: el pensamiento tedrico es reflexivo, sistémico y analitico:
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El pensamiento reflexivo se refiere al razonamiento realizado de forma voluntaria con el proposito
de adquirir una mejor comprension de las ideas. Mientras que el pensamiento sistémico consiste
en pensar acerca de sistemas de conceptos donde el significado de un concepto esta basado en sus

relaciones con otros conceptos (Sierpinska et al., 2002).

En cuanto al pensamiento analitico, se refiere a la actividad cognitiva realizada de forma consciente
para advertir el caracter arbitrario y convencional de los signos y su relacion con los objetos que
representan (Sierpinska et al.,, 2002). En este sentido, la distincion tedrico—practico propuesta en
el modelo de Sierpinska (2005), no se refiere precisamente al pensamiento como tal, sino a la
relacion entre el pensamiento y el objeto por asimilar, que en el caso del pensamiento tedrico es

mediado por sistemas de signos.

El pensamiento practico opera siempre a nivel de accién, externo al pensamiento en si mismo,
mientras que el pensamiento tedrico piensa sobre los conceptos y sobre su razéon de ser: se
preocupa por las notaciones simbdlicas y formas de representacion, pero también sobre las reglas

y principios que les dan razén y validan su uso (Sierpinska et al., 2002).
Planteamiento Metodolégico

En la presente investigacion se busca analizar y describir los procesos en la comprension de un
concepto matematico en estudiantes universitarios, por lo que se plantea necesario estudiar dicho
fenomeno desde su contexto para entender como es que los participantes dan sentido a su

experiencia.

De acuerdo con Merriam (2002), un estudio hermenéutico/interpretativo procura precisamente
comprender el significado que las personas han construido acerca de su mundo. Este significado, es
mediado por el investigador como principal instrumento en el proceso inductivo por el cual se
recolectan y analizan los datos para obtener los hallazgos que se presentan en forma ampliamente

descriptiva.

El término “hermenéutica” proviene del verbo griego hermeneuein que quiere decir interpretar
(Martinez, 2006), y en realidad en toda investigacion, la eleccion del enfoque y la metodologia, el
tipo de preguntas que se formulan, la recoleccion y analisis de datos, implican esta actividad
interpretativa, pero lo que distingue al método interpretativo es el énfasis en la interpretacion

dialéctica del asunto en estudio.

“La comprensién es participativa, conversacional y dialogica,[...] es algo producido en el didlogo y
no algo meramente reproducido por un intérprete a través del andlisis de eso que busca

comprender” (Denzin y Lincoln, 2000, p. 195).
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A diferencia del método denominado explicitamente como “interpretativo”, otros disefios en la
investigacion cualitativa persiguen ademas propositos adicionales (Merriam, 2002), por ejemplo, la
teoria fundamentada ademas de comprender pretende construir una teoria sustantiva sobre el
fenémeno de interés, la etnografia busca entender la interaccion entre individuos no solo con
otros, sino con la cultura de la sociedad en la cual viven. Los estudios de caso, también interesados
en describir un fendmeno a fondo, se distinguen por analizar un sistema definido (un caso), elegido

porque es Unico, tipico, altamente exitoso, etc.

Ademas, los estudios fenomenolédgicos buscan comprender realidades vivenciales de otras
personas aunque a diferencia de éstos, el método hermenéutico/interpretativo trata de entender
un fendbmeno que no necesariamente es totalmente consciente para el participante en el momento
en que se produce la expresion. Schleiermacher (citado por Martinez, 2006) afirma que el fin de la

hermenéutica es comprender a un autor mejor de lo que él mismo se entiende.

Asi, que es a través del didlogo exploratorio con los participantes y, sobre todo, de la observacion
de lo que sucede y el estudio sistematico posterior (grabaciones y notas de campo), que la
informacién recolectada en el estudio interpretativo lleva al investigador a realizar una vision de

conjunto (la interpretacion) que integra los hallazgos en una estructura inteligible y coherente.

Se pretende llevar a cabo el estudio con seis estudiantes de segundo semestre (de entre 18 y 20
afios) que cursan la materia de dlgebra lineal en el Centro Universitario de Ciencias Exactas e
Ingenierias (CUCEI) de la Universidad de Guadalajara. La materia de algebra lineal forma parte del
area de formacién basica comin a toda la oferta académica del CUCEI, motivo por el cual los
alumnos pertenecen a diferentes carreras: ingenierias, licenciatura en matematicas, en fisica o

quimica.
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