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Resumen

Este trabajo se estructura en torno a la evolucion (no histérica) del problema de la Educacion
Matematica. Una vez constatado el fracaso de la respuesta pedagogica a dicho problema,
surge la Didactica de las Matematicas que lo aborda tomando en consideracion, de manera
integrada, “lo matematico” y “lo pedagégico”, lo que provoca una doble ruptura: con la
Pedagogia y con los modelos epistemologicos ingenuos, transparentes e incuestionables
del conocimiento matematico. En la segunda parte del trabajo se esquematizan muy
brevemente las respuestas que proporcionan a dicho problema los dos principales Programas
de Investigacion en Didactica de las Matematicas: el Programa Cognitivo y el Programa
Epistemoldgico.

1. El problema de la Educacion Matematica

Cualquiera que sea la forma de delimitar el objeto de estudio y la problematica de la Didéctica
de las Matematicas, existe un acuerdo basico respecto a la problemdtica inicial comin a
todos los enfoques en Didactica de las Matematicas. Llamaré “problema de la Educacion
Matematica’ al problema que genera el objeto de estudio de la Didactica de las Matematicas
y que puede describirse inicialmente como sigue:

Si la actividad matematica es una actividad humana, como el lenguaje, ;por qué la inmensa
mayoria de los estudiantes son agjenos a dicha actividad? jPor qué es tan dificil que los
estudiantes entren en la disciplina matematica’ a lo largo de toda la Ensefianza Obligatoria
(y més alla)? ;Por qué los estudiantes no piensan por si mismos los problemas matematicos?
(Por qué no plantean preguntas que vayan mas alla de lo que se va a pedir en los examenes?
(Por qué no utilizan las matematicas para resolver problemas que ellos mismos plantean?
(Coémo puede explicarse, en definitiva, el fendmeno relativamente universal de 1a alienacion
matematica?

A pesar de la complejidad del problema de la Educacién Matematico, postulo que para
- responder al mismo se requerird un enfoque unitario, esto es, unos principios basicos que
- permitan reformular y abordar todos los aspectos del problema.

! Este trabajo ha sido realizado en el marco del proyecto BS02000-0049 de la DGICYT. Algunas de las ideas que aqui se
proponen fueron presentadas esquematicamente por el autor en la comunicacioén “Matematicas y Educacion Matematica.
iHacia una futura convergencia?” en el dmbito del Congreso de la Real Sociedad Espafiola de Matematicas que se celebr6
en Puerto de la Cruz (Tenerife) entre el 27 de Enero y el 1 de Febrero de 2002.

- 2Se trata, en cierto sentido, del problema inverso al “problema de Bertrand Russell” que éste formulaba como sigue en una
de sus wltimas obras: “; Cémo ocurre que los seres humanos, cuyos contactos con el mundo son breves, personales y limitados,
son capaces, sin embargo, de llegar a saber tanto como saben” (Russell, 1948, p. 5). ”

3 Acceder a una obra significa “entrar” en ella. En la escuela esta entrada se realiza a través del estudio. “Estudiar una obra”
supone reconocer la disciplina propia de la obra y someterse a ella. {...] la escuela impone cierto tipo de exigencias totalmente
externas a las matematicas, recubriéndolas de elementos que les son ajenos y que pueden obstaculizar el descubrimiento
de la verdadera disciplina matematica. (Chevallard, Bosch y Gascon, 1997, p. 118).
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2. La respuesta pedagdgica al problema de la Educacién Matematica

Segiin el punto de vista pedagdgico, todavia muy influyente en nuestra cultura escolar, el
problema de la Educacién Matematica permanece esencialmente inalterado al sustituir
“Matematicas” por cualquier otra disciplina como, por ejemplo, “educacion fisica”, “latin
vulgar”, “musica barroca”, “filosofia analitica”, “literatura francesa”, “quimica organica”
o “sociologia”. La Pedagogia pretende dar una respuesta esencialmente comun al problema

de la Educacién de cualquiera de dichas disciplinas.

De hecho, la Pedagogia se ha construido sobre una ficcidn historica fundada en la disociacion
entre lo “matematico” (considerado clasicamente como el contenido de la ensefianza de las
matematicas, transparente, incuestionable e independiente de la forma de ensefiar) y lo
“pedagdgico” (considerado como la forma de enseiiar, independiente del contenido que se
ensefia). Se trata de un mito cultural® fuertemente arraigado en nuestra cultura y del que
todavia no nos hemos librado. Este mito es el que legitima culturalmente la existencia de
un ambito propio de “lo pedagodgico” y, por tanto, a la Pedagogia como disciplina. En
coherencia con este prejuicio basico, la respuesta pedagdgica al problema de la Educacion
Matematica:

(a) Empieza por eliminar la disciplina matematica’ considerada como la causante de la
alienacion matemadtica de los alumnos.

(b) Postula, implicitamente, que “lo matematico” (como “lo lingiiistico” o “lo musical”)
no es problemdtico y que, por tanto, puede ponerse entre paréntesis.

(c) Se centra en modificar las estrategias de ensefianza que se suponen esencialmente
independientes de las cuestiones a estudiar. Dichas estrategias deben responder a las
preguntas siguientes: “;Qué ensefiaré?”, “;Cuando ensefiar?”, “;Cémo ensefiar?” y
“;Qué, como y cuando evaluar?”, segun criterios preestablecidos e independientes de
la disciplina a estudiar.

Hoy en dia podemos afirmar sin paliativos ni reservas de ningun tipo que la respuesta
pedagdgica al problema de la Educacion Matematica ha fracasado absolutamente: por una

_parte, la eliminacion la disciplina matemética no ha hecho mas que agravar el problema de
la alienacion matemadtica de los alumnos y, en lo que se refiere a los aspectos mas especificos
del problema como, por ejemplo: la problematica del paso de estudiar matematicas en
Secundaria a estudiar matemadticas en la Universidad; la iniciacion al algebra escolar en la
ESO; o el papel que pueden jugar las calculadoras simbdlicas en el estudio de las matematicas;
la Pedagogia, simplemente, no tiene nada que decir.

Hay que reconocer, sin embargo, que el enfoque pedagdgico conserva todavia una parte
importante de su crédito y paraliza el progreso hacia enfoques mas eficaces. En mi opinion

# Se trata de un mito interesado: “[...] nier le plus possible la dépendance réciproque de I'organisation scolaire et des questions
a étudier afin d’étendre le plus possible le champ de I'intervention iégitime des pouvoirs —d’Eglise ou d’Etat selon les
époques— en matiére scolaire [...]” (Chevallard, 2000, p. 106).

$ La noci6n de “disciplina matematica” se analiza en Chevallard, Bosch y Gascon (1997, pp. 129-133). Més adelante describiré
las principales “dimensiones” o aspectos de la misma. )

¢ Esta pregunta, al igual que las restantes, no presupone, en el enfoque pedagégico, ningin tipo de cuestionamiento de los
conocimientos matematicos. Asi, las respuestas posibles en dicho enfoque como, por ejemplo: “Se debe ensefiar geometria
sintética en la E.S.0.”, no comportan ningiin tipo de analisis de las posibles organizaciones matematicas escolares en torno
a la geometria sintética ni, mucho menos, de las diferentes relaciones que podrian establecerse entre éstas y el resto de las |
organizaciones matematicas.
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la causa principal de esta situacion es la separacion radical entre la actividad matematica
y la ensefianza de las matemadticas que se manifiesta incluso dentro de la propia Universidad.
Esta separacion, que se refleja en una comunidad matemadtica escindida (Gascon, 1993),
es el resultado de un complejo conjunto de factores relacionados entre si, de entre los cuales
destacaré los tres siguientes:

A. La influencia académica y politica de los Departamentos y Facultades de Pedagogia -
que hace que €stos continien teniendo un gran peso en el disefio de los curriculos de
Primaria y Secundaria (tanto de matematicas como de las demas d1501p11nas) yen la
formacion del profesorado de dichos niveles educativos.

B. La separacion radical (legal e institucional) entre la comunidad productora del saber
matematico, recluida actualmente en la universidad’ y el ambito tradicional de la
Pedagogia que no es otro que la ensefianza “no universitaria”é. Basta recordar la poca
incidencia que ha tenido la comunidad matematica nuclear —formada por los investigadores
en matematicas— en el disefio del curriculum de matematicas de la ultima reforma de
la Ensefianza Secundaria, asi como su escasa participacion en la formacion del profesorado
de matematicas de todos los niveles educativos. '

C. La preponderancia del “modelo popular” de las matematicas® en las instituciones
docentes. Veremos que este modelo, al reducir la “actividad matematica” a series del
tipo “definicion-especulacion-teorema-prueba”, expulsa la “ensefianza de las
matematicas” fuera de las actividades genuinamente “matemadticas”

Los efectos combinados de estos factores convergen en una absurda separacién entre “hacer”
y “ensefiar” matematicas que empobrece ambas actividades (que pueden llegar a ser
consideradas como fines absolutos en si mismas) e impide tomar en consideracion una
“solucion didactico-matemdtica” al problema de la Educacién Matematica y renunciar,
definitivamente, a la fracasada “solucion pedagogica”.

3. El modelo popular de las matematicas

El modelo epistemolédgico de las matematicas, que suele sustentarse implicitamente como
incuestionable, es el “modelo popular” de las matematicas. William P. Thurston (1994)
describe y caricaturiza dicho modelo en los siguientes términos:

» Los matematicos parten de algunas estructuras matematicas fundamentales y de una
coleccion de axiomas “dados” que caracterizan dichas estructuras;

* Respecto de dichas estructuras existen cuestiones importantes y variadas que pueden
expresarse en forma de proposiciones matematicas formales;

+ La tarea de los matematicos es la de buscar una serie de deduccmnes que enlacen los
axiomas con dichas proposiciones o con la negacion de éstas.

7 Dieudonné (1987) indica que antes de 1940 el niimero de puestos de trabajo en la ensefianza universitaria de las matematicas
era muy reducido (menos de 100 en Francia) y, en consecuencia, hasta 1920 algunos matematicos de la categoria de
Weierstrass, Grassmann, Killing y Montel fueron, durante toda o parte de sus carreras, profesores de Ensefianza Secundaria.
Pero, en la actualidad, los productores del conocimiento matematico han desaparecido practicamente de la Ensefianza
Secundaria.

8 La escision legal entre ensefianza universitaria y no universitaria aumentd dicha separacién en Espafia.

% Descrito y criticado severamente por el matemético norteamericano William P. Thurston, (1994). En la préxima seccién
describiré brevemente este modelo epistemolégico de las matematicas asi como las consecuencias que acarrea, en las
instituciones en las que todavia es predominante, sobre las posibles formas de abordar el problema de la Educacion Matematica.
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Para dar razén del origen de las cuestiones problematicas se afiade la especulacion como
un ingrediente importante y suplementario de dicho modelo. Especular consiste en emitir
conjeturas, plantear preguntas, hacer suposiciones inteligentes y desarrollar argumentos
heuristicos sobre lo que es verosimil. Se obtiene asi el modelo definicion-especulacion-
teorema-prueba (DSTP) (Thurston, 1994).

El “modelo popular” constituye, en definitiva, una forma ingenua y simplista de interpretar
el conocimiento matematico y puede considerarse como una variedad del “euclideanismo”
que pretende que 10s conocimientos matematicos pueden deducirse de un conjunto finito
de proposiciones trivialmente verdaderas (axiomas) que constan de términos perfectamente
conocidos (términos primitivos). La verdad de los axiomas fluye entonces desde los axiomas
hasta los teoremas por los canales deductivos de transmision de verdad (pruebas) (Lakatos,
1978a).

Es facil mostrar que el modelo epistemoldgico de las matematicas predominante en una
institucion escolar (sea éste cual fuere y aunque esté implicito) influye poderosamente sobre
las caracteristicas del modelo docente, esto es, sobre la manera sistematica y compartida
de organizar y gestionar el proceso de ensefianza de las matematicas en dicha institucion
(Gascon, 2001). En este sentido, se puede afirmar que los modelos docentes habituales estan
sustentados por un modelo epistemologico ingenuo (Brousseau, 1987) que, como el modelo
popular, aparece a los sujetos de la institucion como la manera incuestionable y transparente
de describir las matematicas.

Otra de las consecuencias importantes de este modelo epistemolégico abusivamente
simplificador consiste en que, al ignorar el componente irreductiblemente matematico de
los fendémenos de difusion y comunicacion del conocimiento matematico, separa de una
manera radical la actividad matematica de la ensefianza de las matematicas, lo que refuerza
la pervivencia del enfoque pedagdgico.

Pero existen muchos argumentos para rechazar el modelo popular?? . En efecto, como dice
Guy Brousseau, el modelo popular no permite considerar como actividades matematicas
de pleno derecho:

* Las reorganizaciones de los saberes matematicos, destinadas a posibilitar su difusién
social y su estudio.

» Las reformulaciones que faciliten el acceso a nuevas conjeturas y nuevos problemas
matematicos (Brousseau, 1994).

En consecuencia, la asuncion absoluta del modelo popular obligaria a la comunidad

matematica a considerar que dichas actividades no son “verdaderas matematicas™!! , en

flagrante contradicciéon con la convicciéon unanime de la propia comunidad.

4, La doble ruptura de la Didactica de las Matematicas

Una vez consumado el fracaso de la respuesta pedagogica al problema de la Educacién
Matematica, emerge la Diddctica de las Matemdticas que se constituyo, desde el principio,

19 El propio Thurston, en total desacuerdo con la naturaleza del trabajo matematico que se desprende del DSTP, propone la
elaboracién de un modelo alternativo que ponga el acento en que el trabajo del matematico consiste en hacer avanzar la
comprensiéon humana de las matematicas y en mejorar la comunicacion de dicha comprensién.

! Incluso se pondria en tela de juicio que las reorganizaciones llevadas a cabo por Euclides e, incluso, por el grupo Bourbaki,
fuesen "verdaderas matematicas".
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sobre el postulado de la necesidad de hacerse cargo, de forma integrada, de lo “pedagdgico”
y lo “matematico”. Este es el rasgo que caracteriza inicialmente a la Didactica de las
Matematicas en relacion a las restantes disciplinas, como la Historia y la Epistemologia de
las Matemadticas, que pertenecen al mismo universo que la didactica y comparten un mismo
objeto de estudio. Con mas precision, propongo caracterizar la Didactica de las Matematicas,

" en el ambito de la Antropologia de las Matematicas, como la disciplina cuya manera

especifica de tomar en consideracion “lo matematico” consiste en integrarlo con “lo
pedagogico”.

- Esta seria, por tanto, la primera ruptura que permite que emerja la Didactica de las Matematicas
¢ como una nueva disciplina: la ruptura con la Pedagogia. Se trata de una ruptura muy

- explicita y que dificilmente puede pasar desapercibida. Pero esta ruptura va indisolublemente
~ unida a otra que es menos evidente pero que no €s menos importante: se trata de-la ruptura

con el modelo epistemoldgico ingenuo del saber matematico y, en particular, con el modelo

. popular de las matematicas que es predominante en las instituciones escolares. De hecho,
. veremos que es imposible integrar “lo matematico” y “lo pedagdgico” sin cuestionar, a la
. vez, la naturaleza de “lo matematico”. Una de las diferencias basicas entre los distintos

enfoques en Didactica de las Matematicas consiste, precisamente, en la forma particular en
que cada uno de ellos lleva a cabo esa doble ruptura mediante la didactificacion conjunta

de lo pedagogico y lo matematico. Mostraré que las diferentes formas de “didactificacion”

pueden comportar cambios importantes en la amplitud del objeto de estudio la Didactica
de las Matematicas y hasta en la naturaleza de los fenémenos que deben tomarse en
consideracion.

Simplificando mucho las cosas, postulo que existen, esencialmente, dos maneras diferentes
de llevar a cabo este proceso de integracion o didactificacion conjunta de lo pedagogico y
lo matematico que se corresponden con los dos Programas de Investigacion que aparecen
en cierta reconstruccidn racional del desarrollo de la Didactica de las Matematicas??. En lo
que sigue describiré brevemente las caracteristicas especificas de ambos Programas o
enfoques en Didactica de las Matematicas, enunciaré sus hipotesis basicas en relacion al
problema de la Educaciéon Matematica y esquematizaré la respuesta que da cada uno de
ellos a dicho problema.

4.1. Ruptura con la Pedagogia: La respuesta del Programa Cognitivo al problema de
la Educacién Matemaética

Histéricamente el nacimiento del Programa Cognitivo de Investigaciéon en Didactica de las
Matematicas estuvo determinado explicitamente por la insuficiencia manifiesta de la nocién
general de “aprendizaje humano” para abordar el Problema de la Educacién Matematica
y la necesidad de modelizar el “aprendizaje matematico del alumno”. Precisamente, la forma
particular de integrar “lo pedagdgico” y “lo matematico” —que constituye el rasgo comin
a todas las teorias didacticas después de la ruptura con la Pedagogia— se lleva a cabo en el

12 Utilizaré la reconstruccion racional (Lakatos, 1971), de la evolucién de la Didactica de las Matematicas que se describe en
Gascon (1998) y que, en cierta forma, expresa mi propio punto de vista respecto a la naturaleza de nuestra disciplina.
Partiendo de la problematica de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, —como objeto de investigacion basico
de la Didéctica de las Matematicas— postulo la existencia de dos ampliaciones sucesivas de dicha problemética que modifican
progresivamente su objeto primario de investigacion dando origen, respectivamente, a dos Programas de Investigacion
(Lakatos, 1978b) en Didéictica de las Matematicas: el Programa Cognitivo y el Programa Epistemolégico.
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Programa Cognitivo tomando como objeto primario de estudio el citado aprendizaje (v el
conocimiento) matemdtico del alumno y, mds recientemente, las prdcticas docentes del
profesor de matematicas.

Dicha estrategia de modelizacion-integracion empieza por considerar los fendmenos didacticos
como fenomenos esencialmente “cognitivos” en el sentido de la psicologia cognitiva. Esta
identificacion se refleja en el interés por modelizar la estructura de las concepciones del
alumno (Lesh y Landau, 1983) y, mas recientemente, las concepciones del profesor
(Thompson, 1992). A continuacion se intentan relacionar las concepciones del profesor con
las prdcticas docentes que éste realiza efectivamente en el aula y, por ultimo, reaparece la
necesidad de considerar la especificidad del aprendizaje matemadtico del alumno lo que
proporciona una nueva dimensiéon matematica a dichos fendomenos.

Tenemos, en resumen, que en el Programa Cognitivo la integracion de lo pedagégico y lo
matematico se produce cuestionando la presunta transparencia asi como la presunta suficiencia
de “lo pedagdgico” (entendido en el sentido clasico) y modelizandolo de tal manera que
comporta, de hecho, una ampliacion de lo “pedagdgico-cognitivo” para incluir componentes

“matematicos™!3. |

Con estos presupuestos, la respuesta del Programa Cognitivo al problema de la Educacion
Matematica se fundamenta en una hipétesis basica:

Hipétesis del Programa Cognitivo: El problema de la Educaciéon Matemaética puede
ser abordado y resuelto a partir del analisis de ciertas caracteristicas individuales de los
sujetos (actitudinales, cognitivas, metacognitivas, motivacionales, lingiiisticas, etc.)
relativas a su relacion con los objetos matematicos. Por tanto, para tratar dicho problema,
la Didactica de las Matematicas debe construir y contrastar empiricamente modelos: (a)
De la estructura cognitiva asociada a un concepto; (b) Del desarrollo del pensamiento
matematico del sujeto™.

Partiendo de esta hip6tesis, que suele estar implicita puesto que no se discute, las respuestas
iniciales del Programa Cognitivo al problema de la Educacién Matemética son miltiples
y estan dispersas en la bibliografia’* . Podemos encontrar, sin embargo, al menos en las
respuestas de los altimos desarrollos de dicho Programa, un elemento comin que gira en
torno a la nocion de “pensamiento matematico flexible”.

Esta nocion puede construirse a partir de otras mas primitivas que Tall toma de diferentes
fuentes's. Dichas nociones son las de “procesos” mentales (o sistemas de acciones

13 En la linea de ampliacién del conocimiento pedagégico incluyendo componentes mateméticos, Schoenfeld (2000, p. 247)
destaca como origen de un nuevo programa de investigacion los trabajos de Lee Shulman (1986 y 1987) alrededor de la
nocién de “conocimiento pedagdgico del contenido” (“pedagogical content knowledge”).

14 Asi, por ejemplo, Ed Dubinsky elabora su Teoria APOS (Asiala et alt, 1996) a partir de la reformulacién del mecanismo
de la abstraccion reflexiva de Piaget, para aplicarla a las matematicas “avanzadas” y considera que: “La teoria APOS trata
de describir el desarrollo, en la mente del alumno, de la comprensién de un concepto matematico”. (Dubinsky, 2000, p. 61)
Por su parte, Alan H. Schoenfeld considera, andlogamente, que elaborar una “teoria de la mente” es uno de los objetivos
principales de la Investigacion en Educaciéon Matematica (Schoenfeld, 2001).

'S Puede rastrearse, por ejemplo, en Schwarzenberger y Tall (1978); Tall y Vinner (1981); Tall (1991 y 1994); Vinner (1983
y 1991) y Dubinsky (1991a y 1991b).

' Inicialmente de Piaget (1972) y, posteriormente, de trabajos que interpretan la obra de éste, como son los de Dubinsky
(19912 y 1991b), Sfard (1989 y 1991) y Harel y Kaput (1991).
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znterzorzzados) y “conceptos” producidos por la “encapsulacion” de procesos. Los conceptos
asi obtenidos son objetos sobre los que puede aplicarse, a su vez, un sistema de acciones
que puede ser de nuevo interiorizado y dar lugar a un proceso mental de nivel superior
susceptible de ser, de nuevo, encapsulado en un concepto de orden superior y asi sucesivamente.
Gray y Tall (1994) denominan “procept” a la combinacion de proceso y concepto (producido
por la encapsulacién del proceso), y subrayan que los dos aspectos de un “procept” son
representados conjuntamente por un mismo simbolo matemético, poniendo asi de manifiesto
la naturaleza dual de los objetos matematicos y el papel que juega el szmbolzsmo matemadtico
en la encapsulacion (de procesos en objetos) (Tall, 1996).

En la misma direccién, Dubinsky pretende elaborar una teoria general del conocimiento
matematico y su adquisicion para aplicarla, muy especialmente, a la educacién matemética
universitaria (Dubinsky, 1996). Uno de los objetivos de esta teoria es el de aislar pequefias
porciones coherentes (esquemas) de la compleja estructura de objetos y procesos que
constituye el conocimiento matematico de cada individuo y proporcionar asi descripciones
explicitas de los esquemas y de las posibles relaciones entre ellos. Cuando se hace esto para
un concepto particular, se tiene una descomposicion genética del concepto que representa
s6lo un camino razonable (no unico ni obligatorio) que los estudiantes pueden utilizar para
construir el concepto. Para elaborar una descomposicién genética de un concepto matematico
se tienen en cuenta las dificultades de los estudiantes para construir dicho concepto y, una
vez elaborada dicha descomposicién genética, se utiliza para guiar el disefio de la instruccion.

Asi, por ejemplo", en el caso del concepto “funcion”, el estudiante puede tener una concepcion
de la funcion como accion (esto es, como una accién sobre objetos que se transforman en
otros objetos). Se trata de un esquema muy estdtico que identifica una funcién con una
“férmula”. Este esquema permite, por ejemplo, calcular la imagen de un nimero real concreto
y escribir la funcién derivada de una funcion polinémica, pero esta concepcion de la funcion
como “accién” no permite entender el concepto general de “diferenciacion” y su aplicacion
a funciones mas complejas como, por ejemplo, las definidas a trozos. Para ello es necesario
que el estudiante tenga una concepcion de la funcion como proceso, 1o que requiere que
haya interiorizado el sistema de acciones sobre objetos que se transforman en otros objetos.
Se obtiene asi un esquema mds potente y mds dinamico del concepto de funcién. Pero existen
multitud de actividades matematicas (especialmente, pero no unicamente, en matematica
“avanzada”) que requieren que el esquema de funcion sea construido todavia a un nivel
- superior en el cual la funcién no sea sélo un proceso interiorizado, sino el resultado de una
encapsulacion que permita tratarlo como un objeto singular al que se le pueden aplicar
procesos para obtener nuevos objetos. En este punto Dubinsky indica que, para ayudar a
los estudiantes a llevar a cabo la encapsulacién de la funcién-proceso y construir la funcidn-
objeto, puede utilizarse la representacion grdfica de la funcion.

Entre las actividades matemadticas que requieren que el estudiante haya construido una
concepcion de la funcién como objeto podemos citar la resolucién de cualquier problema
cuya solucién pueda ser una funcién como, por ejemplo, resolver una integral indefinida
0, en general, cualquier tarea que requiera aplicar un operador a una funcion para obtener
otra funcioén.

17Este ejemplo esta presentado, con ligeras modificaciones, en Dubinsky (2000).
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Concepcion Concepcion Concepcioén
como > como - — como
Accion Proceso Objeto

Interiorizar Encapsular

Pero, en general, el desarrollo del pensamiento matematico requiere que el esquema del
concepto de “funcién” del estudiante, al igual que sus esquemas de los conceptos de

“derivada”, “integral” y “limite”, entre otros, contemple simultineamente ambas caracteristicas
(como proceso 'y como objeto).

Respuesta del Programa Cognitivo al problema de la Educacién Matematica: Las
nociones matematicas bésicas son ejemplos de “procepts ”. El desarrollo del pensamiento
matematico requerird, por tanto, desde el principio, la suficiente flexibilidad para
manipular un mismo simbolo ya sea como representante de un proceso que actia sobre
determinados objetos, o de una entidad singular a la que se le pueden aplicar otros
procesos para obtener nuevos objetos. La potencia del pensamiento matematico avanzado
radica, precisamente, en la utilizacion flexible de la estructura dual de los objetos
matematicos que esta posibilitada, en parte, por la ambigiiedad de la notacién que se
utiliza. La rigidez de los procedimientos estandarizados que caracterizan el pensamiento
matematico elemental (y, aiin més, el pensamiento espontaneo, “prematematico”)
constituye, por tanto, el principal obstdculo cognitivo que dificulta a los estudiantes
entrar en la disciplina matematica y explica muchos de los errores conceptuales que
cometen. ‘

En resumen, la dificultad de una tarea matematica dependera, desde el punto de vista del
Programa Cognitivo, de la complejidad de las construcciones mentales que dicha tarea
requiere (interiorizacion de un sistema de acciones para construir un proceso mental,
coordinacion de procesos, encapsulacion de un proceso para construir un objeto, reversion
de un proceso, etc.) y, simultaneamente, del grado de flexibilidad de los esquemas mentales
correspondientes.

4.2. Ruptura con el modelo popular de las matematicas: La respuesta del Programa
Epistemolégico al problema de la Educacién Matematica

El Programa Epistemolégico de Investigacion en Didacticas de las Matematicas surgio de
la conviccién de que el origen del problema de la Educacion Matemética esta en las propias
matematicas. El nacimiento del Programa Epistemologico® constituye una respuesta a la
insuficiencia manifiesta de los modelos epistemoldgicos de las matematicas, incluyendo los
modelos elaborados por los epistemélogos de las matematicas, para abordar el Problema
de la Educaciéon Matematica.

'8 Se suele considerar que los trabajos iniciales de Guy Brousseau y, en especial, los que tratan sobre la “epistemologia
experimental”, constituyen el germen del Programa Epistemolégico. En Brousseau (1998) se encuentra una recopilacion
de sus trabajos publicados entre 1970 y 1990.
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El cuestionamiento de la transparencia de lo “matematico” y la asuncién inequivoca de que
el misterio estd en las propias matemadticas, comporta que se tome la actividad matemdtica
como objeto primario de estudio, como nueva “puerta de entrada” del analisis didactico.
Por tanto, la forma particular de integrar “lo pedagogico” y “lo matematico” —que constituye
el rasgo comun a todas las teorias didacticas después de la ruptura con la Pedagogia— se
lleva a cabo en el Programa Epistemoldégico mediante el cuestionamiento y la ampliacién
de lo que consideraba “matemdtico” en el modelo popular de las matematicas.

La primera de las ampliaciones de “lo matematico” estuvo protagonizada por la Teoria de
las Situaciones Diddcticas (TSD) que incluy6 como parte integrante de los conocimientos
matematicos las condiciones de su utilizacién en situacién escolar. Pero a medida que se
iba desarrollando el Programa se puso de manifiesto que no era posible interpretar
adecuadamente la actividad matemadtica escolar sin tener en cuenta los fendmenos relacionados
con la reconstruccion escolar de las matematicas que tienen su origen en la propia institucion
productora del saber matematico. Aparecieron asi los fendmenos de transposicion diddctica
(Chevallard, 1985) y, como una consecuencia natural, la Teoria Antropoldgica de lo Diddctico
(TAD). En ésta se toma como objeto primario de investigacion la actividad matematica®.
Tenemos, en resumen, que la integracion o didactificacion conjunta de lo pedagdgico y lo
matematico se produce en el Programa Epistemologico cuestionando y ampliando radicalmente
lo “matematico”. '

Hipétesis del Programa Epistemolégico: El problema de la Educacién Matematica
puede ser abordado a partir del analisis de las prdcticas matemdticas que se llevan a
cabo en las diferentes instituciones (no sélo docentes). Por tanto, para tratar dicho
problema, la Didactica de las Matematicas debe construir y contrastar empiricamente:
(a) Un modelo epistemologico general de las matemdticas y modelos locales de sus
diferentes ambitos; (b) Modelos de la génesis y el desarrollo de las organizaciones
matematicas en cada una de las instituciones.

Esta hipdtesis provoca una matematizacion® del problema de la Educacion Matemdtica (v
lo despersonaliza situdndolo a un nivel institucional, relativamente independiente de la
voluntad, /a formacion, la motivacion® y las restantes caracteristicas individuales de los
sujetos de las instituciones.

18 Se suele considerar que los trabajos iniciales de Guy Brousseau y, en especial, los que tratan sobre la “epistemologia
experimental”, constituyen el germen del Programa Epistemolégico. En Brousseau (1998) se encuentra una recopilacién
de sus trabajos publicados entre 1970 y 1990.

9 En los ultimos desarrollos de la TAD dicho modelo se articula alrededor de la nocion de organizacion (o praxeologia)
matemética y didactica y constituye el nicleo firme de dicha teoria en su version actual. Las primeras formulaciones y
ejemplificaciones de dichos modelos se encuentran en Chevallard (1999); Chevallard, Bosch y Gascén (1997); Gascon
(1998) y Bosch y Chevallard (1999).

2 pyesto que el analisis cientifico de las practicas matematicas requiere elaborar modelos epistemoldgicos nuevos de los
diferentes ambitos de las matematicas (asi como un modelo epistemolégico general). Esto no puede hacerse sin llevar a
cabo reorganizaciones de los saberes matematicos para que puedan ser reconstruidos en las diferentes instituciones y
difundidos entre ellas. Dichas reorganizaciones deben ser consideradas como una actividad matematica genuina..

2t Asi, por ejemplo, cuando se pretende resolver el “problema de la Educaciéon Matematica” apelando basicamente a la
“formacién de los profesores” y a la “motivacion de los alumnos” se vuelve a caer en el mito pedagégico que, resurgiendo
de sus cenizas, vuele a proponer una “solucién” repetidamente fracasada. '
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El Programa Epistemologico, por el contrario, propone abordar el problema partiendo de
la necesidad de explicar las restricciones que sufren las organizaciones matematico-didacticas
en las diferentes instituciones? y en el transito entre ellas. Sélo asi serd posible proponer,
de manera fundada, modificaciones de los sistemas de ensefianza de las matemdticas que
incidirdn de manera profunda sobre la “formacion de los profesores”, la “motivacion de los
alumnos”y sobre otros muchos aspectos del sistema. Es claro que una propuesta de este
tipo requiere, entre otras cosas, un desarrollo suficiente de la investigacion didactica” .

Por lo tanto, la respuesta del Programa Epistemologico al problema de la Educacion
Matematica deber4 iniciarse analizando las caracteristicas de las organizaciones matematicas
y didacticas que existen en las diferentes instituciones y, en particular, en las instituciones
escolares. Describir€ a continuacion, muy sucintamente, algunos resultados obtenidos por
la TAD en esa direccidn y que pueden considerarse como la respuesta provisional de esta
teoria al problema de la Educacion Matematica.

A. La organizacion matemadtica escolar esconde la verdadera disciplina matematica y, por
lo tanto, dificulta e] que los estudiantes “entren” en dicha disciplina (Chevallard, Bosch y
Gascoén, 1997, pp. 129- 134). Citaré cuatro aspectos o dimensiones de la disciplina matematica
que estan bastante ausentes en la matemdtica escolar.

(1) Se olvidan las cuestiones problematicas a las que la organizacion matematica responde
y que, por tanto, constituyen las “razonés de ser” de dicha organizacién. Asi, la actividad
de resolucion de problemas, por ejemplo, no se presenta como un medio para responder
a cuestiones relativas a cierta problematica que se pretende estudiar, sino como un fin
en si misma.

(2) Se ignora el papel del razonamiento matematico plausible o conjetural, los “patrones”
que rigen dicho razonamiento (Polya, 1954) y, por tanto, su funcién complementaria
del razonamiento deductivo. Por esta razdn las fases exploratorias de la actividad
matematica (formulacién de hipdtesis, busqueda de contraejemplos, elaboracion de
estrategias, tanteo de técnicas, etc.) quedan muy debilitadas puesto que se dejan a la
responsabilidad casi exclusiva del alumno, sin ningun tipo de institucionalizacion.

(3) No se respetan suficientemente las leyes que rigen el desarrollo interno de las técnicas
matemadticas. Esto provoca una clasificacion “tematica” de los problemas, muy
pormenorizada e independiente del desarrollo de las técnicas y de sus interconexiones,
lo que provoca la aparicion escolar de microuniversos matematicos aparentemente
aislados (Bosch y Gascén, 1994).

(4) El discurso “tecnoldgico-tedrico”, esto es, el discurso matematico que justifica e
interpreta el trabajo técnico, no se integra en la prdctica matemadtica para hacerla mas
comprensible y eficaz. Se echa en falta un cuestionamiento de la practica matematica
que se realiza: no se cuestiona la justificacién de las técnicas matematicas que se
utilizan; ni la interpretacion de los resultados que proporcionan; ni su alcance o 4&mbito

22 En este punto no debe olvidarse que la comunidad matematica nuclear, esto es, la comunidad de investigadores en
matematicas, también debe considerarse como una institucion.

» Para un anélisis sistematico de las relaciones entre la “formacion de los profesores” y la “investigacion didactica”, ver
Chevallard (2000).
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de aplicabilidad; ni su pertinencia para llevar a cabo una tarea determinada; ni su eficacia;
ni su economia®.

B. La organizacion diddctica escolar, esto es, la forma de organizar el estudio de las
matematicas por parte de las instituciones docentes, no permite desarrollar todas las
dimensiones de la actividad matematica. En particular, se echa en falta un dispositivo
didactico que permita vivir con normalidad al “momento del trabajo de la técnica” y su
funci6n integradora de los momentos “exploratorio” y “tecnolégico-tesrico” (Chevallard,
Bosch y Gascon, 1997, pp. 286-290). :

Respuesta del Programa Epistemolégico al problema de la Educaciéon Matematica:

La alienacion matematica de los alumnos (y, en general, de los ciudadanos) es el
resultado de un complejo conjunto de fendmenos que transcienden a las instituciones
docentes y se reflejan en algunas caracteristicas de las organizaciones matemadticas y
didacticas escolares. Dichas caracteristicas, en la medida que dificultan que los estudiantes
“entren” en la disciplina matematica y en la medida que impiden desarrollar funcionalmente
todas las dimensiones de la actividad matematica, pueden ser consideradas como las
“causas proximas” del fendmeno. La respuesta del Programa Epistemoldgico, en este
nivel “préximo”, consiste en proponer modificaciones de las organizaciones matematico-
didécticas escolares fundadas en el andlisis de las practicas matematicas institucionalizadas.
Dichos andlisis se sustentan en determinados modelos epistemoldgico-didacticos de
referencia que la propia didactica debe elaborar.

5. Una responsabilidad cientifica ineludible de la comunidad matemadtica

La evolucién del problema de la Educacién Matematica muestra que éste ha ido cambiando
de naturaleza:

(a) Empez6 siendo considerado como un problema pedagdgico.

(b) Con la emergencia de la Didactica de las Matematicas se convirti¢ inicialmente en un
problema cognitivo-matemadtico.

(c) Y ha acabado siendo un problema con un componente irreductiblemente matematico.
Lo matematico® se ha hecho denso en lo didactico.

24 Ante la creciente “alienacion matemdtica” de los alumnos, el sistema de ensefianza responde mediante la eliminacién de
las presuntas causas de dicha alienacion. Dado que la cultura psicopedagdgica dominante identifica dicha causas con “el
rigor, la abstraccion y la exigencia excesiva de la disciplina matematica”, se suprimen los objetivos a largo plazo y todo
trabajo sistematico que pueda aparecer como “rutinario”, “repetitivo” y, por tanto, “aburrido”. Se potencia el “aprendizaje
instantdneo” y se atomiza el proceso de estudio convirtiéndolo en una sucesién de “anécdotas” presuntamente “interesantes”
o “motivadoras”. El resultado final, paraddjico, es la desconcertacion absoluta de los alumnos y un aumento constante de

la “alienacién matematica” que se pretendia evitar (Gascon, 1999a).

% Hay que recordar que en el modelo epistemolégico de las matematicas que propone el Programa Epistemoldgico de
Investigacion en Didéctica de las Matematicas, amplia la nocién de lo "matematico” en relacion, por ejemplo, al modelo
popular de las matematicas y, también, en relacion a los modelos epistemologicos del Euclideanismo (en el sentido de
Lakatos). En Gascon (2001) se describen con cierto detalle las sucesivas ampliaciones del problema epistemolégico (y de
lo que se considera "matematico" en cada modelo epistemologico) y, en particular, la originada por la confluencia entre
éste y el problema didactico.

21



Es cierto que la pervivencia del enfoque pedagodgico ha limitado histéricamente la participacion
de los matematicos en la resolucion del problema de la Educacién Matematica, pero la
progresiva matematizacion del mismo ha devuelto a la comunidad matematica nuclear la
posibilidad de integrarlo entre sus objetos de estudio. De hecho, la comunidad matematica
es la inica que, en Ultima instancia, esta legitimada para hacerse cargo del control cientifico
de los fendmenos que emergen en la difusion, la utilizacion y 1a transposicion institucional
de las organizaciones matematicas.

Aunque dichos fendmenos no pueden ser reconocidos como genuinamente “matematicos”
en aquellas instituciones en las que la primacia del modelo popular (DSTP) de las matematicas
todavia lo impide —porque se identifica la actividad matematica con la mera produccién de
definiciones, conjeturas, teoremas y demostraciones—, es evidente la necesidad de fundamentar
matematicamente su tratamiento, en lugar de juzgarlos inicamente mediante opiniones y
argumentos extramatematicos basados en el “sentido comun”. Asi, por ejemplo, seria
extraordinariamente valioso para el desarrollo del conocimiento matematico disponer de
criterios matematicamente fundados: para analizar las organizaciones matematicas que
viven en las diferentes instituciones, relacionando el proceso de construccion de las mismas
(no necesariamente historico) con la estructura en la que han cristalizado; para reconstruirlas
a partir de diferentes cuestiones problematicas y en funcion del tipo de practica social que
tenga que llevarse a cabo con ellas; para reformularias de manera que faciliten el acceso a
nuevas conjeturas y a nuevos problemas mateméticos; para integrarlas en organizaciones
matemdticas mds amplias y complejas; y para estudiar los cambios que se producen en las
ellas cuando son transportadas desde una a otra institucion, ya sea para ser estudiadas, para
posibilitar su difusién o para ser utilizadas. ‘

Esta “matematizacion” de la problematica diddctica responde, por tanto, a necesidades
intramatematicas y constituye una condicidn necesaria para que la comunidad matematica
nuclear (de los investigadores en matematicas) empiece a tomar en consideracion los
problemas “didacticos” como problemas cientificos no triviales. S6lo asumiendo esta
responsabilidad, la comunidad matemaética podra cumplir plenamente la funcion cientifica
y social que se le ha encomendado.
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