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Resumen

Este trabajo analiza la significatividad de la aplicacion del modelo de Van Hiele en Geometria de
1°de ESO. Por una parte, se aplico un cuestionario vdlido y fiable a 137 alumnos antes y después
de estudiar la asignatura, determinando los errores al inicio del curso y los persistentes tras el
estudio y constatando la inexistencia de diferencias significativas en el aprendizaje por razon de
género. Por otra parte, se realizo un estudio cuasi-experimental del aprendizaje en dos grupos de
18 y 21 alumnos de la muestra anterior. Uno de estos grupos se seleccioné como grupo
experimental y utilizo las unidades diddcticas elaboradas para la investigacion, basadas en el
modelo de Van Hiele. El grupo de contraste siguio la metodologia tradicional. Se encontraron
diferencias significativas favorables al grupo experimental y se analizo en detalle la correccion de
los errores.
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Abstract

This paper analyzes the significance of applying the Van Hiele model in Geometry of the first
course in ESO students. On one hand, a valid and reliable questionnaire was applied to a sample of
137 students before and after studying the subject. The students’ errors before and after the
geometry course were determined. It was found that there aren’t significant differences in gender
learning. Furthermore, a quasiexperimental research about learning in two groups of 18 and 21
students from the previous sample was conducted. One of these two groups was selected as
experimental group and used the teaching units for research, based on Van Hiele model. The other
one was a contrast group and followed the traditional methodology. The results showed significant
differences for the experimental group, and the correction of the errors was widely analyzed.
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INTRODUCCION

Esta investigacion surge de la practica docente. Analizando el rendimiento de los alumnos en
Geometria, durante tres cursos consecutivos, destacé una comprension media inferior a la supuesta.
Esta situacion motivo a tratar el problema de la comprension en Geometria desde 1° de ESO.

Se analizaron teorias que abordan la comprension de los conceptos geométricos como el modelo de
Van Hiele (Van Hiele, 1957, 1986; Hoffer, 1983; Jaime & Gutiérrez, 1990; Jaime, 1993; Corberan,
y otros, 1994; Guillén, 2004; Guillén, Gonzalez, & Garcia, 2009) y las que tratan la formacion del
concepto geométrico como el modelo cognitivo “imagen del concepto-definicion del concepto” de
Vinner y Hershkowitz (Hershkowitz, 1987, 1989; Vinner & Hershkowitz, 1980) y la teoria de los
conceptos figurales de Fischbein (1993). Estas teorias se complementan, como se ejemplifica en la
investigacion que se ha desarrollado sobre la visualizacion en los niveles iniciales del modelo de
Van Hiele. También se estudiaron las propuestas de utilizaciéon de ejemplos y contracjemplos en la
formacion de conceptos geométricos (Tsamir, Tirosh, & Levenson, 2008) y las aportaciones sobre
los distractores de orientacion (Azcarate, 1997), incorporando un programa de Geometria dinamica
para corregir los errores de comprension.

Se disefiaron unas unidades didacticas segin las fases del modelo de Van Hiele y se utiliz6 un
cuestionario de medicion del rendimiento en Geometria (Cabello, Sanchez, & Lopez, 2012).

La primera parte de la investigacion consistidé en analizar las respuestas de los alumnos al
cuestionario antes y después de estudiar Geometria. Se analizaron los conocimientos y los errores
de los alumnos previos al estudio de la asignatura y, ademas, los conocimientos que se mantienen,
los errores que se corrigen y los que persisten a pesar de estudiar Geometria. Se midio el
rendimiento de los alumnos y se realizé un contraste de hipdtesis sobre el aprendizaje en funcion
del género, resultando que no existen diferencias significativas.

La segunda parte estd basada en un disefio metodologico cuasi-experimental. Se eligieron dos
grupos semejantes en el pre-test en los que impartia docencia la misma profesora. El grupo
experimental utilizo las unidades didécticas basadas en las fases de aprendizaje y apoyadas en un
software de Geometria dinamica. El grupo de contraste™™ siguié la metodologia tradicional (con la
secuenciacion del libro, la pizarra y la tiza). Se aplico el cuestionario a ambos grupos antes y
después del estudio de la asignatura y resultaron diferencias significativas en el aprendizaje
favorables al grupo experimental.

MARCO TEORICO

En este apartado se exponen los modelos tedricos que sustentan la investigacion. Como teoria
principal se considero el modelo de Van Hiele (1957, 1986), segln el cual, el alumno recorre cinco
niveles en su comprension en Geometria y en cada nivel se establecen unas fases que guian su
aprendizaje.

Esta investigacion se centra en los dos primeros niveles. En el nivel basico, de reconocimiento o
visualizacion, los objetos son los elementos basicos del estudio, es decir, las figuras. El siguiente
nivel, es el de analisis, cuyos elementos son las partes y propiedades de las figuras y objetos. Mas
informacion puede consultarse en las referencias indicadas (Van Hiele, 1957, 1986; Hoffer, 1983;
Jaime & Gutiérrez, 1990; Jaime, 1993).

Para profundizar en el tema de la visualizacion, se estudiaron e incorporaron a la investigacion dos
teorias sobre la formacion del concepto geométrico, que se exponen a continuacion.
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En primer lugar, el modelo cognitivo imagen del concepto-definicion del concepto de Vinner y
Hershkowitz (1980), analiza los procesos de la mente del alumno al aprender un concepto
geométrico nuevo

Denominan “dibujo mental del concepto” al conjunto de todos los dibujos que el alumno ha
asociado con el concepto. La imagen del concepto es el dibujo mental junto con las
propiedades que el alumno asigna al concepto. La definicién del concepto es una definicion
verbal que posibilita su expresion con precision.

Afirman que conocer las imagenes de los conceptos de los alumnos es muy importante para el
docente ya que puede sugerir mejoras para la ensefianza y evitar la formacién de imagenes de
conceptos erroneas. Por ejemplo, si la ensefianza se realiza fundamentalmente con ejemplos
prototipicos, y no se trabaja con distractores de orientacién y contraejemplos, los alumnos
dificilmente llegaran a la correcta formacién del concepto.

En segundo lugar, en la teoria de los conceptos figurales de Fischbein (1993) se llama a las
figuras geométricas conceptos figurales pues poseen caracteristicas conceptuales y figurales.

En el proceso de razonamiento, las imagenes y los conceptos interactian constantemente, por
tanto, parte del proceso de aprendizaje debe consistir en ensefiar al alumno a resolver
situaciones conflictivas, enfatizando el predominio de la definicion sobre la imagen.

Esta investigacion se enmarca en los dos primeros niveles de Van Hiele, analizando la visualizacion
de los alumnos, es decir, se realiza una indagacion de las imagenes conceptuales bajo la hipotesis de
que al comenzar 1° de ESO, no tienen formado el concepto figural, poseen imégenes no informadas
por el concepto, afectadas por atributos irrelevantes como la orientacion en el plano. Con la
ensefianza, esta situacion conflictiva se resuelve, aunque su resolucién depende, de manera
significativa, de la metodologia empleada.

Por este motivo, para detectar los conceptos geométricos que no estan formados y los errores de
comprension, se ha centrado la investigacion en los dos primeros niveles de Van Hiele, analizando
las imagenes conceptuales de los alumnos.

Este objetivo parece relevante pues en la revision bibliografica no se han encontrado
investigaciones que propongan el disefio curricular de Geometria partiendo del reconocimiento de
los conceptos.

METODOLOGIA

Las propuestas curriculares de aprendizaje de Geometria basadas en el modelo de Van Hiele (Jaime
& Gutiérrez, 1990; Jaime, 1993; Corberan, y otros, 1994) vy otras investigaciones (Huerta, 1999;
Guillén, 2000), se consideraron de gran importancia y aportaron la idea de la deteccion de errores
como parte de la fase de indagacion del modelo de Van Hiele, aspecto que permitié adaptar el
marco teorico a la realidad de las aulas en las que se desarroll6 el estudio.

La investigacion se disefid con dos objetivos especificos:

1. Detectar los errores de comprension de los alumnos antes y después del estudio de
Geometria en 1° de ESO. Determinar si existen diferencias significativas en el aprendizaje
por géneros.

2. Determinar la significatividad de la implementacidn curricular del modelo de Van Hiele.
Metodologia del primer objetivo

Se aplico el cuestionario a 137 alumnos antes y después de estudiar Geometria.
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Se calcul¢ el porcentaje de aciertos de cada item. La interpretacion del indice de facilidad (también
llamado, de dificultad) segun Yela (1987), sugirio el criterio para identificar el error en el item muy
dificil, dificil o de dificultad media.

Tabla 1. Interpretacion del indice de facilidad de un item segin Yela (1987)

Denominacién Indice de facilidad
Muy dificil Entre 0,05 y 0,24
Dificil Entre 0,25 y 0,44
Dificultad media Entre 0,45 y 0,54
Facil Entre 0,55 y 0,74
Muy facil Entre 0,75 y 0,95

Para realizar el contraste de hipotesis en el aprendizaje por razéon de género, se comprobo la
semejanza en el pre-test (prueba t de Student para muestras independientes, 0=0,01). Se calculo
para cada alumno el aprendizaje o puntuacion de cambio (nota del post-test — nota del pre-test) y la
prueba t de Student, mostrd que no existen diferencias significativas por géneros (0=0,01)"".

La siguiente tabla resume el cuestionario disefiado y el contenido se muestra en el Anexo.

Tabla 2. Cuestionario de medicion del rendimiento en Geometria

Contenido Items

1 | Reconocimiento de la posicion relativa de dos rectas en el plano la, 1b, 1c, 1d
2 | Reconocimiento de los tipos de a&ngulos 2a, 2b, 2¢, 2d
3 | Reconocimiento de la posicion relativa de dos angulos 3a, 3b, 3¢

4 | Determinacion de los angulos de un tridngulo (semejanza y suma de | 4a, 4b, 4c

angulos)

5 | Clasificacion de los triangulos segun los lados Sa, 5b, 5S¢

6 | Clasificacion de los tridngulos segun los angulos 6a, 6b, 6¢, 6d
7 | Identificacion de la mediatriz de un segmento 7

8 | Identificacion de la bisectriz de un angulo 8

9 | Identificacion de poligonos irregulares y cuadrilateros no paralelogramos | 9a, 9b, 9c, 9d

10 | Identificacion de paralelogramos y sus areas 10al, 10bl1, 10c1,
10a2, 10b2, 10c2

11 | Identificacion de los elementos de un poligono regular 11a, 11b, 11c,

11d

12 | Identificacion de los elementos de la circunferencia 12a, 12b, 12¢,
12d

13 | Reconocimiento de figuras circulares 13a, 13b, 13c,
13d

14 | Célculo del area de un tridangulo conociendo la base y la altura 14

15 | Identificacion de ternas pitagoricas 15

Metodologia del segundo objetivo

Se elaboraron unas unidades didacticas basadas en las fases de aprendizaje del modelo de Van
Hiele, teniendo en cuenta los errores detectados en el pre-test y utilizando un software geométrico
como ayuda para su correccion.

El disefio de la investigacion fue cuasi-experimental. Como los grupos estaban constituidos, se
eligieron dos de ellos con la misma profesora y se comprobd que eran semejantes, es decir, sin
diferencias significativas en el pre-test. El grupo de contraste siguié una metodologia tradicional y
el experimental utilizo las unidades didacticas.
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Concluida la experiencia, ambos grupos respondieron al cuestionario. Se calcul6 para cada alumno
el valor del aprendizaje obteniendo diferencias significativas favorables al grupo experimental.

RESULTADOS
Los resultados de cada uno de los objetivos son los siguientes.

Deteccion de los errores de comprension al principio y al final del estudio de Geometria en 1°
de ESO. Determinacion de que no existen diferencias significativas en el aprendizaje entre
chicos y chicas

Tanto en el pre-test, como en el post-test, se obtuvo un alfa de Cronbach de 0,947, que supone una
fiabilidad muy alta (Webb, 1983). El indice de facilidad del pre-test fue 0,48 lo que indica una
dificultad media (Yela, 1987), y en el post-test, 0,67 lo que significa que el cuestionario resulta facil
en ese momento.

Se cuantifico el porcentaje de aciertos tanto en el pre-test como en el post-test para medir el error.
Con este criterio se catalogaron los items en tres grupos:

a. Conocimientos en el pre-test que se mantienen en el post-test.
b. Errores en el pre-test que se corrigen en el post-test.
c. Errores en el pre-test que persisten en el post-test.

Ademas se comprobd que no existian diferencias significativas por géneros en el pre-test
(0,913>0,01). La puntuacion media de las chicas fue 4,8163 (N=68, s=1,79433) y la de los chicos
4,8521 (N=69, s=2,01648).

Para cada alumno se calculo el aprendizaje y se compararon las puntuaciones. La media del
aprendizaje para las chicas fue 1,7707 (N=68, s=1,19464) y para los chicos 1,9323 (N=69,
s=1,37545), resultando que no existen diferencias significativas (0,464>0,01).

Significatividad de la implementacion curricular del modelo de Van Hiele

La puntuacién del pre-test en el grupo de contraste fue 5,5669 (N=18, s=1,50227) y en el grupo
experimental 5,5556 (N=21, s=1,52572). La prueba t mostré6 que no existen diferencias
significativas en el pre-test (0,981>0,01).

Después, cada grupo siguid su metodologia y al finalizar el estudio, respondieron nuevamente al
cuestionario. Se calculd para cada alumno el aprendizaje.

La media del aprendizaje para el grupo de contraste fue 1,4006 y para el grupo experimental
2,4702. La prueba t reflej6 diferencias significativas en el aprendizaje favorables al grupo
experimental (0,006<0,01).

Se calculdé ademas el tamafio del efecto con la formula de Cohen (1988), para cuantificar, de
manera mas interpretable, la diferencia en el aprendizaje entre los dos grupos, obteniendo el valor
d=0,9357>0,80, lo que significa que la diferencia es grande (Morales, 2012).

ANALISIS DE LOS RESULTADOS Y CONCLUSIONES

A continuacion se presenta el analisis y las conclusiones de cada uno de los resultados.
Analisis y conclusiones del primer resultado

Se establecid la evolucion de la comprension en Geometria, en tres apartados.

a. Conocimientos que se mantienen:
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Reconocimiento de rectas paralelas

Reconocimiento de tipos de angulos: agudo, obtuso, llano, recto
Clasificacion de los triangulos seglin los lados: equilatero e isdsceles
Identificacion de la mediatriz de un segmento y de la bisectriz de un angulo
Identificacion del cuadrado y del rectangulo

Identificacion del diametro y del radio de la circunferencia

Reconocimiento del circulo y la corona circular

b. Errores que se corrigen:

Reconocimiento de rectas secantes y perpendiculares

Reconocimiento de angulos suplementarios, consecutivos y complementarios
Determinacion de un angulo por semejanza de triangulos

Clasificacion de los triangulos segtn los lados: escaleno

Clasificacion de los triangulos segun sus angulos

Identificacion del romboide

Identificacion del area del cuadrado y del rectangulo

Identificacion del lado y el centro de un poligono regular

Identificacion del centro de la circunferencia

Célculo del area de un tridngulo conociendo la base y la altura

c. Errores que persisten:

Estos conocimientos y errores no eran los esperados por las profesoras, lo cual revela la importancia
de tener datos reales de la situacion inicial de los alumnos para realizar una ensefianza eficaz.

Los resultados de este estudio, si bien estan localizados en una muestra de alumnos y reflejan sus
conocimientos, errores y aprendizaje, son extrapolables a cualquier otro grupo en el sentido de que
es necesaria una deteccion del nivel inicial, para adecuar la ensefianza a dicho punto de partida.

También se concluye que chicas y chicos son semejantes en los conocimientos previos y en el

Reconocimiento de rectas perpendiculares giradas

Determinacion de un angulo de un tridngulo conociendo los otros dos
Identificacion de un pentagono irregular, trapecios y trapezoide
Identificacion del area del romboide

Identificacion de la apotema y el radio de un poligono regular
Identificacion de la cuerda de la circunferencia

Reconocimiento del sector, segmento y trapecio circular

Identificacion de las ternas pitagoricas

aprendizaje.
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Analisis y conclusiones del segundo resultado

El calculo del tamafio del efecto permitié concluir que la diferencia significativa en el aprendizaje,
favorable al grupo experimental, tiene gran relevancia practica.

Para determinar el sentido de esta gran relevancia practica del modelo de Van Hiele se analizaron
los errores persistentes en el grupo experimental, para concretar qué errores se han corregido con el
modelo de Van Hiele y cudles estan pendientes de subsanar.

Aunque el grupo experimental y el de contraste eran semejantes en el pre-test, sin embargo de los
14 errores considerados, el primero los tenia todos mientras que el segundo tenia sélo 12. En el
post-test, el experimental ha corregido 9 y el de contraste solo 4.

Ademas, como el limite para determinar el error esta en un 54% de aciertos, se observa que de los 5
errores que persisten en el grupo experimental, 3 casi estdn corregidos y 2 no. En el de contraste, de
los 8 errores que persisten, solo 3 estan casi corregidos y 5 estan pendientes de corregir.

Tabla 3. Errores en el pre-test que persisten en el post-test (E=error)

Grupo experimental Grupo de contraste
E % aciertos % aciertos
pre-test post-test pre-test post-test
1] 1c 47,6 | E 71,4 66,7 55,6
2 | 4c 143 | E 524 | E 278 | E 278 | E
9a 95| E 66,7 16,7 | E 66,7
319% 333 | E 71,4 50,0 | E 55,6
9¢ 23,8 | E 429 | E 11,1 | E 38,9 | E
9d 333 | E 524 | E 38,9 | E 55,6
4 | 10c2 143 | E 66,7 27,8 | E 50,0 | E
5| 1la 0,0 | E 61,9 0,0 | E 61,1
1lc 48 | E 524 | E 389 | E 389 | E
6 | 12¢ 524 | E 81,0 222 | E 50,0 | E
7 | 13b 47,6 | E 57,1 66,7 61,1
13¢ 429 | E 66,7 38,9 | E 444 | E
13e 429 | E 81,0 333 | E 50,0 | E
8|15 48 | E 38,1 | E 0,0 | E 333 | E
Los errores que no se han corregido con esta metodologia experimental son:
. Determinacién de un angulo de un tridngulo conociendo los otros dos (4c)
. Identificacion del trapecio rectangulo girado (9c)
. Identificacidn de un trapezoide (9d)
. Identificacion del radio de un poligono regular (11c)
. Identificacion de las ternas pitagéricas (15)

De estos cinco errores, como se ha comentado, tres estan casi corregidos ya que tienen un
porcentaje de aciertos de 52,4% (proximo a 54%). En cambio sélo reconocen el trapecio rectangulo
girado el 42,9% e identifican correctamente las ternas pitagoricas el 38,1% de los alumnos del
grupo experimental. Aunque se han corregido bastante, pues se partia de un 23,8% y 4,8% de
aciertos, respectivamente, sin embargo no se puede decir que hayan sido subsanados.

Se concluye que dicho cuestionario permite aplicar el modelo de Van Hiele de manera correcta, es
decir, partiendo de los errores y dificultades de comprension de los alumnos y de sus conocimientos
previos. Y se constata la significatividad de la implementacion curricular del modelo de Van Hiele
en 1° de ESO conforme al actual curriculum, con gran relevancia practica.
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Anexo: Cuestionario de Geometria

CUESTIONARIO DE PRIMERO Cod:

Centro: Fecha:
Nombre del alumno:
Curso: Grupo: Nota Matematicas 12 evaluacion:

Indica lo que proceda. Marca con una X. Chica[] Chico []

1. Indica cémo son las siguientes rectas:

Paralelas Perpendiculares Secantes no perpendiculares

><§

a. b. C. d.

e. Justifica la respuesta c:

2, Indica de qué tipo es cada uno de los siguientes angulos:

Agudo Recto Obtuso Llano
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CUESTIONARIO DE PRIMERO Cod:

3. Indica cémo son estos pares de dngulos.

Consecutivos Complementarios Suplementarios

el

4. En el siguiente tridangulo hemos dibujado una recta paralela a uno de los lados. Halla la
medida de los angulos A, E y 0.

a. El angulo A mide: b. El dngulo E mide: c. El dngulo O mide:

d. Justifica la resouesta c:

5. Clasifica los siguientes tridangulos segun los lados:




204 Cabello, A.B., Sanchez, A.B. y Lopez, R.

CUESTIONARIO DE PRIMERO Cod:

6. Clasifica los siguientes triangulos segun los dngulos:

7. ¢Cudl de las siguientes rectas es la mediatriz del segmento AB? Indica si es “a”, “b” o
“c:

La respuesta correcta es:

8. éCudl de las siguientes rectas es la bisectriz del angulo AOB? Indica si es “a”, “b” o “c”.

a. b. (A

La respuesta correcta es:
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CUESTIONARIO DE PRIMERO

9. Escribe los nombres de los siguientes poligonos:

Cod:

10. Completa la tabla.

Dibujo Nombre del poligono Area del poligono
al a2
bl b2
cl c2

205



206 Cabello, A.B., Sanchez, A.B. y Lopez, R.

CUESTIONARIO DE PRIMERO

11. Completa.

En un poligono regular:

El segmento a se llama

Cod:

a
b. Elsegmento b se llama

o

El segmento ¢ se llama

o

El punto O se llama

12, Completa los elementos de la circunferencia:

a. Elpunto Ose llama
b. Elsegmento d se llama
c. Elsegmentocse llama

d. Elsegmento ese llama

13. Completa:

Segmento circular Sector circular Corona circular

Trapecio circular Circulo

L1
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f

CUESTIONARIO DE PRIMERO Cod:

14. Calcula el drea de un triangulo de 5 cm de base y 8 cm de altura.

15. Indica cudles de las siguientes ternas determinan las medidas de los lados de un
triangulo rectangulo:

a.3,4,5 b.6,8,10 c.5,6,7



