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Resumen

En esta comunicacion se utiliza el modelo de Pirie y Kieren para analizar el trabajo de una pareja
de alumnos universitarios mientras resuelven una tarea en la que han de estudiar el cardcter de
dos series numéricas. Durante el proceso de solucion, los alumnos recurren al mecanismo
“collecting” como una forma de folding back para incorporar un conocimiento previo necesario.
Este mecanismo se manifiesta en dos momentos a lo largo de la resolucion de la tarea.
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Abstract

In this paper, the Pirie-Kieren model is used to analyze the work of two university students, while
they are solving a task in which they have to determine the convergence of two numerical series.
During the process, the students use the mechanism called ‘“collecting”, a type of folding back, to
invoke their previous knowledge. This mechanism appears twice along the task resolution.

Keywords: Piere and Kieren model, understanding, collecting, numerical series.
INTRODUCCION

En los tltimos afios ha aumentado el nimero de investigaciones que centran su foco de atencion en
distintos aspectos de la ensefianza y el aprendizaje de las series numéricas. Su interés radica tanto
en su complejidad como en la de algunos conceptos vinculados a ellas, como sucesion o infinito. El
centro de atencion de muchos de estos trabajos, tanto a nivel nacional como internacional, gira en
torno a la dualidad proceso/objeto de estos entes matematicos (Codes, 2010; Dubinsky, Weller,
McDonald y Brown, 2005a, 2005b; Kidron, 2002; McDonald, Mathews y Strobel, 2000, Weller,
Brown, Dubinsky, McDonald y Stenger, 2004), focalizado en aspectos relacionados con el
aprendizaje de los estudiantes.

En los ultimos afios se ha abierto una nueva linea en la que se estudia las series numéricas desde la
perspectiva del curriculo, los libros de texto y la practica del docente en el aula (Gonzalez-Martin,
2013; Gonzalez-Martin, Seffah, Nardi y Biza, 2009; Gonzalez-Martin, Seffah y Nardi, 2009).

En este trabajo, continuando con el enfoque cognitivista centrado en la comprension del estudiante,
se utiliza el modelo de Pirie y Kieren para caracterizar el proceso que lleva a cabo una pareja de
estudiantes cuando resuelven en el aula una tarea que involucra el manejo de series armonicas. En
estos estudiantes, la accion consciente de buscar un conocimiento y aplicarlo para resolver
satisfactoriamente una tarea caracteriza un tipo de folding back denominado collecting (Martin,
2008).

MARCO TEORICO

El modelo de Pirie y Kieren ofrece una manera de observar y describir el proceso a través del cual
se crea y reorganiza el conocimiento matematico. Se centra en cémo los estudiantes reflexionan
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acerca de su conocimiento en un entorno de aprendizaje en el que cada uno realiza su interpretacion
personal a través de una actividad (Pirie & Kieren, 1992).

Este modelo considera la comprension como un proceso dindmico y activo en el que se combinan
construccion y acciones concretas en un movimiento continuo entre diferentes maneras de pensar
representadas en el modelo con ocho “capas” o “niveles”: Primitive Knowing, Image Making,
Image Having, Property Noticing, Formalising, Observing, Structuring e Inventising (Pirie y
Kieren, 1994).

Pirie y Kieren (1994) representan los ocho niveles en un diagrama en dos dimensiones (figura 1) en
el que los circulos correspondientes a cada nivel estan anidados uno dentro de otro. Este
anidamiento ilustra el hecho de que el crecimiento en la comprension no es ni lineal ni
unidireccional y que cada nivel contiene todos los anteriores y esta incluido en los niveles
siguientes. Esto enfatiza y representa de forma gréafica el hecho de que la comprensién de un
concepto matematico tiene una naturaleza “embebida”, esto es, incluye dentro de si a otros muchos
(Martin, 2008).

Figura 1. Modelo de Pirie-Kieren (Pirie & Martin, 2000)

Entre estas capas se puede transitar no so6lo avanzando, sino también retornando a una capa inferior,
para reflexionar, o incorporar comprensiones previas sobre un concepto matematico: “folding back”
(Pirie y Kieren, 1992). Una forma de folding back se produce cuando un alumno vuelve a una capa
interior para recuperar un conocimiento que ya tiene y que necesita para resolver la tarea. En este
caso se habla de “collecting” o “folding back to collect” (Martin, 2008).

METODOLOGIA

Se ha analizado la resolucion de una tarea propuesta en el primer curso de Ingenieria técnica en
Informatica de una Universidad privada espafiola, sobre el caracter de dos series numéricas. Estas
se estudiaron en el segundo cuatrimestre de la asignatura Fundamentos Matematicos I, en el tema
de sucesiones y series numéricas. Los alumnos trabajaron en pequefio grupo y los datos que se
presentan en esta comunicacion corresponden a uno de los dos grupos analizados. Se trata de dos
estudiantes con buen expediente académico, no s6lo en la asignatura de matematicas, sino en
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general en todas. Aunque no eran compaiieros de clase habituales, aceptaron que se les grabara
mientras resolvian un ejercicio llamado “Actividad La Torre”.

Esta actividad se formul¢ al final del tema de sucesiones y series numéricas, tras haberlas definido y
después de haber enunciado criterios de convergencia de series numéricas, como el de comparacion,
el del cociente, el de las series geométricas, o el de la integral.

El primer contacto que tuvieron los estudiantes con las series numéricas fue a través de la serie
geométrica de razon Y. El criterio de convergencia de las series geométricas se demostro en clase y
el conocimiento de esta convergencia se utilizd para aplicar el criterio de comparacion. También se

demostro el criterio de la integral para estudiar la convergencia de las series armoénicas ( nia, con q
real) e igualmente se utilizaron éstas para aplicar el criterio de comparacion. Para el caso de a=1, la
profesora explico como Oresme dedujo la divergencia de la suma T—IIagrupando términos cuya
suma es mayor que 2.

El enunciado de la tarea es el siguiente:

Se quiere construir una torre formada por cilindros de altura igual al radio de la base. El radio de
la base es inversamente proporcional a la posicion del cilindro en la torre, de modo que el radio
del primer cilindro es 1, el del segundo es ', el del tercero 1/3 y asi sucesivamente. Si no hay
restricciones en el niimero de piezas para construir la torre, ;cudl es la altura y el volumen final de
la torre? Deja los resultados indicados.

Figura 2: Ilustracion del enunciado de la actividad

Para resolverla, los estudiantes han de explorar el caracter de dos series armoénicas, una convergente
y otra divergente a infinito

ANALISIS Y RESULTADOS

En la resolucion de esta tarea se han distinguido dos partes, una que corresponde con el proceso
seguido hasta que se determinan las series de la altura y al volumen de la torre y la otra cuando se
estudia el caracter de cada una de las series.

Determinacion de las series

Comienzan a resolver el problema desde el Nivel Image Making fijandose en los elementos
geométricos de cada cilindro que conforma la torre y extrayendo sus caracteristicas.

Jos¢ M.: La altura de cada cilindro, ;cudnto es? Siempre la misma, ;0 no? O sea, la altura de cada
cilindro, ;cuanto es?

Carlos: No sé. Hache. No, no te da un dato.
José M.: Si, pero tiene que tener una altura.
Carlos:  Bueno, siempre va a ser positiva. O sea, no sé si variara.

Ante las dudas que les surgen para poder hacerse una idea de como esta construida la torre, precisan
la ayuda de la profesora que lee con ellos el enunciado del problema haciendo hincapié en la frase
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“de altura igual al radio”. Con esta pequeia ayuda, consiguen acceder a un nivel exterior, Image
Having, en el que son capaces de actuar sobre representaciones mentales, sin necesidad de pensar
en un objeto concreto.

Jos¢ M. (Cuadl es la altura y el volumen final? Pues la altura, la altura va a ser... Mejor se... se saca
primero el...

Carlos: La altura es s6lo como los radios, ¢sabes?

Jos¢ M.: La altura... Pero sacamos primero la expresion general de lo que es cada cilindro, y después el
sumatorio es la altura, ;jno?

Estos alumnos utilizan el lenguaje simbolico matematico para expresar la altura de un cilindro
cualquiera. Ser capaces de expresar una propiedad general de esta indole constituye una evidencia
de que han alcanzado el nivel Property Noticing:

Carlos:  Si. A uno partido... Si es esta, a uno partido de ene.

Finalmente, se desligan por completo de la imagen concreta y consideran el concepto como objeto
formal determinando cual es la serie correspondiente a las alturas (Formalising).

José M.: Es igual a uno partido ene. Si, pero no. Pero desde... desde ene igual a uno

Una vez establecida la serie correspondiente a la altura se plantean calcular el volumen de la torre
para lo que necesitan recordar la formula del volumen de un cilindro (Primitive Knowing). No se
estan replanteando la construccion de la serie correspondiente al volumen, simplemente, necesitan
un recurso concreto para seguir avanzado en la resolucion de la tarea y poder expresar la serie
correspondiente al volumen de la torre.

José¢ M.: Y el volumen, es... Volumen sub ene es... pi al cuadrado por hache. Entonces es pi...

Carlos:  El radio al cubo.
Para determinar la serie correspondiente al volumen de la torre, estos alumnos reutilizan la
construccioén que llevaron a cabo con la serie de la altura y junto con el recuerdo correspondiente a

la formula del volumen del cilindro (collecting) son capaces de pasar directamente de Primitive
Knowing al nivel de Property Noticing.

José M.: ... y el radio es uno partido de ene al cubo. Ya esta. Ese es el volumen sub ene

A partir de aqui, es inmediata la generalizacion y determinacion de la expresion correspondiente a
la serie del volumen (Formalising).

Carlos: O sea, que el volumen total...
José M.: Entonces, el volumen total es el sumatorio desde ene igual a uno de pi...
Carlos: Pi.
José M.: ...por pi, eh... uno partido de ene al cubo.
Estudio de la convergencia de las dos series

Para estudiar la convergencia los alumnos comienzan analizando el tipo de series que han
construido. Como anteriormente habian resuelto una tarea sobre series geométricas (Codes, 2010)
lo primero que se les ocurre es comprobar si se trata de una de éstas series. Por ello se preguntan
acerca de la razon; en esta primera tentativa estan pensando en calcular la suma de la serie y no s6lo
en estudiar su convergencia. Al comparar las expresiones algebraicas de las series geométricas que
tienen en sus apuntes y las que han obtenido se dan cuenta de que la suma empieza en 1 y en las
geométricas en 0. Comienzan a discutir qué pueden hacer para empezar desde 0 y asi “arreglar su
serie” para que se adapte a las condiciones con las que han trabajado previamente.
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José M.: ... jAhora como se hace el sumatorio? La razon... (Estdn buscando en los apuntes) ;Tienes tu
la formula del sumatorio?

Carlos:  Estoy... pero hay que saber... n esta entre cero y uno, si, siempre, si

José M.: Bueno, es que siempre esta, siempre empieza en uno, hay que quitar después lo que valga para
cero. Pero es que lo que valga para cero no se puede sacar.

(...)
Carlos:  Cero. Es verdad, no podemos dar ese valor. Esta va a ser...

José M.: No, jsabes lo que podemos hacer?, hacerlo desde cero y que salga la misma. Iba a decir,
hacerlo desde cero y cambiar la expresion. Ene menos uno. No al revés es,... (Sabes como te
digo? O sea, en lugar de decir ene igual a uno, dices ese hache igual a sumatorio de (lo estd
escribiendo mientras lo dice) y ene igual a cero, de uno partido de... Vamos a ver, tenemos un
problema, que si lo hacemos con ene igual a uno...

Carlos:  No podemos restar...
José M.: ... no podemos después restar porque el denominador es cero.

Este razonamiento corresponde a un nivel Image Making puesto que estan intentando adaptar la
serie a otra que ellos conocen para luego poder estudiar la convergencia. Ademas, no se estan dando
cuenta de que estan confundiendo en una potencia el exponente con la base (Warner, 2008).

Con la ayuda de la profesora se toman conciencia de que no se trata de una serie geométrica y
consiguen identificar lo que caracteriza a este tipo de series (Property Noticing). Superan su
confusion de base y exponente lo que constituye una reflexion autoconsciente (Martin 2008) al
cuestionarse sobre su propia comprension acerca de dicho concepto y reconocer que no estaban
utilizando de forma adecuada los conceptos y debian reajustarlos para resolver la tarea:

Jos¢ M.: Lo que va a multiplicar, eh elevado a ene, ;no?

Deben comenzar de nuevo desde el nivel Image Making para estudiar las expresiones que tienen de
las series y asi poder determinar su caracter. Casi de una forma inmediata se dan cuenta de que la
serie de las alturas diverge a infinito. Los alumnos recuerdan (collecting) que en clase se dedujo la
divergencia de la serie armoénica generalizada utilizando el criterio de la integral, y que para el caso
en que el exponente es uno, aplicando el método utilizado por Oresme establecen la divergencia a
infinito de la serie de las alturas:

Carlos:  Esta es infinito. Esta es infinito, la de arriba.
(...)
José M.: Esta es igual a infinito por Oresme. Hala, ya esta. Por lo que vimos ayer de..., por eso.

Alcanzan asi el nivel Property Noticing puesto que se dan cuenta de una propiedad que han
estudiado anteriormente y que pueden aplicar en este caso. La divergencia de la serie se confirma
cuando recurren al test de la integral que se habia manejado durante las clases teoricas para
establecer el caracter de las series armodnicas generalizadas. De esta forma alcanzan el nivel
Formalising:

Carlos:  Miralo. Espérate, pero era... alfa.

José M.: Espérate, que voy...

Carlos:  ...igual a uno, no converge.

José M.: No converge, con lo cual tiende a infinito, ;jno?

Carlos:  Hala. Si, porque a menos infinito es imposible. Tiene que ser positivo.

José M.: Claro, por el criterio integral.
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A continuacion, para establecer la convergencia de la serie correspondiente al volumen, combinan
lo que han averiguado de la serie de las alturas con el criterio de la integral de nuevo. Se mantienen
en el nivel Formalising puesto que estan aplicando algo que ya han averiguado a una nueva
situacion al igual que hicieron al determinar la serie correspondiente al volumen.

José M.: Pero, ;y la otra? La otra es igual

Carlos:  No, porque tiene pi. Por el criterio integral no.

José M.: Sibueno, ...

Carlos:  Miralo. Es uno partido ene elevado a...

José M.: Si alfa es mayor que uno... converge.

Carlos:  Mayor que uno, converge. Pero esto es uno. Bueno, converge, si, a... por pi.
José M.: Aunque sea pi, converge.

Carlos:  Pero no sabemos a qué. Y ademas esto no es pi, es ... Y aqui es pi.

Esta tltima intervencion de Carlos les lleva a hacer un folding back porque se encuentran inseguros
de que se pueda aplicar este criterio al aparecer en la expresion simbolica de la serie el numero 7.
La dificultad que han encontrado, que puede resultar de la instruccion, no esta tan asociada con el
establecimiento del caracter de la serie cuanto con la aplicacion de la propiedad de la linealidad: si
una serie converge al multiplicarla por un niimero sigue convergiendo.

La inseguridad de Carlos les conduce a revisar otros criterios de convergencia de series de nlimeros
reales de términos positivos para resolver este problema. Ello implica comenzar a aplicar cada
criterio desde el nivel Image Making e ir avanzando hasta llegar a alguna conclusiéon. Comienzan
intentandolo con el criterio de sandwich:

José M.: Venga vamos a ver, un momento. Si, si esa... mira por lo del sandwich. Si es pi, aquella va a
estar por encima. Si esa converge, ah, esa no sabemos si converge.

Como no llegan a ninguna conclusion valoran calcular el limite, cuando n tiende a infinito, del
término enésimo aunque esa solo es una condicidén necesaria pero no suficiente para determinar la
convergencia, como podrian haber comprobado con la serie de la altura.

Carlos:  El término enésimo no nos dice nada, porque ya lo he mirado yo. (...) Miralo, siempre va a ser
mas grande, tiende a cero. O sea, que no se sabe nada.

Intentan buscar una serie cuyos sumandos sean mayores y que converja para aplicar el criterio de
comparacion:

José M.: Criterio de comparacion. ¢No tienes ti estos que hicimos... que eran asi estandares?
Carlos:  ;Cual?

José M.: Por comparar. Uno que sea mayor que este, que converja. ;Sabes? Mayor que éste y que
converja. ;Cual podria ser? Cualquier exponencial es mayor que este. No, cualquier
exponencial es mas pequefio, porque esta dividiendo. Claro, ;0 no? ... una exponencial.

Carlos:  Mas pequefio.

José M.: (Susurrando) uno partido de... Por ejemplo, uno partido de ene al cuadrado es mas pequeia,
(no? Ah no, pi.

Carlos:  (Uno partido...?
José M.: De ene al cuadrado. Es mas pequeiia.

Carlos: Al principio, pero luego... Mas pequeiio al principio, los primeros términos.
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Como no consiguen encontrar una serie que les ayude para aplicar ese criterio, lo intentan con el
criterio del logaritmo:

José M.: Vamos a ver con el criterio del logaritmo. (...) Ya esta, ya lo tengo, converge. ;Sabes? Lo he
hecho con éste, con el criterio del logaritmo. A ver, es... el logaritmo neperiano de uno
partido de pi elevado a... partido de ene al cubo, ;no? ;A ver como seria? (escribe). Partido
del logaritmo neperiano de ene. Es decir, logaritmo neperiano de ene es ene al cubo partido de
pi, (no? Y logaritmo neperiano de ene. Logaritmo neperiano de ene tiende a infinito, ;no? Y
esto te... bueno, lo sacas y dices tres por el logaritmo neperiano de ene, que tiende a infinito,
menos k, eh no, logaritmo de en... logaritmo neperiano de pi, que es un numero K, ;no?
Entonces dices, como este es tres y este tiendo a infinito, logaritmo neperiano de ene igual que
aqui, bueno hago este logaritmo, ;no? Pues tres partido... tres, converge. Lambda es mayor
que uno, converge.

Aunque no han reconocido la serie como una armonica generalizada si han sido capaces de
establecer el caracter de la serie mediante el criterio del logaritmo.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El modelo de Pirie y Kieren nos ha permitido describir y caracterizar el proceso que han seguido los
alumnos para resolver la tarea planteada. En este proceso, juega un papel fundamental un tipo de
folding back denominado collecting.

Los alumnos primero determinan la serie de la altura y posteriormente hacen lo mismo con la del
volumen. En la primera, comienzan desde el nivel Image Making intentando hacerse a la idea de
como esta construida la torre. La intervencion de la profesora les ayuda a acceder a un nivel
exterior, Image Having, en el que son capaces de trabajar con la representacion mental adquirida.
Cuando utilizan el lenguaje simbolico y reconocen propiedades, avanzan hacia el nivel Property
Noticing, y finalmente consiguen trabajar con el objeto formal, alcanzando el nivel Formalising.
Hasta aqui podriamos considerar una evolucion a través de los niveles del modelo de forma
graduada a medida que su comprension se va haciendo mas estable.

Cuando se plantean determinar la serie del volumen, lo primero que hacen es volver al nivel
Primitive Knowing, porque necesitan recordar un conocimiento elemental de geometria como es la
férmula del volumen de un cilindro. Esto les permite volver al nivel Property Noticing y a
continuacion al de Formalising. Es en este proceso donde se produce el tipo de folding back
llamado “collecting”: han sido capaces de recurrir intencionalmente a conocimientos previos
aplicandolos adecuadamente. Otro grupo de alumnos para construir la serie del volumen comienzan
desde el nivel mas interior avanzando gradualmente sin aprovechar la construccion de la serie de la
altura (Codes, Delgado. Gonzalez y Monterrubio, en prensa).

Para determinar la convergencia de la serie de la altura parten del nivel Image Making intentando
adaptar las series encontradas a la forma de series geométricas que han trabajando previamente. La
intervencion de la profesora les facilita superar este obstaculo y avanzar hasta el nivel Property
Noticing. En este momento aparece de nuevo el fendmeno de “collecting” ya que necesitan volver
al nivel Image Making y recuperar el conocimiento adquirido sobre criterios de convergencia
(integral, Oresme) para averiguar el caracter de la serie de la altura.

Este modelo ha permitido describir el proceso de soluciéon de la tarea por este grupo de alumnos; el
mecanismo collecting caracteriza la forma en que los alumnos recuperan un conocimiento ya
adquirido y lo incorporan a la compresion del concepto serie numérica.
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