REPRESENTACION EXTERNA DE FIGURAS PLANAS Y
RAZONAMIENTO GEOMETRICO

External representation of plane figures and geometric thinking

Joxemari Sarasua

Dpto. de Didactica de la Matematica y de las CC.EE.
Universidad del Pais Vasco/Euskal Herriko Unibertsitatea

Resumen

En este texto se analiza, en primer lugar, la posible conexion entre las destrezas de representacion
externa de figuras planas y el desarrollo de los niveles de razonamiento. Para ello se realizo un
amplio estudio entre estudiantes de ensefianza obligatoria, bachillerato y universidad, cuyos
resultados sugieren una respuesta positiva a la primera cuestion. Posteriormente, se formula una
propuesta de nuevos descriptores para los niveles de razonamiento, en relacion a la representacion
externa de figuras planas, que pueden contribuir a una mejor clarificacion de aquellos y a una
mayor integracion curricular del modelo de Van Hiele
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Abstract

In this article, firstly, a possible connection between external representation skills for plane figures
and the development of thinking levels is studied. For this purpose, extensive research was carried
out with compulsory education, secondary school and university students. Results suggest that
students’ representation skills improve progressively as they progress on their thinking level.
Subsequently, a proposal for new level descriptors is formulated in relation to the external
representation of plane figures. This proposal is expected to contribute to a better clarification and
to a higher curricular integration of the Van Hiele model.
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INTRODUCCION Y JUSTIFICACION

El modelo de Van Hiele (Michael T. Battista, 2007; Van Hiele, 1986) constituye probablemente el
marco de referencia principal en el campo de la investigacion en didactica de la geometria. Gracias
a él se ha conseguido modelizar el proceso mediante el cual los estudiantes adquieren los
contenidos geométricos, caracterizando y jerarquizando diferentes modos de razonamiento. Esto ha
propiciado nuevas propuestas de ensefianza de la geometria, con importante alcance también a nivel
curricular, segun las cuales la presentacion de los contenidos conceptuales y la forma en que los
estudiantes deben resolver los problemas progresarian a lo largo de los cursos segun las
caracteristicas de los niveles (Gutiérrez, 2009; NCTM, 2003).

Se han sefialado también ciertos vacios relativos al modelo de Van Hiele, que sin embargo podrian
ser debidos unicamente a la falta de interés por parte de los investigadores. Entre ellos caben sefialar
las escasas propuestas relativas al pensamiento geométrico en la etapa infantil (Clements,
Swaminathan, Hannibal, & Sarama, 1999; Hershkowitz, 1990), la limitacion a la geometria sintética
(Dindyal, 2010; Weng San, 2010) o la necesidad de complementacion desde otras perspectivas
teoricas (Huerta, 1999; Pegg & Davey, 1998; Pegg, Gutiérrez, & Huerta, 1998). También se ha
sefialado (Sarasua, 2011) el inconveniente que supone no poder integrar en el modelo las
competencias y los objetivos geométricos de aprendizaje, aspecto este que caracterizaria a un
modelo integral de ensefianza y aprendizaje. En Sarasua (op. cit., 2011) se propone y aplica una
metodologia para, desde una perspectiva curricular, evaluar la potencialidad del modelo de VH para
dar respuesta a los objetivos geométricos de aprendizaje. Tras categorizar los objetivos de
aprendizaje correspondientes a las figuras planas, el autor utiliza dicha categorizacion a modo de
evaluador externo para poner en relacion los descriptores de los niveles con lo objetivos sefnalados.
De este analisis concluye el autor la "fortaleza y la potencialidad del modelo [...] para abordar la
mayor parte de los objetivos geométricos" (Sarasua, op. cit. p. 314). No obstante, se evidencian
ciertas areas de baja definicion, p. ej. en relaciéon a como aparecen reflejadas las destrezas de
representacion externa entre los descriptores de los niveles. En concreto, se sefiala que:

"i) No se hace referencia [entre los descriptores de los niveles] a habilidades relacionadas con los
diversos mecanismos para reproducir figuras planas: colorear, calcar, dibujar a mano alzada,
construir con material manipulativo (tangram, palillos, geobandas, etc.) o mediante programas de
geometria dinamica. Se echa en falta una referencia especifica a las destrezas de representacion
externa mediante instrumentos de dibujo, particularmente a las construcciones con regla y compas.

ii) No se distingue entre a) dibujar copiando un modelo y b) dibujar en ausencia de modelo, p. ¢j. a
partir de una descripcion (o definicion) verbal. Cabe suponer que ambas destrezas, de naturaleza
distinta, han de corresponder a diferentes niveles de VH.

iii) No se hace referencia a construir o dibujar a partir de elementos (constitutivos o secundarios) o a
partir de propiedades (paralelismo, congruencia de angulos, etc.). Esta distincion parece relevante, ya
que de acuerdo al modelo de VH este tipo de representaciones implicarian un razonamiento analitico
al menos de segundo nivel." (Sarasua, op. cit. p. 137)

El objetivo de este trabajo es estudiar la posible relacion entre la adquisicion de destrezas de
representacion externa y los niveles de VH para las figuras planas. En la literatura analizada solo se
han encontrado referencias generales a esta posible relacion (Corberan et al., 1994; Hoffer, 1981),
insuficientes para asegurarla y, en su caso, caracterizarla. Esta es una cuestion previa y, en
principio, no trivial. En efecto, y aunque referido a un ambito diferente, se ha sugerido que no existe
relacion entre los niveles de razonamiento y ciertas habilidades de visualizacion en geometria
tridimensional (Saads & Davis, 1997a, 1997b). ;Podria sugerirse lo mismo en relacion a las
destrezas de representacion externa? Si, por el contrario, éstas se desarrollaran en paralelo a los
niveles de razonamiento, seria de interés analizar el grado y las caracteristicas de la imbricacion
entre ambas adquisiciones para posteriormente formular, si fuera posible, nuevos descriptores para
los niveles. En este caso, los nuevos descriptores podrian ayudar a fijar mejor los limites de cada
nivel, facilitar su comprension y también servir como punto de partida para explorar posibles
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propuestas de mejora en otros contextos (geometria tridimensional, isometrias, etc.). Asi mismo, si
fuera posible secuenciar las destrezas de representacion externa en funcion de los niveles, se
podrian extraer consecuencias relevantes para el disefo curricular.

REFERENTES TEORICOS

Asumimos la distincion general aceptada, aun con algunos matices, por diversos autores (Duval,
1998; Hiebert & Carpenter, 1992; Kaput, 1987; Rico, 2009) entre representaciones externas (al
individuo) y representaciones internas (o mentales). Entendemos por representacién externa a una
determinada configuracion que reproduce, o significa, algo mas. Dicha configuracién puede, por
ejempolo, “actuar en lugar de, ser interpretada como, estar ligada a, corresponder a, denotar,
describir, encarnar, codificar, etiquetar, vincular a, significar, producir, referirse a, guardar similitud
con, servir como metafora de, indicar, querer decir, ser un sustituto de, sugerir o simbolizar aquello
que representa” (Goldin, 2002, p. 208). Las segundas hacen referencia a la imagen o idea del objeto
tal y como se presenta u opera en la mente del individuo (Hershkowitz, 1990; Vinner, 1983).

A principios del siglo pasado Poincaré (1902) sefialaba las diferencias entre el espacio geométrico,
que es continuo, infinito, tridimensional y homogéneo, y el espacio representativo, es decir, el
marco de nuestras sensaciones y representaciones y que posee una triple dimensién: visual, tactil y
motriz. Afiadia que las “representaciones son solo la reproduccion de nuestras sensaciones; no
pueden, pues, colocarse sino en el mismo marco que ellas, es decir, en el espacio representativo.
[...] El espacio representativo no es mas que una imagen del espacio geométrico, imagen
deformada por una especie de perspectiva; y no podemos representarnos los objetos sin someterlos
a las leyes de dicha perspectiva” (Poincaré, op. cit. p. 109).

Esta distincion es basica y la asumen diversos autores formulada en estos términos o en similares.
Asi Fischbein (1993) se refiere a la dualidad figural/conceptual, segin la cual los objetos
geométricos constan de una vertiente figural, ligada a la propia representacion y a las operaciones
que implica, y otra conceptual, que se deriva de la idea abstracta y formalizada propia de cualquier
concepto. Laborde (2005), por su parte, distingue entre el dominio tedrico de los objetos y sus
relaciones y el dominio grdfico-espacial de las entidades graficas sobre las que es posible ejecutar
acciones fisicas. A esta dualidad también se refiere Mesquita (1998) al hablar del “doble estatus de
las representaciones externas”: cuando se representa cierto objeto o relacion geométrica, éste
presenta dos dimensiones: a) como perteneciente a un conjunto finito de formas externas en su
temporalidad espacial; b) como forma geométrica “ideal” independiente de cualquier corsé referido
a su representacion externa.

Seglin Rico (2009), las representaciones externas (signos o graficos) son herramientas que hacen
presente objetos matematicos ausentes, confirmando de esta manera su ausencia, y que sirven a los
individuos para interactuar con el conocimiento matematico, es decir, para registrar y comunicar su
conocimiento en matematicas: trabajando con las representaciones se asignan significados y se
comprenden las estructuras matematicas, de ahi su interés didactico. El mismo autor sefiala la
necesidad del empleo y juego combinado de diversos sistemas de representacion externa, incluidas
conversiones reciprocas, para captar en toda su complejidad los conceptos y estructuras
matematicas. Segun ¢€l, cada uno de los modos de representacion y las reglas que lo acompafian
caracterizan de manera diferente los objetos representados, subrayando algunos aspectos o
propiedades y encubriendo otros. Este fendmeno, que Rico denomina “dualidad univocidad-
pluralidad”, da pie a una serie de interrogantes que son de particular interés en educacion
matematica: “;como seleccionar los sistemas de representacion adecuados para cada concepto y en
cada edad? ;Como abordar determinadas dificultades de comprension mediante el juego de las
representaciones? ;Como profundizar sobre los conceptos? ;Qué oculta y qué muestra cada sistema
de representacion?”’ (Rico, 2009, p. 11).

La adquisicion de destrezas de representacion (en adelante, si no se especifica lo contrario, nos
estaremos refiriendo a las de tipo externo) es un elemento central en el aprendizaje de las
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matematicas (NCTM, 2003, 2006; RS, 2001). El sentido de estas destrezas no se traduce solamente
en exteriorizar graficamente imagenes mentales o en reproducir con exactitud objetos geométricos;
tampoco nos referimos a destrezas de construccion y de dibujo algoritmicas sin intervencion del
razonamiento matematico (no nos interesa ese tipo de destrezas mecanicas). Por el contrario,
entendemos la representacion como un medio privilegiado para el desarrollo del razonamiento
geométrico en el sentido mas amplio.

La representacion de figuras va mas alla del hecho constructivo en si mismo o de la exteriorizacion
de conceptos e imagenes conceptuales internas. Hoffer (1981) destaca la necesidad de desarrollar
las habilidades de dibujo en cursos de geometria como actividad previa de preparacion para que los
estudiantes aprendan posteriormente relaciones geométricas: “el trabajo previo de construir con
regla y compas ayuda a los estudiantes a entender las propiedades de las figuras. El uso de la
cuadricula ayuda a los estudiantes a realizar dibujos cuidados y satisfactorios de figuras en dos y
tres dimensiones” (Hoffer, op. cit. p. 12). Afiade ademas el autor que hay ocasiones en que tenemos
mayor necesidad de realizar un dibujo de una situaciéon geométrica que de demostrar un teorema.

En cuanto comunicacion grafica, el dibujo geométrico ocupa un lugar central en la resolucion de
problemas. Segun sefialan Bravo, del Sol y Arteaga (2001), su aportacion no se reduce Uinicamente a
ilustrar o visualizar razonamientos durante el proceso de resolucion, sino que “en muchas ocasiones
resulta que un dibujo hecho acertadamente es lo que puede dar la idea sobre el empleo de un
concepto o proposicion matematica, o sobre la necesidad de trazar lineas auxiliares —regla
heuristica general de singular importancia en la solucion de problemas geométricos— o de realizar
una construccion adicional. (Bravo et al., op. cit. p. 12).

Para Alsina, Burgués y Fortuny (1988), el dibujo en geometria reviste un doble interés: “como
lenguaje para meditar, ejemplificar o representar conceptos y propiedades y como finalidad de
representacion fiel y rigurosa” (Alsina et al., op. cit. p. 105). Consideran que “llegar a dominar
materialmente los trazados con instrumentos de dibujo es un objetivo ineludible” en los niveles
obligatorios de la ensefianza que se debe alcanzar “en forma progresiva pero persistente”. Precisan
también que el objetivo ultimo de los trazados con instrumentos de dibujo “no es tanto llegar a la
representacion perfecta como poner en juego el rigor y el orden con que proceder a realizar los
trazados. No interesa tanto el «fin» como los «medios»” (Alsina et al., op. cit. pp. 105-106).

Battista (2008) senala los diversos usos que pueden tener las representaciones externas y los dibujos
en particular: p. ej., ante una proposicion, un estudiante de manera natural puede dibujar ejemplos, o
contracjemplos, para entender el significado de la proposiciéon y buscar “indicios” sobre su posible
validez; puede dibujar un tnico ejemplo genérico que condense de alguna manera todos los
elementos pertinentes de una determinada situacion y de esta manera reducir su esfuerzo de
reflexion y analisis sobre ese ejemplo particular.

Existe un interés extendido sobre las conexiones entre las representaciones mentales y las
representaciones externas (Font, Godino, & D'Amore, 2007; Goldin, 1998, 2002; Hiebert &
Carpenter, 1992; Janvier, 1987; Kaput, 1998; Vergnaud, 1998): “Para pensar y comunicar ideas
matematicas tenemos que representarlas de alguna manera. La comunicacidon requiere que la
representacion sea externa, adoptando la forma del lenguaje hablado, simbolos escritos, dibujos u
objetos fisicos [...]. Para pensar ideas matematicas necesitamos representarlas internamente de tal
forma que la mente pueda operar con ellas. Dado que las representaciones mentales no son
observables, las discusiones sobre como las ideas se representan en el cerebro estan basadas en
niveles altos de inferencia” (Hiebert & Carpenter, 1992, p. 66).

Desde una perspectiva cognitiva, Duval (1998) se refiere a las “representaciones semioticas” como
aquellas producciones constituidas por signos que pertenecen a un determinado sistema de
representacion, con sus leyes y sus limitaciones de significado y de funcionamiento. En la actividad
matematica se movilizarian diversos registros de representacion semiotica (figuras, graficas,
escritura simbolica, lenguaje natural, etc.) que adquieren un papel fundamental por ser la distincion
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entre objeto y representacion un punto estratégico para la comprension matematica. El autor afirma
que las representaciones semidticas no son simplemente un medio de exteriorizacion de las
representaciones mentales para hacerlas visibles o accesibles a los demas, sino que son igualmente
esenciales para la actividad cognitiva del pensamiento. Entre las funciones cognitivas sobre las que
operan las representaciones semioticas distingue, entre otras, la de “objetivizacion (expresion
privada, con vistas a probar la validez ante uno mismo)” y la de “comunicacion (expresion externa,
para dar a conocer a los demas estructuras y operaciones mentales)” (Duval, 1998). Existiria,
ademas, una relacion bidireccional de reforzamiento mutuo entre el desarrollo de las
representaciones externas (“semioticas”) y las imagenes mentales de los objetos y conceptos.

Freudenthal (1983), sin embargo, muestra cierta cautela a la hora de establecer un vinculo operativo
entre la destrezas de representacion externa e interna de objetos geométricos. Afirma que dibujos
imperfectos no pueden considerarse sin mas como indicativos de objetos mentales defectuosos: “al
contrario, esta manera de reproducir puede indicar una mejor vision de los objetos mentales que la
reproduccion por medio de la perspectiva adquirida por imitacion” (Freudenthal, op. cit. p. 244).
Esta aparente paradoja la explica refiriéndose a reproducciones de tipo simboélico o iconico: aun no
guardando similitud “geométrica” con el original, puestas en contexto lo pueden representar sin
ambigiiedad y con fuerte poder de conviccion. En efecto, una buena caricatura, p. €j., requiere una
aguda capacidad de observacion y puede sugerir un mayor parecido que un retrato figurativo
mediocre.

También desde la psicologia cognitiva, son interesantes las aportaciones de la teoria de la tipicidad
(Mesquita, 1998), segin la cual determinados elementos “tipicos” de una categoria parecen ser
percibidos por los individuos como “mejores” ejemplos que otros para representar la categoria a la
que pertenecen (p. €j., una silla de cuatro patas es mas “tipica” que una silla de tres patas). En la
misma linea debe analizarse la influencia que los juicios prototipicos (Hershkowitz, 1990), los
distractores de orientacidn, los de configuracion y, en general, las imagenes conceptuales y las
concepciones erroneas de los objetos geométricos (Vinner & Hershkowitz, 1983) tienen en los
procesos de construccion de conceptos y de sus representaciones.

Representacion externa: material, soporte y herramientas

Alsina, Burgés y Fortuny (1988, p. 58) enmarcan la utilizacién instrumental de material de
construccién en un disefio pedagdgico que centra el aprendizaje en el paso de lo concreto a lo
abstracto. Asi, secuencian tres etapas de construccion: a) etapa manipulativa, de construccion
material; b) etapa representativa, de construccidon grafica; y c) etapa deductiva, de construccion
formal.

Asi, hablamos de destrezas manipulativas en sentido clasico cuando operamos con objetos que son
a la vez elementos fisicos y modelos geométricos: construimos figuras recortando o plegando
material; reproducimos figuras calcando un modelo; componemos o descomponemos figuras
mediante palillos, tiras o material similar; creamos figuras con elementos elasticos sobre un
geoplano; componemos con el tangram nuevas figuras a partir de otras, o bien las descomponemos,
etc.

Segun Clements y Battista (1992), la manipulacién de objetos permite a los estudiantes poner a
prueba sus ideas, examinarlas, reflexionar sobre ellas y modificarlas. Ademas la experiencia fisica
parece alimentar el interés de los estudiantes, les ayudar a formular definiciones y conjeturas y
contribuye a que adquieran la comprension sobre nuevas relaciones geométricas. No obstante,
sefialan los autores, el uso de recursos manipulativos no es suficiente y no garantiza por si mismo
un aprendizaje significativo (la manipulacion puede ser mecanica o memoristica): “la naturaleza
fisica [de los objetos manipulativos] no incorpora el significado de la idea matematica. Pueden
usarse de manera mecanica [...]. Los estudiantes pueden requerir materiales concretos para
construir inicialmente el significado, pero deben reflexionar sobre sus acciones mientras los
manipulan” (Clements, 1999, p. 47).
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Gonzalez y Larios (2001) sefalan la importancia del plegado de papel como instrumento para
desarrollar el razonamiento geométrico y como herramienta de descubrimiento en geometria. Esto
es asi especialmente en Primaria y en los niveles iniciales de Ensefianza Media, cuando el
estudiante necesita percibir las propiedades geométricas de manera mas pléstica e intuitiva que
rigurosa. En este sentido los autores destacan el caracter dinamico y accesible (de rapido
aprendizaje) de la manipulacion y plegado de papel frente al uso de la regla y el compas, cuyos
trazos carecen de dinamismo.

Las destrezas grdficas representan un salto en cuanto a pensamiento geométrico, ya que el modelo
fisico es sustituido por una representacion, generalmente visual y bidimensional, de caracter
abstracto y “no-concreto”. Entre esas representaciones es necesario diferenciar, al menos, entre las
construcciones “clasicas” con regla y compas y las construcciones mediante otros instrumentos de
dibujo, o incluso de medicion. Diferenciar entre los tipos de instrumentos de dibujo esta justificado
(a) por las diferentes formas de razonar geométricamente que corresponde a cada uno de los tipos,
(b) por la diferente naturaleza de la representacion que se quiera obtener (precisa o aproximada), (c)
por los diferentes valores propedéuticos (p. ej., se pueden derivar propiedades algebraicas
importantes del estudio de las construcciones con regla y compas) y (d) por el tratamiento curricular
diferenciado que reciben.

Aprender a utilizar la regla y el compés resulta de particular importancia para aclarar la distincién
entre la exactitud teodrica y la experiencia practica: “El trabajo correcto con regla y compas da por
resultado figuras tedricamente exactas, mientras que el uso del transportador, p. €j., introduce
inevitablemente el error en la construccion buscada. El hecho de que la construccion practica con
regla y compas no sea perfecta (desde que la regla y el compas materiales dan lugar a errores en la
construccion), no le resta valor. En el mundo ideal de los objetos geométricos, la construccioén con
un compas y regla ideal es exacta. En tanto que toda construccion dependiente de la medida sera
intrinsecamente imprecisa.” (Bressan, Bogisic, & Crego, 2000, p. 58).

Se ha sefialado la importancia de que los estudiantes de entre 11 y 14 afios (Key Stage 3, en el
sistema educativo del Reino Unido) sepan “distinguir entre la imprecision de construcciones por
medio de la regla y transportador y la ‘exactitud tedrica’ que proporcionan las construcciones
estandar solo con regla y compas” (RS, 2001, p. 49). En estos casos el razonamiento geométrico
que debe acompaiar a las construcciones puede mostrar a los alumnos, p. ¢j., la razén por la que
funciona el método de construccion de la mediatriz de un segmento o el de la bisectriz de un
angulo.

METODOLOGIA

La investigacion consta de dos partes: por un lado, se identifica el nivel y grado de adquisicion
predominante de VH de cada uno de los individuos de una muestra representativa compuesta por
523 estudiantes desde Primaria hasta la Universidad; por otro lado, se estudian las destrezas de
representacion que esos mismos individuos manifiestan. Los datos de cada individuo se cruzaran
con el fin de encontrar posibles patrones comunes, o pautas que se repiten, entre las destrezas de
representacion y el nivel de VH en relacion a las figuras planas. Estas dos partes se concretan a
continuacion.

Identificacion del vector de los grados de adquisicion de los niveles de VH

Se parte de los datos obtenidos en un estudio previo sobre la prevalencia de los niveles de
razonamiento entre estudiantes de las diversas etapas educativas (Sarasua, Ruiz de Gauna, &
Arrieta, 2013). A cada individuo de esta muestra se le asigna un vector con los grados de
adquisicion de cada nivel segin el paradigma propuesto por Gutiérrez, Jaime y Fortuny (1991). Para
hacer operativo el cruce de datos, se fija posteriormente un nivel y un grado de adquisicion
predominante para cada individuo (Sarasua et al., 2013).
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Evaluacion de las destrezas de representacion

A continuacion, se trataria de analizar el tipo de destrezas de representacion que corresponderian a
cada nivel, si es que hubiera tal correspondencia. Para ello, se llevo a cabo un trabajo de campo
sobre la misma muestra de estudiantes de los que se habia determinado el nivel y grado
predominantes de VH.

Los autores no tienen conocimiento de la existencia de ningin cuestionario disefiado para evaluar
las destrezas de representacion que se adapte a las caracteristicas de esta investigacion, por lo que se
optd por disefiar un cuestionario especifico. Para ello, se elabord una bateria de 61 items, o tareas de
representacion lo mas significativas posibles, organizadas de acuerdo a los siguiente aspectos: (i)
objetivos didacticos; (ii) materiales, soportes e instrumentos de representacion y (iii) modo de
construccion. Cada item corresponde a una o varias destrezas de representacion.

A pesar de las restricciones del cuestionario escrito, se pudo incorporar un buen nimero de items
manipulativos (plegar, recortar y calcar). Las construcciones sobre geoplano se sustituyeron por
trazados a mano alzada sobre cuadricula. Se incluyd también un conjunto amplio de items para
dibujar a mano alzada y mediante diversos instrumentos de dibujo o de mediciéon. Se acompaiio
cada cuestionario de un estuche con el siguiente material: lapicero, goma de borrar, tijeras
pequeias, pegamento de barra, regla, compas y transportador.

A partir de la bateria general de items, se elaboraron siete cuestionarios distintos adaptados a los
diferentes cursos o etapas educativas: Al, A2, B1, B2, C1, C2 y D. Dicha adaptacion se realizd
asignando a la resolucion de cada item un nivel de VH tedrico (o varios niveles en los casos
habituales de asignacion incierta o de items que podian ser respondidos de acuerdo a diferentes
niveles). Esta asignacion teorica se realizé extrapolando de los descriptores generales de los niveles
informacion que pudiera relacionarse con destrezas de representacion (Corberan et al., 1994).

Excepto para el cuestionario D, a cada grupo-clase de estudiantes se le administraron
simultaneamente dos variantes X1 y X2, con X=A, B o C: i.e., a la mitad de la clase se le
administr6 aleatoriamente el modelo X1, y a la otra mitad el X2. Ambos modelos, X1 y X2, constan
de items diferentes pero complementarios y equivalentes en cuanto al nivel de VH esperado. La
razoén de administrar cuestionarios distintos fue poder evaluar un nimero mayor de items (y, por
tanto, de destrezas); en contrapartida, hubo que tomar una muestra mas amplia de individuos. En la
Tabla 1 se muestra la distribucion de items seglin los cuestionarios.

Tabla 1. Distribucion de los items seglin los cuestionarios

Cuestionari Etapa o Nivel de % deitemsde | %deitemsde | % de items de
0 curso VH nivel esperado 1 | nivel esperado | nivel esperado 3
esperado 2

Al L

A2 Primaria 1 50% 30% 20%

Bl

B2 ESO 1-2 35% 45% 20%

Cl Bachillerato

C2 s 2:3 20% 40% 40%
Magisterio

D |3de 23 0% 70% 30%
Magisterio

Antes de la administracion definitiva, se realizdé una prueba piloto en varios centros. Tras esta
prueba se introdujeron algunas mejoras, particularmente en los siguientes aspectos:
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e  Diferenciacion entre métodos de construccion algoritmicos memorizados de aquellos
donde intervenia el razonamiento matematico. Se afadié esta pregunta en numerosos
items:

JHabias estudiado este procedimiento con anterioridad?

A [JNo
Si la respuesta ha sido afirmativa, ;jte acordabas de él?
787 [T No

e  Especificacion de los instrumentos de dibujo utilizados (en ciertos casos habria sido mas
complicado averiguarlo del analisis directo del trazado).

e  Se pregunto a los individuos sobre sus creencias acerca de la necesidad de utilizar ciertos
instrumentos de dibujo. P. ¢j.:

Marca con una X la opcion que creas correcta para este ejercicio:

LTNO es necesario usar el compds, con la regla es suficiente.

[TES necesario usar el compds, con la regla NO es suficiente.
Administracién de los cuestionarios

Dado el amplio nimero de items a evaluar, se consideraron los cursos alternos a partir 6° de
Primaria: 6° de Primaria, 2° de ESO, 4° de ESO, 2° de Bachillerato y Universidad. No se
consideraron los dos primeros ciclos de Primaria, entre otras razones, por la ausencia de
instrumentos fiables para la identificacion de los niveles de VH a esas edades.

Se busco que los centros donde se administraran los cuestionarios fueran mixtos y estuvieran
situados en entornos de caracteristicas socioecondmicas heterogéneas. También se quiso que la
muestra incluyera tanto colegios publicos como privados. A cada grupo se le administro el
cuestionario en el idioma en que cursaban la asignatura de Matematicas: vasco o espafiol.

El trabajo de campo se desarrolld en el Pais Vasco: en tres centros publicos de Bizakia (uno de
Primaria y dos de Primaria, ESO y Bachillerato), en tres privados de Bizkaia (los tres de Primaria,
ESO y Bachillerato) y en la Escuela de Magistero de Vitoria-Gasteiz. El nimero total de individuos
de la muestra fue 523. Como se ha dicho anteriormente, el estudio consistid en la administracion de
dos cuestionarios (el test de identificacion de VH y el especifico de representacion de figuras) en
dos sesiones de 50" cada una con un intervalo maximo de una semana entre ambas. Los
investigadores estuvieron presentes en todas las sesiones para aclarar dudas.

Evaluacién de los cuestionarios de representacion: correspondencia con los niveles de VH

Se pretende estudiar si existe correspondencia entre el progreso de los niveles de razonamiento y de
las destrezas de representacion. Se entendera por correspondencia que destrezas de representacion
se desarrollen de manera creciente, progresiva, continua (sin saltos inversos) y paralelamente a la
adquisicion de los niveles de razonamiento (y, aun mejor, dentro de cada nivel en paralelo al
progreso del grado de adquisicion). Si esto fuera asi, se fijaran los limites de esa relacion y se
intentard determinar qué tipo de destrezas de representacion caracterizan cada nivel de
razonamiento.

Tras codificar lo datos con SPSS (v. 15), se analiz6 qué items eran capaces de resolver (y como los
resolvian) los estudiantes pertenecientes a un mismo nivel y grado de adquisicion predominante. Se
determind la siguiente tabla para cada item (Tabla 2):
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Tabla 2. Correspondencias entre las respuestas para cada item y los niveles y grados de adquisicién

Respuestas al item en %
Correctas | Incorrectas | En blanco

bajo |21 a’y a’y

Nivel 1 |Grad0 |medio |22 a: 22
alto a3 as a;

Total del nivel |a a’ a’

bajo ) b’ b

Nivel 2 Grado [medio |P2 b, b,
alto bs b’ b”;

Total del nivel |b b’ b’

bajo Cy c’y ¢’y

Nivel 3 Grado |medio [C2 0:2 C:z
alto C3 Cs C3

Total del nivel |c c’ c’

Para que la destreza de representacion asociada a determinado item (o su carencia) se considerara
como caracteristica de cierto nivel de razonamiento, se requiri6 como normal general que se
verificaran las condiciones siguientes:

a)

b)

Que se observara una relacion clara entre dicha destreza y el nivel de razonamiento: i.e.,
que aumente de forma progresiva el numero de respuestas correctas a medida que aumenta
el nivel de razonamiento de los estudiantes (a mayor nivel, mayor porcentaje de respuestas
correctas), sin saltos hacia atras entre niveles, y también dentro de cada nivel a medida que
aumenta su grado de adquisicion. Le., con respecto a los valores de la tabla:

as<b<c,a’>2b’>c’;ai<aj;, bi<biyi, ciscipiyai2a’i, bi2b'iy, ¢i=>c’i Vi=1, 2

Se tuvieron en cuenta los casos particulares en que la progresion se interrumpia entre los
grados de adquisicion de un mismo nivel y esa interrupcion era despreciable o podia
explicarse por alguna deficiencia de la muestra (p. ¢j., por ser insuficiente el conjunto de
estudiantes de alguno de los grados del nivel).

Llamando y al porcentaje de respuestas correctas a un cierto item, para que su destreza
asociada correspondiera al nivel x, se requirio, en este orden:

e que x fuera el primer nivel en el que y>75% como media del nivel (en los niveles
superiores a x también se superara el 75%), i.e., como media entre todos los
estudiantes del nivel x en sus tres grados de adquisicion (bajo, alto y medio).

O si esto no se cumpliera:

e que x fuera el primer nivel en el que 60%=<y<75% como media del nivel (en los
niveles superiores a x también se superara el 75%), i.e., como media entre todos los
estudiantes del nivel x en sus tres grados de adquisicion (bajo, alto y medio), y
ademas que y>80% para los estudiantes de nivel x con grado de adquisicion alto.

Para formularlo negativamente (i.e., la carencia de dicha destreza como caracteristica de nivel), se
requirid6 que a lo sumo un 25% de los estudiantes del nivel fueran capaces de responder
correctamente el item. Todos estos criterios estan sintetizados en la Tabla 3.
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Tabla 3. Criterios para decidir si una destreza es caracteristica o no de cierto nivel

Item — Destreza

y = % de respuestas correctas a cierto item Caracteristica
Media del nivel x
1 criterio y=75% (adquisicion baja,
media y alta)
Media del nivel x
%<y<759 . .. .
) 60%6<y<75% (adquisicion baja, | Positiva del nivel x
Nivel X | 2° criterio media y alta)
A Media de la
y>80% adqu1s1c1on alta del
nivel x
y<25% Negativa del nivel x

RESULTADOS
En las Figuras 1, 2, 3 y 4 se muestran, a modo de ejemplo, respuestas a algunos de los items.

MA [IT] Marraztu eskua altxatuz (:\rkatzr’zrbaka;ﬂk m:
lfe,m.mk gabe) KARRATU bat, beheko zuzenkia bere diagonal bat dela
Gogoratu diagonal batek ondoz ondokoak ez diren edozein bi erpin lotzen di

6] C-FC-GL-DO [I] Papera tolestuz, guraizez moztu gabe, eraiki eta itsa
pentagono bat (ez du zertan erregularra izan: hau da, alde eta angelu ezbes
ditzake). Gogoratu pentagono batek bost alde ditucla.

'OHARRA: ez marraztu arkatzez, SOILIK papera tolestu

Figura 1. ftem 58: cuadrado dibujado a  Figura 2. ftem 6: construccion de
mano alzada a partir de una diagonal ~ un poligono mediante doblado de
dada papel
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-GL-RC (1] Marrs
behekoaren BERDINA den irudi ba
neurtzeko (neurriak hartzeko konpasa erabili ahal duzu),

ela bakarrik erabiliz,
eko bakarrik erabili, ez

e

Markatu X batez ariketa honetan erabili dituzun

O Erregela O Konpasa 0 Angelu-garraiagailua (“transportadorea’”)

Markatu X batez ariketa honetarako zuzena deritzozun aukera: Markatu X batez ariketa hor

aniX il dituzun marrazeko tresnak

0 EZ DA BEHAR konpasa cta angelu-garraiagail
O Erregela EZ da NAHIKOA, konpasa edo angelu-

Figura 3. ftem 10: reproduccion de un Figura 4. item 49: uso (irrelevante)
cuadrilatero dado (con regla y compas) del compas para reproducir un
triangulo dado

En la Tabla 4 se ofrecen de forma sintética los resultados cuantitativos porcentuales de todos los
items evaluados. Se muestra para cada item:

a) Sus caracteristicas generales segun las siguientes categorias:

e Material, soporte o instrumentos utilizados (Mat.):
=  MP: actividades manipulativas (recortar, doblar, calcar, pegar)
= TR: dibujo a mano alzada sobre una cuadricula
= MA: dibujo a mano alzada sobre papel en blanco
= IN: con instrumentos de dibujo (regla, compas y transportador)
= RC: solo con regla y compas

e  Modo de construccion (Mod1/Mod2):
= R:dado un modelo, reproducir globalmente (GL)

= (C: creando globalmente a partir de una definicion (GL), a partir de elementos
basicos (EB), como lados o angulos, o a partir de elementos secundarios (ES), p. ¢j.
diagonales

= CR: comprobar propiedades o relaciones geométricas simples (SI) o complejas (CO)
e Tipos de figuras (Fig.):
= FS: figuras simples (triangulos, rectangulos, cuadrados)
= FC: figuras complejas (resto de cuadrilateros y otros poligonos)
b) Destreza que se pretende evaluar.

¢) Resultados cuantitativos de la evaluacion. Para el conjunto de estudiantes de cada nivel de
VH que han contestado a un determinado item:
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e Numero de estudiantes de cada nivel que han respondido (correcta o incorrectamente) al
item. Se excluyen las respuestas en blanco o nulas.

e Porcentaje de respuestas correctas al item. El resto corresponde a respuestas negativas.

Los niimeros precedidos por (a) se refieren al tamafio de la muestra y al porcentaje de respuestas
correctas limitados a los estudiantes con un grado de adquisicion alta del nivel correspondiente.
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Tabla 4. Respuestas a los items en funcién del nivel predominante de razonamiento
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Tabla 4 (continuacién). Respuestas a los items en funcién del nivel predominante de razonamiento
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Tabla 4 (continuacién). Respuestas a los items en funcién del nivel predominante de razonamiento
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ANALISIS DE LOS RESULTADOS Y PROPUESTA DE NUEVOS DESCRIPTORES PARA
LOS NIVELES DE VH

Los resultados obtenidos sugieren que existe correspondencia entre el desarrollo de las destrezas de
representacion consideradas y los niveles de VH; esta correspondencia también se manifestaria
segun los grados de adquisicion de cada nivel. L.e., a medida que progresa el nivel de VH, y dentro
de cada nivel su grado de adquisicion, progresan también las destrezas de representacion de los
estudiantes, mas concretamente las relativas a: i) representaciones de figuras planas mediante
plegado de papel, recorte con tijeras y calcado; ii) dibujos a mano alzada sobre cuadricula o sobre
papel en blanco; iii) dibujos con regla, compas y transportador o de precision con solo regla y
compas; iv) la comprobacion manipulativa o grafica de ciertas propiedades y relaciones,
elementales y complejas, de figuras planas o de sus elementos.

Cabe plantearse, por tanto, la caracterizacion, aunque sea parcial, de los niveles de VH en términos
de las formas de razonar geométricamente correspondientes a la representacion.

Agrupando destrezas de caracteristicas similares e induciendo de ellas descriptores de validez mas
general, se ha sintetizado la siguiente propuesta final de descriptores de nivel para la de
representacion (Tablas 5, 6 y 7). Dada la naturaleza jerarquica de los niveles, cuando un descriptor
formulado negativamente corresponda a cierto nivel, se debe entender que también corresponde
negativamente a los niveles inferiores, cuando éstos existan.
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Tabla 5. Descriptores de NIVEL 1 referidos a destrezas de representacion externa de figuras planas

Modo Descriptor Items

e Es capaz de reproducir una figura plana calcandola o de | 6, 43a, 2
construirla globalmente mediante doblado de papel en
presencia de un modelo o dada wuna definicion
comprensible.

e Es capaz de comprobar algunas propiedades simples (p. ej. | 35, 54,
sumas de angulos interiores de figuras planas) recortando 61
con tijeras, pero no mediante doblado de papel.

Manipulativo

e Es capaz de reproducir sobre una cuadricula una figura | 1,17,
plana en presencia de un modelo o una figura plana | 59,24
identificable dado algun elemento basico suyo: p. €j. un
cuadrado dado un lado, horizontal o inclinado.

No es capaz de comprobar y razonar propiedades | 41,42
elementales (p. ej., igualdad de lados paralelos en un
paralelogramo) ni otras no elementales (p. ej. que las
diagonales de un paralelogramo se cortan en el punto
medio) contando unidades sobre una cuadricula.

Sobre cuadricula
[ ]

e Es capaz de dibujar globalmente a mano alzada una figura | 4, 44, 60
plana en presencia de un modelo o dada una definicion
comprensible.

e Es capaz de dibujar a mano alzada algunas figuras (p. ¢j. | 21, 21a,
cuadrilateros no cuadrados) a partir de elementos | 58, 58a
secundarios (p. ¢j., una diagonal).

A mano alzada

e Es capaz de comprobar propiedades simples (p. ej. 39
igualdad de lados en un paralelogramo) usando regla y
compas.

¢ No es capaz de dibujar con instrumentos de dibujo (regla, | 19,23,
compas y transportador) figuras planas en general, | 32,27,
incluidos cuadrilateros, ni a partir de su definicion, ni a | 13,10,
partir de sus elementos y de la definicion de éstos, ni en | 8, 14,
presencia de un modelo. Utiliza para dibujar solo la regla, | 14a, 50,
y no creen que sea necesario el uso efectivo ni del compas | 51, 53,
ni del transportador. 49, 48

Con instrumentos de dibujo
(R/C o R/C y transportador)
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Tabla 6. Descriptores de NIVEL 2 referidos a destrezas de representacion externa de figuras planas

Modo Descriptor Items
o ¢ Es capaz de comprobar mediante doblado de papel ciertas 11
= propiedades no inmediatas (p. €j. que las bisectrices de un
L; triangulo se cortan en un punto).

.=
5
=

e Es capaz de dibujar algunas figuras (p. €j. un triangulo | 7, 28
obtusangulo) a mano alzada sobre una cuadricula dado su
nombre y su definicion. Sin embargo, tiene dificultades
para dibujar sobre una cuadricula figuras mas complejas a
partir de elementos secundarios (p. €j. un trapecio dada
una diagonal).

e Es capaz de comprobar y razonar, contando unidades | 41,42, 3
sobre una cuadricula, propiedades elementales (p. e;j.
igualdad de lados paralelos en un paralelogramo), pero no
propiedades mas complejas (p. €j. que las diagonales de
un paralelogramo se cortan en el punto medio o el teorema
de Pitagoras).

Sobre cuadricula

e Es capaz de dibujar a mano alzada figuras sencillas a | 4,21,

9 = partir de sus elementos, basicos o secundarios, con alguna | 58a, 18,

g E limitacion con respecto a la posicion de éstos (p. €j. dibuja 31

<= un cuadrado a partir de su diagonal en posicion
prototipica).

e No es capaz de dibujar con instrumentos de dibujo (regla, | 23, 32,
compas y transportador) figuras planas en general, | 27,13,
incluidos cuadrilateros, ni a partir de su definicion, ni a | 10, 8,

partir de sus elementos y de la definicion de éstos, ni en | 14, 14a,
presencia de un modelo. 50, 51,
49, 48

e No es consciente de los requerimientos del dibujo de
precision con regla y compas. Utiliza para dibujar solo la
regla y no cree necesario el uso ni del compas ni del
transportador.

R/C y transportador)

e No es capaz de comprobar mediante instrumentos de | 15,16
dibujo propiedades no inmediatas (p. €]j. que bisectrices y
mediatrices de un tridngulo intersecan en un punto).

Con instrumentos de dibujo (R/C o
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Tabla 7. Descriptores de NIVEL 3 referidos a destrezas de representacion externa de figuras planas

Modo Descriptor ftems

e Es capaz de comprobar y razonar, contando unidades | 41, 42,3
sobre una cuadricula, ciertas propiedades elementales y no
elementales (p. ej. igualdad de lados paralelos en un
paralelogramo o que sus diagonales se cortan en el punto
medio).

Sobre cuadricula

e No es capaz de comprobar sobre una cuadricula el
teorema de Pitagoras.

e Es consciente de la naturaleza y de los requerimientos del | 9, 19,
dibujo de precision con regla y compas. 48, 49,

- . 53
¢ Es capaz de dibujar algunas figuras (tridngulos en general,

paralelogramos no rectangulos y rombos no cuadrados)
mediante regla y compas a partir de su definicion, dado un
modelo o a partir de elementos suyos (diagonales,
vértices, lados). Tiene dificultades con los rectangulos,
probablemente por falta de destreza para dibujar angulos
rectos con regla y compas.

R/C y transportador)

e Es capaz de comprobar mediante instrumentos de dibujo | 15,16
propiedades no inmediatas (p. ej. que bisectrices y
mediatrices de un tridangulo intersecan en un punto).

Con instrumentos de dibujo (R/C o

Se ordenan a continuacion las destrezas de representacion analizadas en relacion a los niveles de
VH:

)

Las destrezas manipulativas de construccion global (plegado de papel, calco, recorte con
tijeras) se desarrollan en su practica totalidad a lo largo del 1° nivel. Como cabia esperar,
el razonamiento geométrico que las acompafia es de caracter visual, basado en la
percepcion e identificacion global de las figuras como unidades que carecen de
elementos y propiedades significativas. Sin embargo, con el apoyo de instrumentos
manipulativos sencillos, como p. €j. unas tijeras, el estudiante es capaz de iniciarse ya
desde el 1° nivel en procesos de comprobacién o de formulacién de conjeturas sobre
propiedades simples (p. ej., la suma de angulos interiores de un triangulo o de un
cuadrilatero), al mismo tiempo que descompone las figuras en partes y puede reflexionar
sobre sus propiedades. Este aspecto parece importante también por su recorrido
didactico, no solo como caracteristica de identificacion de nivel. La comprobacion
manipulativa de otras propiedades no inmediatas corresponde al 2° nivel de VH.

Las destrezas de representacion a mano alzada sobre cuadricula y papel en blanco se
desarrollan progresivamente entre los dos primeros niveles. Influyen aspectos como, p.
ej., si se parte de un modelo para reproducir (1° nivel), o se da una definicion
comprensible de la figura (1° nivel), o un elemento basico de ella, p. ¢j. un lado, (1°
nivel); o por el contrario si se trata de dibujar a partir de elementos secundarios (p. €;j.
una diagonal), aunque con ciertas limitaciones segin la posicion u orientacion de éstos
(2° nivel). Un estudiante de 2° nivel muestra dificultades para dibujar, tanto a mano
alzada como sobre cuadricula, figuras mas complejas a partir de elementos secundarios
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(p- €j., un trapecio dada una diagonal). Este tipo de dibujos pueden requerir de
razonamiento analitico en diverso grado, dependiendo del tipo de propiedades o partes
de las figuras sobre las que se basen; no obstante, éste puede estar ya implicito en el 1°
nivel, puesto que el estudiante lo utiliza para dibujar ciertas figuras a partir de algunos
de sus componentes. Otras veces, sin embargo, puede no ser necesario: p. €j. cuando se
reproducen formas en presencia de un modelo o algunas figuras conocidas (cuadrados,
triangulos equilateros, etc.) a partir de una definiciéon comprensible. En estos casos, en el
1° nivel las representaciones son globales y con caracteristicas que reflejan un
razonamiento puramente visual: poligonos con lados curvos, angulos redondeados o sin
vértices, cuadrados de lados y angulos desiguales, etc. Los distractores de posicion y, en
general, las imagenes prototipicas que tienen formadas los estudiantes influyen también
en la relacion entre las destrezas de representacion a mano alzada y el nivel de VH.

Las destrezas que implican el uso de la regla y el compéas comienzan a mostrarse de
forma relevante en el primer nivel (p. ¢j., para comprobar propiedades muy sencillas), de
lo que se deduce que los estudiantes pueden dominar los rudimentos de su manejo desde
muy pronto. Desde los primeros niveles también pueden manejar algoritmicamente la
regla y el compas (destrezas de uso mecénico, sin razonamiento matematico). Otra
cuestion es sentir su necesidad o comprender su funcion: ni en el 1° nivel ni en el 2° un
estudiante es consciente de la naturaleza y de las exigencias del dibujo de precision; asi
mismo, tampoco es capaz de dibujar figuras planas en general usando instrumentos de
dibujo ni a partir de su definicion, ni en presencia de un modelo, ni a partir de sus
componentes, ni a partir de sus propiedades. Apenas utilizan el transportador en ninguno
de los niveles, ni siquiera como instrumento de medida sustitutivo de la regla y el
compas: en los dos primeros niveles no lo consideran necesario (la regla es suficiente) y
en el 3° nivel prefieren optar directamente por la regla y el compds. Las evidencias que
hemos encontrado sugieren que solo en el 3° nivel, y no antes, los estudiantes optan por
la regla y el compas, y los usan correctamente, tanto para dibujar figuras con precision
(tridangulos, rombos no cuadrados, paralelogramos no rectangulos) como para comprobar
propiedades no inmediatas (p. ej., interseccion en un punto de bisectrices y mediatrices
de un triangulo). No parece que la incapacidad de apreciar y usar de forma efectiva la
regla y el compas, incapacidad que se extiende hasta el 3° nivel, pueda explicarse
Unicamente en términos de desconocimiento de manejo instrumental. Si fuera asi,
muchos estudiantes en el 2° nivel también tendrian dificultades para reproducir
procedimientos aprendidos, como es el caso de las construcciones del hexdgono regular
o del tridngulo equilatero, figuras que muchos de ellos han sido capaces de dibujar
mecanicamente. Esto lleva a sugerir que la forma de razonamiento geométrico requerido
para apreciar el dibujo de precision en sus diversas funciones (no solo orientado a la
construccion exacta de figuras), sentir su necesidad y ser capaz de utilizar eficazmente la
regla y el compas parece estar vinculado al desarrollo de habilidades propias del 3° nivel
de VH (éstas son fundamentalmente 16gicas y de demostracion).

RESUMEN Y CONCLUSIONES

Tras determinar el nivel de VH de una muestra de 523 estudiantes desde 6° de Primaria hasta la
Universidad para el tema de las figuras planas, se les ha administrado un cuestionario para analizar
como progresan, en funcion del nivel de VH, en la adquisicion de determinadas destrezas de
representacion externa.
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Los resultados sugieren que existe relacion entre el desarrollo de las destrezas de representacion
estudiadas y los niveles de VH: dicho de otra manera, a medida que se progresa en el nivel de VH,
mejoran progresivamente las destrezas de representacion.

El siguiente paso ha sido formular una propuesta de nuevos descriptores de los niveles en relacion a
la representacion externa de figuras planas. Estos nuevos descriptores pueden contribuir a
comprender mejor los limites de cada nivel, a facilitar la integracion curricular del modelo de VH y
pueden servir también como punto de partida para explorar la formulacion de nuevos descriptores,
en relacion a la representacion externa, para otros grupos contenidos geométricos (solidos,
isometrias, etc.).

Con todo, es necesario profundizar en los procesos de razonamiento geométrico implicados cuando
se trabaja con representaciones externas: ;,qué piensan los estudiantes cuando resuelven una
actividad?, ;como organizan y relacionan los elementos que manejan durante su resolucion?,
(donde estd la frontera entre las destrezas manuales-instrumentales y el razonamiento logico-
matematico cuando hablamos de representar externamente?

Por ultimo, dado lo extenso de la muestra y el formato elegido para el trabajo de campo
(cuestionario escrito), han quedado fuera diversas formas de representacion con objetos
manipulativos fisicos (tangram, construcciones con palillos, etc.) y mediante software dindmico. En
particular, seria interesante abordar un analisis especifico de la relacion entre los niveles de VH y
las destrezas de representacion en entornos de geometria dindmica.
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