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Resumen

Este documento contiene los aspectos esenciales de una conferencia dictada por el autor en
el marco de las actividades de la RELME 16 celebrada en la Habana, Cuba. El tema se
refiere a las concepciones alternativas relativas al analisis de funciones en ambientes graficos.
En especial se analizan la importancia de esas concepciones en tanto procesos cognoscitivos
que interfieren en los procesos de aprendizaje, las posibilidades de ser cambiadas por otras
aceptables y su permanencia en la mente de los estudiantes a pesar de emplear disefios
instruccionales para removerlas.

Introduccion

La gran mayoria de los Planes y Programas del nivel medio superior (Howson, 1991;
IBERCIMA, 1992; NCTM, 2000; SEP/SEIT/DEGTI/COSNET, 1988), también llamado
preparatoria, bachillerato o preuniversitario, incluyen el tema del analisis de funciones
elementales. Tal importancia radica principalmente en que en €l se sintetiza uno de los
objetivos primordiales de la matematica de las variables que se estudia en ese nivel. Los
conceptos, relaciones y procedimiento relativos a las funciones, a sus limites, su continuidad
y sus derivadas, fueron creados para poder analizar el comportamiento de las funciones. No
tiene sentido poder so6lo calcular limites de funciones, poder determinar su continuidad o
poder calcular derivadas, si no se es capaz de utilizar e integrar estas herramientas para
analizar el comportamiento de las funciones. Como las funciones modelan procesos de
cambio, es necesario para el estudio de esos procesos, indagar si crecen o decrecen, como
y cuénto crecen o decrecen, qué tan rapido lo hacen, cuales son sus puntos maximos o
minimos (Dolores, 2000).

Desde nuestro punto de vista, para estudiar el proceso de la variacion de las funciones es
importante precisar sus aspectos cualitativos y cuantitativos. Los primeros indican cémo
cambia una funcién y los segundos indican cuénto cambian. Las funciones pueden cambiar
de maneras muy distintas, unas pueden ser crecientes, otras decrecientes, otras no crecen
ni decrecen, unas crecen uniformemente, otras lo hacen en forma variada, etc., estas
cualidades por si solas algo dicen sobre su comportamiento, se complementan con los
aspectos cuantitativos. En primer lugar los cambios pueden ser apreciados mediante
comparaciones. Se sake que un cuerpo en su caida libre en superficie terrestre (regida por
la funcién s(f) = 0.5g¢“) avanzd 14.7 m. entre 1 y 2 segundos porque, en ¢ = 1 recorri6 4.9
my ¢t=2 recorrio 19.6, por tanto, s(2) s(1)=19.6 14.7=4.9. No se puede saber si aumenta
o disminuye una magnitud si no se comparan al menos dos de sus estados. Ya que la
variacion posee la categoria de proceso entonces estd compuesta de estados sucesivos.
Entre un estado y el que le sigue, o cualquier otro, pueden darse los cambios. Este incremento,
o disminucion, de la distancia se obtiene con una diferencia, del estado final menos el
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estado inicial.

s(h) : “:D s(h+ ) Fr- Fi= 8(to- hi — s(to)= As
Estado inicial (&) Cambia Estado final (&) ; Cuanto cambia?
Figura 1

El modelo matematico basico para medir la variacién es por lo tanto la diferencia. Las
férmulas de las funciones permiten determinar con precision los valores de correspondencia
de las variables y las diferencias entre ellos permiten cuantificar lo que cambian. Con las
diferencias se puede analizar el comportamiento de las funciones. Por ejemplo: si f{x + A)
Sfx) >0 (para todo x perteneciente al intervalo (x, x + &), y A > 0 preferentemente pequefio)
entonces f(x) crece; si flix +th) fix)<0 (bajo las mismas condiciones anteriores) entonces
fx) es decreciente; si f{x+h) flx) =0 entonces f{x) no crece ni decrece en ese intervalo.
Estas desigualdades, que en el fondo representan las comparaciones entre las ordenadas,
permiten determinar cuanto cambia f{x) e inferir como cambia. Estas relaciones son mas
evidentes si se utilizan representaciones geométricas:

f(x+h) £(x) +\ :
1
i
£(x) f(eth) [+ f(x) = f(xth)
! ! !
i : L
x xth x xth | x xth
Fig. 2: Como: f(x + h) - f(x) > 0; . Fig. 3. Como: f(x+h)-f(x)< 0; Fig. 4. Como: f(x+h) - f(x) =0;
entonces: f(x) crece entonces: f(x) decrece entonces: f(x) es constante

2, Planteamiento de la problematica

Varios investigadores han descubierto que cantidades importantes de estudiantes manifiestan
varias dificultades en leer e interpretar graficas de funciones (Wainer, 1992; Mc Dermot,
Rosenquist y Van Zee 1987; Leinhardt et al (1990), etc). Por nuestra parte, varias dificultades
hemos encontrado también en nuestros trabajos (Dolores, 1998), por ejemplo al presentarles
la grafica y la féormula de la funcién: s(f) = 5¢%, ¢+ 0 (que de manera aproximada da la
- distancia de recorre un cuerpo en caida libre) a 112 estudiantes de bachillerato que recién
~ habian terminado su curso de Calculo Diferencial, y preguntarles por la velocidad del
cuerpo en ¢ =1, mas del 74% dieron como respuesta: 5 m/s. Contestaron dando el valor
de la funcién en 1 = 1, sé6lo el 8% dio como respuesta: 10 m/s; este dato es indicativo de que
la mayoria de estudiantes no relaciona a la derivada con la velocidad pata un #0, en cambio
la asocian con la ordenada s(%).

La interpretacion de las gréficas requiere de poner en juego el pensamiento visual, pero
muchos estudiantes son renuentes a utilizarlo segiin lo sefialan Einsemberg y Dreyfus (1991).
Los estudiantes, incluso los profesores, prefieren el trabajo algoritmico sobre el pensamiento
.. visual pues este ultimo requiere dé poner en juego procesos cognitivos superiores que los
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que demanda el pensamiento algoritmico. Por eso nuestros profesores de matematicas de
Célculo Diferencial a pesar de que utilizan graficas cartesianas paza la ensefianza de las
funciones y el analisis de su comportamiento, privilegian sélo la determinacién de los puntos
maximos y minimos por medios algebraicos, dando por hecho que la determinacién de estos
puntos en las graficas son cuestiones triviales.

3. Concepciones alternativas

Como ya sefialé en los parrafos anteriores varias de las interpretaciones y concepciones que
se generan por parte de los estudiantes como producto de la visualizacion de las graficas
y los significados que les atribuyen no son congruentes con los significados que se aceptan
en matematicas. Esta falta de congruencia causa dificultades y conflictos en la comprensién
y aceptacion de los significados, por ello han recibido varias denominaciones: errores,
errores sistematicos, preconcepciones, ideas previas, concepciones espontaneas concepciones
erroneas o concepciones alternativas.

El término error enfatiza la inconsistencia entre el conocimiento de los alumnos y el
conocimiento cientifico aceptado. Las preconcepciones se caracterizan por aquel tipo de
conocimiento precientifico formado por las experiencias cotidianas y que se arraiga
fuertemente en la mente de los estudiantes. Por nuestra parte utilizamos los términos
concepciones de los estudiantes y concepciones alternativas de la manera como los
caracterizan Confrey (1990), Mevarech y Kramarsky (1997), en este sentido el término
concepciones de los estudiantes se utiliza para denotar aquél tipo de conocimiento de los
estudiantes que és acorde con el con el significado aceptado y concepciones alternativas
para describir el conocimiento que difiere con aquél que debiera ser aprendido.

Las concepciones alternativas pueden ser generadas en los procesos de ensefianza y aprendizaje
previos y ser resistentes al cambio en condiciones digamos tradicionales de ensefianza. Por
tanto su remocidn o mas bien dicho el cambio conceptual es un verdadero reto para los
profesores e investigadores en el campo de la educacién matematica.

4. Concepciones alternativas en profesores y estudlantes

En los profesores de calculo del bachillerato hemos encontrado una gran variedad de
concepciones alternativas (ademas de las aceptables), cuando hacen lecturas sobre el
comportamiento de funciones a través de sus graficas (Dolores y Guerrero, 2002). En este
trabajo de investigacion planteamos el analisis del comportamiento de funciones, buscando
que establecieran la relacién entre la propiedad variacional dada en forma analitica y las

_gréficas. Establecer este tipo de relaciones trae aparejados muchos procesos cognoscitivos,
uno de los mas notorios consiste en descifrar los significados del lenguaje analitico y la
blsqueda de una correspondencia con sus representaciones graficas. También requiere de
pasar en el sentido que lo sefiala Duval (1998) de un sistema de representacion analitico a
un sistema de representacion grafico y viceversa.

Los resultados que arroj6 esta investigacion se describen de manera sintética a continuacion.
Una cantidad significativa asocia la condicion: f(x+h)f(x) = 0, con f continua y 4 >0
preferentemente pequerio, con los puntos de corte de la grafica con el eje de'las x, es decir
con las x donde f{x) = 0. Analogamente existe tendencia a asociar la condicién: f{x+A)f(x)>0,
con la regiéon donde la gréfica de la funcion esta por arriba del eje de las x, region donde
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se-cumple que f(x)>0, y f(x+h)f(x)<0 con la regién donde la grafica de la funcién esta por
debajo del eje de las x, region donde se cumple que: f(x)<0.

Los profesores parecen no diferenciar entre condiciones de comportamiento y condiciones
de ubicacion de la grafica en el plano cartesiano. La mayoria asocia consistentemente las
condiciones de crecimiento y funcién positiva, dadas simultineamente y en forma verbal-
escrita, con las regiones correspondientes de las graficas, sin embargo, asocian las condiciones
creciente y negativa (dadas en la misma forma) por un lado, y decreciente y negativa por
otro, con aquellos sectores de la grafica donde solo es positiva y negativa respectivamente.
Para ellos las condiciones de crecimiento y positividad o decrecimiento y negatividad de
la funcion parecen ser condiciones concomitantes.

En otra investigacion realizada con estudiantes del bachillerato hemos encontrado
concepciones alternativas semejantes a las encontradas en los profesores. Sélo que a los
estudiantes las preguntas no les fueron planteadas del lenguaje analitico al grafico, sino que
las mismas preguntas fueron planteadas utilizando el lenguaje coloquial. Por ejemplo, a los
profesores se les plante6 la siguiente pregunta: ;Para qué x, f(x+h)f(x)>0, con A>0? En
cambio a los estudiantes se les pregunt6 asi: {En qué intervalo f{x) es creciente? Desde el
punto de vista matematico las preguntas son equivalentes. Es importante hacer notar que
los dos conjuntos de personas cuestionadas eran ajenos entre si, pues los estudiantes no
habian recibido clase de aquellos profesores ni siquiera los conocian pues estudian y trabajan
respectivamente en lugares distantes. Estos resultados nos permiten plantear dos hipotesis
bésicas: ;Los significados graficos atribuidos al lenguaje variacional podrian ser independientes
del sistema semidtico? o ¢ Los significados atribuidos a los términos creciente y f(x+h)f(x)>0
(expresion que indica que: f(x+h)f(x) es positivo) y positivo (andlogamente con los términos
decreciente y negativo) guardan una relacion de concomitancia? Estas preguntas seran’
objeto de proximos estudios.

5. Sobre la estabilidad y cambio de concepciones alternativas

Una vez detectadas las concepciones alternativas la pregunta frecuente que plantean los
profesores radica en que si esas concepciones son estables o pueden ser removidas en el
proceso de ensefianza y aprendizaje. Existen varias respuestas al respecto. Confrey (1990)
sefiala que:

a) Antes del estudio formal, las personas sostienen firmemente sus sistemas de creencias
descriptivas y exploratorias.

b) Estos sistemas de creencias difieren de lo incorporado dentro del curriculo normal.

c) Ciertas constelaciones de estos sistemas de creencias muestran una consistencia que
se remarca a través de edades, habilidades y nacionalidades.

d) Estos sistemas de creencias son resistentes al cambio a través de la ensefianza
tradicional.

Pozo (1996) es coincidente con estas posiciones, sin embargo seifiala las condiciones en las
que es posible un cambio conceptual:
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a) El aprendizaje de conceptos cientificos no consiste s6lo en reemplazar unas ideas
cualesquiera por otras cientificamente aceptadas, sino que en el aprendizaje existe una
cierta conexion genética con la teoria alternativa del alumno y la teoria cientifica que
se le pretende transmitir. ’

b) Para que el alumno pueda comprender la superioridad de la nueva teoria es preciso
enfrentarle a situaciones conflictivas que supongan un reto para sus ideas.

c) A partir de lo anterior, puede deducirse que Ja toma de conciencia por parte del alumno
es un paso indispensable para el cambio conceptual. Los conceptos alternativos de los
alumnos suelen ser implicitos. Un primer paso para su modificacion sera hacerlos
explicitos mediante su aplicacion a problemas concretos.

Desde la década de los setentas en la pedagogia soviética se habia ya planteado la Ensefianza
Problémica, (Majmutov, 1983) como una teoria en la que se concibe que, el desarrollo de
la actividad cognoscitiva es posible mediante el enfrentamiento y superaciéon de las
contradicciones en el proceso de ensefianza. La contradiccion se concibe como una fuerza
motriz de la ensefianza problémica en general y del proceso del aprendizaje problémico en
particular, con la condicidn de que adquiera un carcter interno, que se haga una contradiccién
en la conciencia del propio escolar, en su personalidad en general, y que él tome conciencia
de ésta como una dificultad. Esta teoria es coincidente con la planteada por los autores
citados en los parrafos anteriores, ademas es una forma posible de encarar las concepciones
alternativas y desarrollar el pensamiento de los estudiantes.

Investigaciones recientes (Sinatra y Pintrich, 2003) sefialan los defectos comunes de los
enfoques pasados respecto del cambio conceptual intencional. Estos enfoques sobre la
investigacion sobre el cambio conceptual desde 1a educaciéon de la ciencia y desde las |
perspectivas de la psicologia del desarrollo cognitivo se enfocaron en detallar la estructura
de las representaciones del conocimiento existentes en los aprendices, y los medios por los |
cuales los profesores y los métodos instruccionales podrian facilitar cambios en esas
concepciones. Ellos afirman que ambas perspectivas sugieren que si los aprendices reconocen
y.se vuelven concientes del conflicto entre su conocimiento existente y la concepcion
cientifica, el cambio conceptual es posible. Sugieren que la pedagogia del cambio conceptual
es un asunto de colocar a los estudiantes en circunstancias que iluminen los puntos en
conflicto. Sin embargo, argumentan que el conflicto cognitivo y un involucramiento profundo
a menudo son insuficientes para inducir el cambio; el cambio a menudo no ocurre, incluso
en situaciones disefiadas para promover la reestructuracion del conocimiento, debido a
caracteristicas del aprendiz tales como la motivacion, la resistencia afectiva, y las creencias
de los aprendices. Aunque recientemente ambas tradiciones de investigacion del cambio
conceptnal han comenzado a reconocer el rol de estas caracteristicas, ambas no enfatizan
suficientemente el grado en que éstos son factores de control en el proceso de cambio.

Estos ultimos hallazgos nos advierten que los cambios conceptuales no son procesos
determinados sdlo por el hecho de que los estudiantes entren en conflicto cognitivo y
reestructuren su conocimiento, sino hay que considerar los factores como la motivacion,
las resistencia afectiva y las creencias. Por nuestra parte creemos que un acercamiento hacia
estos problemas desde una perspectiva integral y sistémica podria dar respuestas acera de
los factores de control en el proceso del cambio conceptual. Estos acercamientos en el
terreno de la investigacion pueden ser posibles bajo la perspectiva socioepistemolégica.
Hacia ese rumbo se encaminan nuestros futuros trabajos.
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