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Resumen

La transferencia del conocimiento es una catalogada como una de las habilidades de orden superior .
Esta habilidad, correlacionada directamente con el modelar matematicamente problemas de otras
disciplinas, esta en tierra de nadie curricularmente hablando, situacion que provoca la reflexion entre
los docentes de matematicas, de los niveles educativos medio superior, superior y de posgrado. Tal
problematica es enfrentada por el grupo internacional de investigacion en matematicas en el contexto
de las ciencias . En el presente investigacion, se muestra el caso de transferencia del conocimiento de
las ecuaciones diferenciales parciales hacia la cuerda vibrante. La metodologia a seguir consté de dos
bloques el primero de tipo descriptivo en donde se contextualiza a las ecuaciones diferenciales
parciales a través de la cuerda vibrante para detectar los indicadores del proceso de transferencia de
conocimiento. La segunda de tipo experimental en donde se pone a prueba la estratega didactica de la
matematica en contexto, para lo cual se selecciona un grupo de estudiantes, se les diagnostica respecto
a su infraestructura cognitiva, tomando en cuenta los indicadores detectados referentes a esta etapa, se
instrumenta la didactica de la matematica en contexto y se analiza el grado de transferencia que han
logrado los alumnos sobre el eje de los indicadores.

Introduccion

La presente investigacion se fundamenta en la fase didactica de la teoria de la
matematica en el contexto de las ciencias, cuyo objetivo es el estudio de la
matematica en el contexto de la ingenieria como didactica para la ensefianza de las
matematicas en escuelas de ingenieria (Camarena). En otros foros académicos se han
presentado trabajos similares en el contexto de la ingenieria (Zufiiga, Camarena y
Muro). En esta ocasion se han elegido a las ecuaciones diferenciales parciales por ser
un tema problematico para los estudiantes y por representar modelos complejos de la
fisica e ingenieria. En esta presentacion se ofrece un caso particular de las ecuaciones
diferenciales parciales, la llamada ecuacion de onda, la cual, entre otros, modela la
cuerda vibrante.

Una de las asignaturas dificiles para el estudiante es el correspondiente analisis
matematico para funciones de varias variables, el cual se hereda de la propia
matematica, ya que dentro de ésta el tema correspondiente a funciones de varias
variables es de los mas complejos. Por lo que las ecuaciones que se derivan de este
topico también resultan complejas para los alumnos, en particular las ecuaciones
diferenciales parciales.

Luego, se puede decir que si el tratar con derivadas parciales es complejo, mas
complicado el aplicarlas y el formular ecuaciones diferenciales parciales a partir de
un problema dado, es decir, el modelar problemas de la ingenieria o de la fisica, en
donde este modelaje se lleva a cabo a través de las ecuaciones diferenciales parciales
es practicamente imposible para los estudiantes, sobre todo ya que existe el
antecedente de que los profesores de matematicas (Camarena), estadisticamente
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hablando, no presentan a la matematica contextualizada en el 4rea de la ingenieria en
donde la imparten.

En general los libros de texto que abordan ecuaciones diferenciales parciales no
modelan situaciones de la fisica o la ingenieria, y cuando llegan a hacerlo lo tinico
que aparece es la ecuacion que describe el fendémeno, pero no se muestra como se
lleg6 a la ecuacion.

Por lo antes expuesto es que en esta investigacion se ha elegido la contextualizacion
de las ecuaciones diferenciales parciales. Por otro lado, la matematica en el contexto
de la ingenieria proporciona una didactica especifica para impartir clases a futuros
ingenieros ya que favorece el proceso de la ensefianza y el aprendizaje segun
Camarena.

La Contextualizacion de la ecuacion de onda

Las ecuaciones diferenciales parciales tienen aplicaciones en varias areas de la
ingenieria, no todo tipo de ecuaciones en derivadas parciales son necesarias en una
ingenieria en particular (Camarena). Para el caso de la ingenieria en electronica y
ramas afines son unas cuantas las ecuaciones diferenciales parciales que se emplean,
entre éstas se encuentra la ecuacion de onda la ecuacion de calor, la ecuacion de
Laplace, etc. Para la ingenieria mecanica se requiere de la ecuacion de onda y otras
ecuaciones en derivadas parciales del tipo parabdlico. La ecuacion de onda también
es utilizada en ingenieria civil. Lo anterior conduce a elegir la ecuacion de onda por
ser utilizada en varias ingenierias.

Como lo marcan las etapas de la matematica en contexto, al contextualizar un tema
especifico iran surgiendo los temas matematicos que deberan ser tratados para la
solucion del modelo matematico que nace de la contextualizacion. Se tiene una
cuerda que se pone a vibrar, la cual da origen a la ecuacién de onda, al tener que
resolver esta ecuacion para enfrentar el problema planteado, se tendra que introducir
el método de variables separadas para ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
y la clasificacion de este tipo de ecuaciones. También se tendran que definir las
condiciones iniciales y las de frontera del problema que se aborda.

Sea una cuerda de densidad uniforme, la cual se tensa y se sujeta de sus extremos y
por alguna razon se pone a vibrar, el problema que se tiene es el de conocer la forma
del movimiento de la cuerda, es decir, como vibrara la cuerda.

Si se representa geométricamente la cuerda tensa, ésta se vera como un segmento de
linea, para poder llevar a cabo el modelaje del problema, una de las etapas de la
contextualizacion, se ubican los ejes coordenados en tal representacion geométrica,
por comodidad se coloca el origen en uno de los extremos del segmento y se hace
coincidir el eje horizontal de la variable independiente con la cuerda.

Véase la grafica No.1.
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GRAFICA No. 1. Ubicacién geométrica en los ejes coordenados XU de una cuerda
tensa de longitud L.

Al ser una cuerda que esta vibrando la posicion de los puntos sobre la cuerda respecto
a los ejes coordenados variara en funcién del tiempo, por lo que la ecuacion que
describe el movimiento de la cuerda vibrante sera una funciéon u que dependera de la
variable independiente x y de la variable tiempo t, luego, u=u(x,t).

Para determinar la ecuacion que describe el movimiento tomese un diferencial de
arco de cuerda, el cual se muestra en la figura No. 1.
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FIGURA No. 1 Arco de cuerda AS.

En el diferencial de arco de cuerda AS de la figura anterior, la fuerza vertical que
actua sobre el segmento AS esta dada por una fuerza & sen 0 que tira hacia arriba y
otra & sen ¢ hacia abajo, por tanto, la fuerza vertical es: & sen 0 - & sen ¢

Por otro lado, como se trata de un diferencial de arco, entonces, los angulos 0 y ¢ son
muy pequeios, lo cual induce las siguientes relaciones, validas solamente para
angulos muy pequefios: 0 =~ sen 0 =~ tan 0 y ¢ ~sen ¢ ~ tan ¢

Ademads: tan 0 = uy(x+Ax,t) y tan ¢ = ux(x,t)

Aplicando la segunda ley de Newton, la cual establece que la fuerza es igual a la
masa por la aceleracion, se tiene que: Masa de la cuerda: fAS; Aceleracion:

Uu(X,t)

Luego, f AS u(x,t) = & ux(xtAX,t) - € ux(x,t)

Como la cuerda esta tensa las vibraciones seran muy pequefias, por lo que AS = Ax.
Asi:

u(X,t) = (&/F) [ux(xt+Ax,t) - ux(x,t)] / Ax

Tomando el limite cuando Ax — 0 y haciendo a’=(&/f), se obtiene la ecuacion
diferencial parcial: ug(x,t) = a’ u(X,t) ....... (1), llamada ecuacion de onda.

Las condiciones del problema. Se menciond en el planteamiento del problema que la
cuerda estaba sujeta de sus extremos, lo cual se representa matematicamente de la
siguiente manera: Si u=u(x,t) es la posicion de la cuerda en un tiempo t, en donde la
variable x es tal que 0< x < L, véase la grafica No. 1, entonces: a) La cuerda esta
sujeta en su primer extremo, significa que x=0 & u=0 para cualquier tiempo t, luego,
u(0,t)=0. b) La cuerda esta sujeta en su otro extremo, significa que x=L & u=0 para
cualquier tiempo t, luego, u(L,t)=0. A estas condiciones se les conoce con el nombre
de condiciones de frontera, ya que limitan fisicamente a la cuerda, es decir, es su
frontera (los extremos de la cuerda).
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Por otro lado, si la cuerda tiene cierta posicion al inicio del problema, por ejemplo la
forma u=f(x), entonces, lo que se esta diciendo es que cuando el tiempo es igual a
cero (tomando por convencion que al inicio del problema se hace correr el tiempo
desde cero) se tiene la condicion: u(x,0)=f(x). Y si en ese momento por alguna razéon
se pone a vibrar la cuerda, lo que se tiene es una velocidad g(x) en esa cuerda, la que
produce el movimiento, luego: uy(x,0)= g(x). Estas condiciones son semejantes a las
condiciones iniciales de las ecuaciones diferenciales ordinarias, y efectivamente,
también se les llamaran condiciones iniciales.

Solucién de la ecuacion diferencial parcial®'.
Primero se le hace observar al estudiante que la ecuacion diferencial parcial (1):
ug(X,t) = azuxx(x,t), es una ecuacion diferencial parcial del tipo lineal homogénea:
uw(X,t) - a’ Uxx(x,t) = 0.
Que para este tipo de ecuaciones existe un método de solucion denominado: variables
separadas. A diferencia con el método de variables separadas para las ecuaciones
diferenciales ordinarias en donde se aplica cuando la expresion de la ecuacion
diferencial posee separadas las variables, es decir, cuando es de la forma: P(x) Q(y)
dx + R(x) S(y) dy = 0, en las ecuaciones diferenciales parciales el método de
variables separadas consiste en suponer que la que tiene separadas las variables no es
la ecuacion diferencial sino la funcion solucion de la ecuacion diferencial parcial.
Luego, para poder resolver la ecuacion de onda se presupone que la funcion solucion
tiene separadas sus variables, o sea, que:  u(x,t) = X(x) T(t) ....... (2) Después se
sustituird esta propuesta en la ecuacién de onda, obteniéndose: T’’(t) / T(t) = a’
XX/ X(X) ... 3)
Esta ultima relacién solamente puede ser cierta si cada término de la igualdad es
constante, luego, se deben satisfacer al mismo tiempo las dos ecuaciones que dan
origen al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y lineales formado por las
ecuaciones: T”(t)/T(t)=K y a’X’(x)/X(x)=K. La constante K se denomina constante
de separacion, ya que a la ecuacion (3) la separd en dos ecuaciones. Como es del
conocimiento del alumno la solucion para cada una de estas ecuaciones es:
i) Para K=0, T(t) = At+B y X(x) = Cx+D dando origen a u(x,t) = (Cx+D)(At+B)
ii) Para K>0, se puede suponer que K=s, T(t) = Ae™ + Be™ y X(x) = Ce™* + De™*,
generandose u(x,t) = X(x)T(t) = (Ce™* + De™*)(Ae™ + Be™)
iii)Para K<0, se puede suponer que K=-s%, T(t) = Acos st + Bsen st y X(x) = Ccos
sx/a + Dsen sx/a, obteniéndose u(x,t) = X(x)T(t) = (Ccos sx/a + Dsen sx/a)(Acos st
+ Bsen st)
Por otro lado, se tienen cuatro constantes de integracion y se conocen cuatro
condiciones del problema, a saber, dos condiciones de frontera y dos condiciones
iniciales, por tanto, sera posible determinar una solucion particular de la ecuacion de
onda para esas condiciones. Sustituyendo las condiciones de frontera en las
propuestas i) y ii) se observa que la solucion que las satisfacen es la solucion trivial,
la cual implica que no hay movimiento. Para la propuesta iii) después de aplicar las
condiciones de frontera se genera la solucion: u, = uy(X,t) = X(X)Tu(t) = (sen
nnx/L)(E, cos annt/L + F, sen annt/L). Habra tantas funciones solucion u=u(x.t), de

2! Por razones de espacio se redujo el desarrollo de la solucion de la ecuacion diferencial parcial.
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la ecuacion de onda, como valores tomen las n. En las ecuaciones diferenciales
parciales lineales y homogéneas la suma de soluciones también es solucion. Por tanto,

es solucion de la ecuacion diferencial parcial (1) la siguiente: u = u(x,t) ZZ Up

iyl

:Z sen (nmx/L)(E, cos annt/L + F,, sen annt/L) ....... (4)

=l
Obsérvese que esta ecuacion posee solamente dos constantes de integracion y faltan
dos condiciones para determinar de manera Unica la solucidon de la ecuacion de onda.
Al sustituir las condiciones iniciales se determinan las constantes de la ecuacion (4),
en donde los E, y F, son los coeficientes de la serie de senos de Fourier dados por las
ecuaciones (5) y (6):

L L
E.= (l/L)I f(x) sen (nmtx/L) dx ....... (5)F, = (1/anm) j f(x) sen (nmx/L) dx ....... (6)
0 0

La transferencia del conocimiento

La transferencia del conocimiento es una de las habilidades catalogadas entre las de
orden superior (Nickerson, Perkins y Smith). Entendida como la habilidad que tiene
un individuo para plasmar su bagaje matematico en la resolucion de un problema, asi
como saber emplear las habilidades formativas que ofrece la matematica en la
resolucion de problemas de toda indole cientifica, esto es, desde transitar entre el
lenguaje natural y el lenguaje matematico (en ambas direcciones) cuando se trata de
fendmenos o problemas de otras areas cientificas, hasta hacer uso del espiritu
cientifico, critico y analitico que desarrolla la matematica en cualquier tarea
profesional.

El término de transferencia del conocimiento también empleado por Ausubel, lo
sustenta en su teoria sobre aprendizajes significativos, entendidos como aquellos que
tienen significado o sentido para el estudiante.

Para determinar la significancia del contenido a ensefiar, Ausubel establece que el
nuevo conocimiento debera de ser relacionado con otros conocimientos familiares, en
donde los elementos sustanciales son en relacion con la disciplina que estd en
tratamiento. Se considera que la forma de dar esta relacion no necesariamente es a
través de la misma disciplina, sino a través de algo que sea atractivo para el alumno,
como lo son las propias asignaturas de su carrera profesional. De hecho, este
supuesto es un elemento de la teoria de la matematica en el contexto de las ciencias,
en donde se ha demostrado que la vinculacion de la matematica con las areas de
estudio de la carrera en cuestion es un gran elemento motivador y significante.

La deteccion de los indicadores de la transferencia del conocimiento se lleva a cabo
buscando todos los factores de asociacion con el tema o concepto involucrado.

Si observamos que lo planteado es un problema y se toman en cuenta las etapas de
Polya se puede decir que la transferencia del conocimiento se presenta en la primera,
segunda y cuarta etapas, ya que la primera requiere de representar el problema en
otros registros para pasar a la segunda etapa y construir el modelo matematico,
mientras que la cuarta etapa lleva a cabo el proceso inverso al de la primera etapa, es
decir, los resultados matematicos ahora se traducen al lenguaje del problema para
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darle la solucion requerida, llevandose a cabo nuevamente transferencia del
conocimiento.

En la primera etapa esta presente el transito entre los diferentes registros de los
objetos involucrados, para que se favorezca el conocimiento es necesario transitar
segiin sea el caso entre los registros aritmético, algebraico, analitico, visual y
contextual, siendo un primer indicador de la transferencia del conocimiento.

La segunda etapa, que corresponde a la construccion del modelo matematico pone de
relieve los diferentes enfoques que debe tener un concepto matematico. En la
matematica en el contexto de las ciencias se ha hecho mucho hincapié en el hecho de
que cada concepto o tema matematico posee diferentes enfoques y que es necesario
conocer aquellos que son empleados en la carrera de estudio. Constituyéndose un
segundo indicador de la transferencia del conocimiento.

En esta segunda etapa también se muestra la necesidad de hacer “consideraciones”
para poder realizar la modelacion matematica, es decir otro indicador de la
transferencia del conocimiento estd dado por las equivalencias de conceptos
matematicos bajo ciertas condiciones.

Un indicador que garantiza el que los conocimientos matematicos sean aplicados a
cualquier tipo de problema es la descontextualizaciébn de los temas y conceptos
matematicos cuando se usa la didactica de la matematica en contexto, siendo éste otro
indicador mas para la transferencia del conocimiento.

No significa que sean los tnicos los indicadores aqui mencionados, sino que son los
que han salido a la luz en esta investigacion. Se estd en la busqueda de mas
indicadores.

La etapa experimental

Para la seleccion de los estudiantes y para que se pudiera medir la variable
transferencia del conocimiento se controlaron las variables relativas a Ia
infraestructura cognitiva, en la nomenclatura de Ausubel (conocimientos previos) de
tal forma que la seleccion de la muestra se dividié en dos estratos: los que poseian
“buenos conocimientos” y los que no los poseian. Los conocimientos elegidos, de
acuerdo a la contextualizacion fueron los conceptos sobre derivacion, ecuacion
diferencial, solucion de una ecuacion diferencial, condiciones iniciales y solucion de
ecuaciones diferenciales parciales por separacion de variables. Cabe mencionar que
otra variable que se tomo en cuenta fue el conocimiento acerca del problema sobre la
cuerda vibrante.

El grupo experimental constd de catorce estudiantes de tercer a quinto semestres de la
carrera de Ingenieria en Comunicaciones y Electronica. Se les coment6 lo que se
perseguia con la experimentacion. Se les planted el problema de la cuerda vibrante, se
les pidi6 que lo resolvieran, para lo cual trabajaron en equipos de dos personas.
Después del analisis de la informacion se concluyd, con diferentes grados de
profundidad, que: la transferencia del conocimiento estd intimamente relacionada con
los conocimientos previos que posee el estudiante. Los estudiantes con buenas bases
obtienen la transferencia del conocimiento, mientras que los estudiantes con malas
bases no lo logran. Nuevamente se observo la motivacion que ofrece la matematica
en contexto a los alumnos.
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Conclusiones

Los alumnos al saber para qué les van a servir las matematicas que estudian se ver
motivados hacia el curso de matematicas, incidiendo en su buen desempeiio escolar.
La matemadtica en contexto favorece la transferencia del conocimiento.
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