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Resumen

En este articulo se reportan los resultados de una investigaciébn que explora las concepciones
alternativas de profesores y estudiantes de bachillerato acerca del comportamiento variacional de
funciones. Para tal exploracion se disefid un cuestionario en el que se usan los sistemas de
representacion verbal, grafico y analitico. En especial se exploraron concepciones relativas al
comportamiento variacional de funciones [v. gr: Para qué x, f(x)>0], comportamiento variacional y
signo simultdneamente [v. gr: Para qué x se cumple que: /' (x)>0 y f{x)<0] y las relativas a los procesos
de reversibilidad: [v. gr: Dada f"(x) esbozar f{x) y viceversa]. Los resultados indican que una cantidad
significativa de encuestados, creen que f(x)<O si su grafica estd en el semieje negativo de las x;
consideran a f"(x) como asociada a un punto y no al comportamiento de f{x); la mayoria se muestra
imposibilitado para transferir informacion variacional de la grafica de f'(x) a f{x).

Elementos basicos de la investigacion

Problema y objetivo. Varios trabajos de investigacion (Dolores, 1996; Dolores, 1998;
Dolores/Guerrero/Medina/Martinez, 2001; Dolores/Guerrero, 2002; Caceres,1997)
muestran que en situacion escolar, el desarrollo del pensamiento y lenguaje
variacional (PLV) en estudiantes universitarios y preuniversitarios es muy deficiente.
En el marco de este problema global, adoptamos un problema especifico: como se
manifiestan en los profesores y estudiantes de bachillerato de un mismo subsistema
educativo esas deficiencias, en especial cuando analizan el comportamiento de
funciones. El analisis de funciones es muy importante en la escuela media y superior
pues en €l se sintetiza el objetivo primordial de la matematica de las variables. Por
ello en esta investigacion nos planteamos como objetivo, detectar y caracterizar las
concepciones alternativas de profesores y estudiantes de bachillerato sobre los
aspectos basicos del analisis de funciones.

Elementos teoricos. El PLV es parte del pensamiento matematico avanzado y
comprende las relaciones entre la matematica del cambio por una lado y los procesos
del pensamiento por otro; implica la integracién de los dominios numéricos, desde los
naturales hasta los complejos, conceptos de variable, funcion, derivada e integral, asi
mismo sus representaciones simbolicas, sus propiedades y el dominio de la
modelacion elemental de los fenomenos del cambio (Cantoral, 1997). Por otro lado,
las representaciones semioticas juegan el papel de mediatizadores del conocimiento
en la actividad matematica, a través de ellos, las representaciones mentales se
exteriorizan para fines de comunicacion y son al mismo tiempo esenciales para la
actividad cognitiva del pensamiento, ya que aquellas dependen de la interiorizacion
de las representaciones semidticas (Duval, 1998). Los rasgos caracteristicos del
comportamiento de las funciones de nuestro interés son: crecimiento, decrecimiento,
puntos estacionarios; region donde la funcion es: positiva, negativa o nula; estos
rasgos pueden ser expresados (o mediatizados) en forma verbal, numérica, grafica,
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analitica, etc. y se constituyen en los medios que adoptamos para explorar
concepciones de los profesores y estudiantes. En los medios escolares se cree que las
graficas son de gran ayuda para visualizar el comportamiento de funciones. Sin
embargo, con frecuencia esas visualizaciones y los significados que los estudiantes
atribuyen a las gréaficas no son congruentes con los significados aceptados en textos o
los que comparten los expertos. Esta incongruencia causa conflictos en la
comprension y aceptacion de los significados, por ello ha recibido varias
denominaciones: errores, errores sistematicos, preconcepciones y concepciones
alternativas. El término error enfatiza la incongruencia entre el conocimiento de los
alumnos y el conocimiento cientifico aceptado, las preconcepciones se caracterizan
por aquel tipo de conocimiento precientifico formado por las experiencias cotidianas
y que estd fuertemente arraigado en la mente, las concepciones pueden o no ser
acordes con los significados aceptados por textos y expertos, por nuestra parte en este
trabajo adoptamos el término concepciones alternativas en el sentido de Confrey
(1990), Mevarech y Kramarsky (1997), porque enfatiza lo que las personas piensan o
saben por sobre lo que no conocen.

Metodologia. De acuerdo con los resultados obtenidos en la primera parte de esta
investigacion, (Dolores/Guerrero 2002) y que consistio en la aplicacion de un
cuestionario a 16 profesores integrado por 9 preguntas, se procedio al disefio de un
segundo cuestionario para ser aplicado a los estudiantes del mismo subsistema
educativo en el que imparten clase los profesores, esto con la finalidad de tener
mayores elementos para describir la situacion que prevalece al respecto. Dicho
cuestionario se estructur6 para que permitiera extraer informacion sobre las
concepciones de los estudiantes al analizar el comportamiento de funciones por
medio de los sistemas de representacion grafico, analitico y verbal. Se plantearon
ocho situaciones disefiadas sobre la base de tres criterios: dadas las condiciones
analiticas de f'(x) construir o seleccionar f{x), dadas las condiciones (en forma verbal)
de f'(x) seleccionar f{(x), y, dada la grafica de f"(x) construir f{x).

CUADRO 1. CARACTERISTICAS DE LAS PREGUNTAS DEL
CUESTIONARIO
PREGUNTAS TRANSICION DADA LA CONDICION VARIACIONAL

EN FORMA:
1,2,3 Analitico-  Analitica de f'(x), seleccionar la grafica de
Grafico fx)
4,5 Verbal-grafico Verbal de f'(x), seleccionar la grafica de f(x)
7 Analitico-  Analitica de f(x), construir grafica de f{(x)
Grafico
6, 8 Grafico-grafico Grafica de /'(x), construir la grafica de f{x)

El cuestionario se aplico a 100 estudiantes de 7 planteles de una institucion de
educacion media superior del estado del centro del pais que ya habian acreditado sus
cursos de calculo. A continuacion se presenta el analisis de las respuestas, siendo
importante aclarar que se retoman las concepciones alternativas manifestadas por los
profesores, presentando simultaneamente los resultados cuando fue pertinente ante
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cuestionamientos iguales o similares; las graficas correspondientes a cada una de las
preguntas (cuando fueron proporcionadas) aparecen en el Cuadro 2.

Analisis de las respuestas dadas al cuestionario

Pregunta 1. En qué grafica se cumple que f'(x) < 0 para toda x? El 52% de los
estudiantes encuestados, asociaron como funcion decreciente a la grafica 1B, misma
que ademas es negativa, por otra parte, el 26% eligi6 la opcion 1C (también
negativa), en tanto que las gréaficas 1?, 1D y 1E, fueron consideradas en un 15, 14 y
14% respectivamente. Siendo preciso resaltar que los profesores, ante una pregunta
similar, asociaron correctamente a la grafica en cuestion en un 40% y sélo el 20%
asocid con funcion decreciente a aquellas graficas en las que f{x) < 0.

Pregunta 2. En qué grafica se cumple que f’(x) >0y f{x) < 0. Los estudiantes
consideraron en un 30%, que la grafica mostrada en 2E satisface las condiciones
solicitadas, sin embargo en esta grafica se observa que f(x) > 0 pero las abscisas son
negativas, por otra parte, en un 28% de los casos eligieron a las opciones 2* y 2D, en
las cuales se tiene que en ambas f(x) > 0, la opcion 2B fue seleccionada en un 25%
por un 23% de la opcion 2C; en estos dos Ultimos casos se tiene que f{x) < 0.

Pregunta 3. En qué grafica se cumple que f’(x) <0y f{x) > 0. Para las graficas que
satisfagan las condiciones de funcion decreciente pero de signo positivo, los alumnos
asociaron a la grafica 4B en el 34% de los casos, en esta grafica se observa que f{x) <
0 y con abscisas negativas; en tanto que, el 33% eligi6 a la grafica mostrada en 3C en
la que f{x) < 0y con abscisas positivas, por otra parte y en porcentajes menores, los
estudiantes asociaron en un 28% y 23% respectivamente a 3D y 3" ambas graficas de
funciones positivas, finalmente al inciso 3B, lo seleccionaron en un 10%.

Pregunta 4. Escriba sobre la raya correspondiente: funcion creciente y positiva, o
bien, funcion decreciente y negativa, segun el comportamiento de sus graficas.
Los profesores asociaron simultdneamente en un 66.7% a las graficas 4* y 4C con las
condiciones creciente y positiva, en tanto que los estudiantes hicieron lo propio en un
48%. Por otra parte en el caso de las graficas 4D y 4E, el 53% de los profesores
considera que la grafica mostrada es decreciente y negativa mientras que para los
estudiantes la grafica 4D cumple dichas condiciones en un 52% y para 4E, el 39% de
los estudiantes considera que la grafica es creciente y positiva. Finalmente para la
grafica 4B, los profesores y estudiantes consideraron que esta es decreciente y
negativa en un 93% y 72% respectivamente, en tanto que para 4F, hicieron lo propio
en un 80% y 51% correspondientemente.

Pregunta 5. Escriba sobre la raya correspondiente: funcion creciente y negativa,
o bien, funcion decreciente y positiva, segiin el comportamiento de sus graficas.
La grafica mostrada en 5D, es creciente y negativa para el 53% de los profesores y el
45% de los estudiantes, mientras que la grafica SE es decreciente y positiva para el
53% de profesores y 23% de los alumnos (afirmaciones correctas). Para el caso de la
grafica 5% el 60% y 39% de los profesores y alumnos respectivamente considera que
es creciente y negativa, en tanto que para 5B asocian la misma caracteristica el 13% y
40% de los encuestados; por otra parte, en relacion a la grafica S5F los porcentajes de
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asociacion entre esta grafica y la condicion decreciente y positiva fueron del 20%
para profesores y 41% para estudiantes. Del analisis de las asociaciones hechas en las
preguntas 3 y 4, se observd que existe cierto sector de encuestados que consideran
que una funcion es creciente si es positiva, aumentando el porcentaje de asociacion en
aquellas graficas en las que x>0; en tanto que una funcidn es decreciente si ésta es
negativa privilegiando el caso en el que x<0.

Pregunta 6. Se muestra una porcion de la grafica de la funcion f'(x) en torno de x
= a, esboce la grafica de f(x) en torno a ese punto. El 75% de los profesores
realizaron producciones, mientras que los estudiantes lo hicieron en un 45% de los
casos. De las producciones hechas por los profesores, tenemos que en el 83.4% de los
casos, se consider6 al punto (a, 0) como un cero de f{x), esta cifra contrasta con el 9%
de los estudiantes que realizaron graficas con iguales condiciones. En relacion a la
produccién de los estudiantes que mayor frecuencia presentd, fue una reflexion
respecto al eje de las ordenadas (f(-x)) con el 32% de la poblacion. Solo uno de los
profesores fue capaz de esbozar una grafica que cumple con las condiciones
solicitadas.

Pregunta 7 A. Si f{x) tiene un solo punto estacionario en x = -2, f'(x)> 0 para x<-2 y
f(x)>0 para x > —2. Esboce una grafica para f(x) que satisfaga estas condiciones y de
la formula de la funcion (pregunta para profesores). El 66.7% de los profesores que
realizaron al menos un esbozo para las condiciones solicitadas, asocié al punto
estacionario de la funcién con el cero de la misma. Con estos datos es posible
considerar que existe confusion entre f{x) y f'(x), al menos en x=a. El 45.5%, esboza
graficas que cumplen con las condiciones de f{x)>0 para x<-2 y para x>—2, aunque
estas condiciones debieron cumplirse pero para f'(x). Un 27.3% bosquejo una grafica
que cumple las condiciones solicitadas para f(x), solamente un profesor no asocio al
punto estacionario con el cero de la funcion. Solamente uno de los encuestados
construy6é una grafica que cumple con todas las condiciones solicitadas. Existe
proclividad a confundir a f{x) con f"(x) al menos en un 60% de los casos.

Pregunta 7 B. Trace la grafica de f{(x), si se sabe que: tiene puntos estacionarios en
x=1y x=3; f’(x) >0 para x<I, 1" (x)<0 en el intervalo 1< x <3 y f(x) >0 parax >3
(pregunta para alumnos). Para esta pregunta, el 47% de la poblacion realizé alguna
produccion siendo 25 esbozos diferentes, sin embargo en 72% de ellos es manifiesto
que los estudiantes confunden al menos un punto estacionario con la interseccion de
la grafica con el eje de las abscisas, esbozando incluso una grafica que cumple con las
condiciones pero para f{x) y no para f’(x), es posible que para ellos sea cierto que

f(xo) :f’(xo)-

Pregunta 8 A. La grafica siguiente corresponde a cierta f"(x), esboce al menos una
que corresponde a f{x) (pregunta para profesores). El 56.3% de los profesores
realiz6 alguna produccion, de las cuales, el 44.4% de los casos consistid en un esbozo
de una grafica creciente, mientras que el 22% pretendi6 realizar un andlisis de f'(x) a
través de rectas tangentes en algunos puntos.

104



REPORTES DE INVESTIGACIONES TERMINADAS

Pregunta 8 B. Para la grafica siguiente esboce la grafica respectiva de f'(x)
(pregunta para alumnos). El 48% de los alumnos esbozo alguna grafica y fueron en
total 12 graficas diferentes, la mas representativa fue, con el 25% de los casos una
grafica que en forma de parabola que la reflexion de la curva dada respecto al eje de
las abscisas. Otras producciones aunque menos relevantes consisten en una parabola
con el eje focal coincidente con el eje de las abscisas con el 5% de los casos y una
grafica idéntica a la mostrada en el cuestionario con el 4% de los esbozos. Ninguno
de los alumnos dibuj6 una grafica que satisfaga las condiciones solicitadas.

CUADRO 2. GRAFICAS DADAS EN LAS PREGUNTAS 2, 3,4 ...9

Pregunta 4y 5 Pregunta 6 | pregunta | Pregunta
8-A 8-B

Concepciones alternativas encontradas

Cierto sector de los profesores y estudiantes cuestionados asocian consistentemente
las condiciones de crecimiento y funcion positiva (expresadas en forma verbal-
escrita) con las graficas correspondientes (66.7% y 48% respectivamente), mientras
que al pedirles que asocien las condiciones creciente y negativa (bajo las mismas
condiciones) por un lado, y decreciente y negativa por otro, los porcentajes
disminuyen sensiblemente (53% y 45%); sin embargo al realizar una revision del
resto de las respuestas hechas por los encuestados, se observan ciertas tendencias
como la de confundir el crecimiento de una funcioén (f"(x)>0) con su ubicacion en el
semieje positivo de las abscisas, en tanto que el decrecimiento de la funcion (f'(x)<0)
es asociada con las graficas cuya ubicacion es el semieje negativo de las abscisas, por
una parte y por otra y con mayor porcentaje (poco mas del 50%) se observa la
proclividad a relacionar la expresion f"(x)>0 con una grafica cuyas ordenadas sean
positivas, mientras que, aquella funciéon que posea ordenadas negativas, es asociada
con la expresion f'(x)<0. En términos generales notamos la tendencia de solo atender
una condicion cuando se planteaban dos simultaneamente. Es probable que esté
fuertemente arraigada la idea de asociar crecimiento con positividad y de crecimiento
con negatividad de la funcion.
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CUADRO 3. ALGUNAS PRODUCCIONES DE LOS ENCUESTADOS

Pregunta
6-A
produccion
es
profesores

Pregunta
6-B
produccion
es alumnos

Pregunta
7-A
produccion
es
profesores

{igys e le | an ZIN
HO20 17 1 -
L

Pregunta g I
produccion | | F Y ' il
es alumnos § 1\ - ‘

Pregunta
8-A
produccion
es
profesores

- x fies ¥ ﬂ‘(y):a
ORI |5

Pregunta
8-B
produccion
es alumnos

Se detectd gran proclividad tanto en los profesores como en los estudiantes a
considerar que, graficamente se cumple que f{xo) es equivalente con f"(xo), en virtud
de que alrededor del 80% de los profesores y el 70% de los estudiantes, construyeron
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graficas en las que hacen manifiesto que f{x,) = 0y f'(x,) = 0 son la misma expresion,
esto al menos en el tratamiento grafico.

En referencia al proceso de reversibilidad, el paso de la grafica de f’(x) a fix), es
escaso en profesores y practicamente nulo para los estudiantes, esbozando graficas en
las que buscan satisfacer las propias condiciones de f'(x) y no las correspondientes a
flx), solo trabajan en un mismo plano de coordenadas pues se muestran
imposibilitados para transferir informacion variacional del plano de coordenadas (x,
f(x)) al de coordenadas (x, f{x)) o viceversa. Generalmente el proceso de graficacion
de f"(x) dada f(x), es relativamente transitable (empiricamente) para los profesores,
pero no asi para los estudiantes quines se vieron imposibilitados de construir una
grafica que cumpliera con las condiciones solicitadas; ademas, en nuestra indagacion,
observamos que a los profesores al plantearles construir f{x) dada f"(x) esbozan rectas
tangentes en algunos puntos de la grafica de f"(x). Solo un profesor construy6 una
grafica aceptable.
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