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Resumen

En este trabajo presentamos los resultados obtenidos como consecuencia del dictado de un Curso de
Capacitacion para Profesores de EGB 3 y Polimodal, llevado a cabo en la Facultad de Ciencias Exactas y
Naturales de la Universidad Nacional de La Pampa. Aprovechando las alternativas que ofrece la evolucion
tecnoldgica para propiciar cambios en el enfoque de ensefiar y aprender matematica, teniendo en cuenta que la
informatica ocupa un lugar cada vez mas importante en nuestra sociedad y resulta de gran utilidad en el
campo educativo, les presentamos a los profesores una propuesta metodologica y didactica complementaria
para la enseflanza del tema Resolucion Numérica de Ecuaciones Polinomicas. Esta propuesta consiste,
basicamente, en utilizar métodos que usualmente no se ensefian en la Escuela de Nivel Polimodal, con el
complemento de la computadora como herramienta colaboradora. Estos métodos permitiran que el alumno
analice expresiones polindmicas que no tienen solucion exacta, que son de orden elevado y, por consiguiente,
son dificiles de tratar por medio de los métodos convencionales. Este tipo de expresiones provienen, por lo
general, de problemas técnicos o de situaciones problematicas de la vida real cuyo tratamiento puede motivar
al alumno, facilitando de esta manera el proceso de ensefianza - aprendizaje relativo a la Resolucion Numérica
de Ecuaciones Polinomicas de cualquier orden. La motivacion especial que nos condujo a la elaboracion y
dictado de este Curso fue la de intentar mejorar el proceso de enseianza - aprendizaje referido a esta tematica
en los niveles educativos citados anteriormente. Los participantes respondieron activamente a las distintas
propuestas de trabajo que se presentaron a lo largo del desarrollo del Curso. Es por ello que podemos concluir
que esta experiencia resultd positiva.

Introduccion

Buscar las raices de una ecuacion polinémica es uno de los problemas mas antiguos de las
matematicas, y en aplicaciones practicas es frecuente encontrarse con la necesidad de
resolver esta dificultad. Sabemos que s6lo las ecuaciones de orden bajo pueden resolverse
por formulas directas y van a dar valores exactos s6lo en ciertos casos. También algunas
ecuaciones previamente "preparadas" por el profesor, podran ser resueltas por formulas
directas y daran resultados exactos. Pero las ecuaciones que resultan de problemas técnicos
rara vez caen en esta situacion. De aqui que necesitamos recurrir a otros métodos para
resolver este tipo de problemas. Las técnicas numéricas que presentamos en este Curso de
Capacitacion para Profesores son adecuadas para solucionar estos problemas. El
aprendizaje de los métodos numéricos no s6lo aumenta nuestra habilidad para el uso de las
computadoras, sino también amplia la pericia matematica y la comprension de los
principios cientificos basicos. Cuando un profesor y alumnos se encuentran en clase, la
regla es que el primero estd ahi para ensefiar un saber determinado y los alumnos para
aprender este saber en concreto. El trabajo del profesor sera el de elegir puestas en escena
de saberes aceptables para los alumnos y eficaces respecto del objetivo de aprendizaje. Se
deben brindar las herramientas para la comprension del saber matematico, para ayudar a los
alumnos en sus esfuerzos para conceptualizar la realidad, para desarrollar su agilidad
mental y su espiritu critico. Las situaciones problematicas que surgen de las matematicas y
en otros contextos, constituyen un primer encuentro de los alumnos con los objetivos
implicitos, en el que se les ofrece la oportunidad de investigar por si mismos posibles
soluciones, bien individualmente o en pequefios grupos. Pensamos que los alumnos se
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veran mas motivados si les presentamos este tema a través de situaciones problematicas de
la vida real, relacionadas con otras asignaturas (fisica, quimica, etc.). Las ecuaciones que
resulten, en la mayoria de los casos, deberan ser resueltas por las técnicas numéricas que
desarrollamos en este Curso. Para resolver estas situaciones problematicas, los alumnos
deberan hacer un andlisis a priori de los datos y a posteriori de los resultados obtenidos.
Puede resultar productivo agregar actividades complementarias en donde tengan que
resolver este tipo de problemas, utilizando ademas la computadora como herramienta de
apoyo al docente y para fomentar el aprendizaje de los alumnos, provocar comportamientos
de iniciativa, busqueda de coherencia y espiritu critico. El objetivo fundamental de esta
propuesta metodologica y didactica ha sido el de intentar mejorar el proceso de ensefianza -
aprendizaje referido a esta tematica, promoviendo el protagonismo del sujeto y facilitando
el trabajo que, para alumno y profesor, supone la tarea de formacion.

Desarrollo
La razon principal para resolver ecuaciones polindmicas por medio de métodos numéricos,
es que esas ecuaciones no se pueden resolver por medio de féormulas directas y carecen de
solucion exacta, excepto para muy pocos problemas. Los objetivos generales que nos
planteamos para realizar este Curso de Capacitacion para Profesores fueron los siguientes:
Introducir a los participantes en el estudio de los métodos numéricos para resolver ecuaciones
polinémicas.
Proporcionar las herramientas para la solucion de problemas que se relacionan con las raices de
ecuaciones polinomicas, y que a menudo son imposibles de resolver analiticamente.
Tener la suficiente informacion para aprovechar satisfactoriamente una amplia variedad de
problemas que se relacionan con las raices de ecuaciones polindomicas.
Dominar las distintas técnicas, valorar su confiabilidad y estar capacitado sobre la eleccion para
escoger el mejor método (o métodos) para cualquier problema particular que involucre la
determinacion de las raices de una ecuacion polinémica.
Promover la comprension de la importancia de los métodos numéricos en la resolucion de
problemas que involucren ecuaciones polindmicas, vinculados con otras disciplinas.
Comprender y valorar la importancia de utilizar la computadora como una herramienta de
enseflanza - aprendizaje, para la determinacion de las raices de ecuaciones polinémicas.
Brindar herramientas teoricas y practicas basicas para la elaboracion de una clase de ensayo que
incluya las distintas técnicas numéricas analizadas a lo largo del Curso.
y los objetivos particulares fueron:
Entender la interpretacion grafica de una raiz.
Conocer la interpretacion grafica de los distintos métodos de aproximacion para la obtencion de
las raices de ecuaciones polindmicas.
Saber las diferencias fundamentales entre las distintas técnicas existentes para la determinacion
de las raices de ecuaciones polindmicas.
Aplicar los métodos de aproximacion para la obtencion de las raices de ecuaciones polindmicas
a situaciones problematicas de la vida real.
Orientar a los participantes en el proceso de formulacion y edicion de una clase de ensayo en
vinculacion con la resolucion numérica de ecuaciones polindmicas.
El Curso tenia una carga horaria total de 40 horas reloj, siendo 5 las reuniones presenciales
de 3 horas reloj cada una. En estas reuniones se introdujeron a los participantes en los
temas propuestos en el Curso, desarrollando la teoria basica necesaria para tal fin. Ademas,
en cada una de estas reuniones los participantes debian resolver distintas situaciones
problematicas referidas al tema previamente desarrollado, bajo nuestra coordinacion y
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orientacion. Con esta etapa se logrd una activa participacion de los cursantes, y el trabajo
colectivo y grupal de los mismos. En el ultimo encuentro se plantearon las dudas e
inquietudes referidas, fundamentalmente, a las diferentes propuestas de trabajo elaboradas
por los participantes (clase de ensayo). Las consultas sobre las propuestas de trabajo se
presentaron oralmente para su consideracion colectiva y eventual revision y / o correccion.
Las mismas podian ser elaboradas de manera individual o grupal (no mas de tres
integrantes por grupo). Para aprobar este Curso, los participantes debian presentar y
defender sus propuestas de trabajo (clase de ensayo).
A continuacidn, presentamos una version sintética del Programa Analitico que
desarrollamos durante el Curso:
Determinacion de las raices de una ecuacion polindmica. Distintos métodos (acotacion,
separacion, Regla de Descartes, Teorema de Sturm, Regla de Hua, Regla de las lagunas).
Desarrollo de ejemplos.
Aproximacion de las raices de una ecuacion polindmica. Distintos métodos (grafico, biseccion,
regla falsa, iterativo de punto fijo, secante, Newton, Newton — Raphson, DC o de diferencia de
cocientes). Desarrollo de ejemplos.
Si bien no se espera que todos los temas de este Programa sean tratados en un solo afio del
Nivel correspondiente, si se propone que alguno de estos contenidos los alumnos deberian
tener la oportunidad de aprender.
La estrategia utilizada para el analisis de cada uno de estos temas fue la de combinar la
ensefanza tradicional y las técnicas grupales de aprendizaje activo, utilizando la
computadora como herramienta colaboradora de las tareas a realizar.
En lo que respecta a la elaboracion de las diferentes propuestas de trabajo (clase de ensayo)
que debian presentar los participantes, hicimos hincapié en el hecho de que la
implementacion de las actividades debian tener como funcionalidad pretendida, facilitar el
aprendizaje como apoyatura de la explicacion del profesor. En la busqueda de las
actividades se debe tener en cuenta que cada alumno tiene sus propias necesidades,
motivaciones, deseos, aspiraciones, las cuales dependen de su estructura cognitiva y varian
por medio del aprendizaje. También es importante tener en cuenta las diferentes
motivaciones con que el alumno puede acercarse y recibir estas actividades: aprendizaje
basico de un tema, aprendizaje detallado, repaso de conocimientos, busqueda de
informacion “en profundidad” o en “amplitud”, autoevaluacion, evaluacion.
Ademas, las actividades deben estar basadas en problemas genuinos que atraigan el interés
de los alumnos, a fin de que los asuman como propios y deseen resolverlos.
Para elaborar y llevar a la practica (en un futuro) la clase de ensayo, se plantearon los
siguientes objetivos:
Que sea de facil comprension para los alumnos con un conocimiento minimo de matematicas.
Proporcionar las herramientas para la solucion de problemas que se relacionan con las raices de
ecuaciones polindmicas, y que a menudo son imposibles de resolver analiticamente.
Promover la comprension de la importancia de los métodos numéricos en la resolucion de
situaciones problematicas que involucren ecuaciones polinémicas, vinculadas con otras
disciplinas.
Capacitar a los alumnos para que practiquen los métodos numéricos en una computadora, y
comprueben la importancia de su utilizacion como una herramienta colaboradora para resolver
distintas situaciones problematicas de la vida real.
Proporcionar software que resulte facil de comprender.
Fomentar el trabajo como miembro participante de una grupo para el desarrollo de las
actividades, en funcion de favorecer la integracion grupal.
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Para alcanzar estos objetivos se deben tener en cuenta ciertos saberes previos:
El significado matematico de lo que es encontrar una raiz de una ecuacidén polindmica, sean
reales o complejas, tanto grafica como analiticamente.
Los métodos estandares para obtener las raices de una ecuacion polindmica, tanto con formulas
directas como a través de casos de factoreo, del teorema del resto u otros.
Trazado de graficos de funciones polindomicas, a partir de una tabla de valores.
Seguidamente presentamos algunas de las propuestas de trabajo (clase de ensayo)
elaboradas por los participantes:
Grupo 1
Una fibrica decide envasar 385.84 cm’® de jugo natural en envases de forma ciibica (tetrabrik) y cilindrica
(latitas), considerando que la base del cilindro es un circulo de 6.4 cm de diametro. Determinar la altura de
ambos envases, sabiendo que el cubo tiene 4.72 cm de altura menos que el cilindro.
La ecuacién es P(x) = x* - 14.16x> + 34.6852 x - 105.15405.
Aplica la Regla de Ruffini para acotar las raices del polinomio.
Mediante la Regla de Hua verifica si el polinomio tiene raices complejas.
Mediante el método de Newton aproxima el valor de la raiz del polinomio, utilizando como valor inicial, la

cota inferior que hallaste en el punto n° 2, iterando 2 veces. La derivada del polinomio es P'(x ) = 3x - 28.32
x + 34.6852.

Utilizando un software que realice graficos de funciones, obtiene la grdfica para comprobar el resultado
obtenido en el punto n°4.

Solucién
2) Regla de Ruffini
1 -14.16 34.6852 -105.15
1.5 1115 -30.59 47.0948
K -2.66 4.0952 -58.0552

1 -14.16 34.6852 -105.15
15 15 12.6 709.278
| 1 0.84 47.2852 604.128
Cota superior = 15.
3) Regla de Hua
14.16°> 1 * 34.6852 34.685 > 14.16 * 105.15405.
Por lo tanto, el polinomio tiene un par de raices complejas. y
4) Método de Newton 5 10 15
x,’ —14.16x,” +34.6852x, —105.15405 5
X + = n
" 3x,” —28.32x, +34.6852 P~
X0= 11.5
x;=12.048997 1o
x>=12.000189. Luego, x =12. i
5) Graficamos y obtuvimos una raiz real positiva en 12.
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Respuesta.

La altura de la lata es de 12 cm y la altura del tetrabrik es de 12 cm - 4.72 cm = 7.28 cm.
Grupo 2

Se quiere estudiar la variacion de la temperatura promedio de la superficie de un planeta, sabiendo que
recibe radiaciones de una estrella cuya temperatura aumenta, aunque muy lentamente. La temperatura
promedio del planeta se puede calcular a través de la siguiente formula: T(x) = x’ - 6x° + 11x - 5, con x en
millones de arios y T en °C.

Se desea averiguar si en un periodo de 4 millones de anos, la temperatura promedio puede llegar a tomar el
valor de 0° C.

Paso 1: Se explicara a los alumnos la regla de Descartes.

Sea P(x) un polinomio de raices reales y considérese la ecuacion P(x) = 0, donde P(x) esta
escrito en orden decreciente de las potencias de x. Aplicaremos el teorema de Descartes:

El niimero de raices positivas no es mas grande que el nimero de variaciones de signos de
P(x).

El nimero de raices negativas no es mas grande que el numero de variaciones de signos de
P(-x).

Se dice que tiene lugar una variacion de signo en P(x) si dos términos sucesivos tienen
signos opuestos, los términos que faltan son ignorados.

En la situacion:

T(x) =x- 6x*+ 11x - 5. Apliquemos la regla: +1 -6 +11 -5, luego
hay tres o menos raices reales positivas.
T(-x) = -x>- 6x° -11x - 5. Apliquemos la regla: -1 -6 -11 -5, luego

no hay raices reales negativas.
Primera conclusion: Sabiendo que las raices complejas aparecen de a pares, puede ocurrir:
1) Tres raices reales positivas, o bien, 2) Una raiz real positiva y dos complejas.

Paso 2: Se aproximaran las raices mediante el método grdafico. Se graficara la funcion T(x)
para observar en este caso, donde cruza el eje x. Este punto

¥
proporcionard una aproximacion inicial de la raiz. .
En la situacion: o
— 3 fy2 _
Tx)=x"-6x"+11x-5=0. T =X 627 11x =5
Con esta tabla de valores se [-1 23 "
realiza la grafica. La curva |0 -5
cruza el eje x entre 0 y 1, g'g '8'212 2 7
encontrando una [o6  |-0.248072 o
aproximacion de la raiz de [1 1
0.62, que se acerca a la raiz ;5 }375 -28
aproximada. 53 0635 .
. , 2.8 0.712
Paso 3: Se aproximaran las [3 1

raices mediante un método
grafico, pero en este caso usando herramientas computacionales como pueden ser los
programas Derive, Winfun o Graphmat.

Aclaracion. Este trabajo se puede hacer en la sala de computos, donde los alumnos en
grupo puedan verificar que la grafica que realizaron manualmente se aproxima a la
obtenida con la PC. Asimismo, se podra obtener una mejor aproximacion a la raiz buscada.
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Paso 4: Se explicard a los alumnos el método de Newton y el método de Newton —
Raphson. En cada iteracion del método de Newton debemos evaluar no so6lo f(x) sino
también f(x), lo cual suele ser tedioso de realizar. Surge asi la siguiente variante del
método de Newton que se conoce como método de Newton - Raphson, y que resulta de
aproximar f’(x;,) con f*(x¢)

v ooy JCD m=01, ...
n+l n
f'(xo) n Xn Xn+1 f(xn+1)
En la situacién: o 0 0.45454545 | 1.14575507
: , 1 0.45454545  |0.55870501  |-0.55275215
Se sabe que el valor aproximado a una raiz de
_ 3 2 _ 2 0.55870501 [0.6089552  |-0.30063472
fx) = x’- 6x° + 1lx - 5 = 0 se encuentra en el
: . 3 0.6089552  |0.63628563  |-0.17240826
intervalo [0, 1]. Se realizaran unas tantas
iteraciones,  teniendo en cuenta  ciertas | 063628563 POSIFIT_10.10163522
i
A ’ ) = 3 [x 4 11 ) B 0.65195911  [0.66119895  -0.06085024
;0ns1b§rac1011les.{1(x) Tt (’; ’ lx(’_ bl 6 0.66119895 |0.66673079  0.0367592
¢ o t1ene111 os datos presentados 61}11 a ta }f" 7 0.66673079 |0.67007253 _|0.02232465
Mediante el método de Newton - Rap SON S€ Na g 1067007253 (067210205  |0.01360174
encon‘tfado el Va130r agrommado de la raiz de la | 067210205 0.67333857 10.00830323
ecuacion f(x) = x°- 6x° + Ilx - 5 =0. Este valor: |y 67333857 [0.67409341 L0.00507471
X = 0.67455474, es el que nos da la solucion del |1 |y67400341 067455474 L0 00310376
problema propuesto. 0.67455474 -0.00310376
Raiz aproximada: x = |0.67455474

Paso 5: Se aproximaran las raices mediante el
uso de un software especifico. En este caso, se utiliza un programa hecho en MATLAB.

Puesta en comiin. Esta se realizara mediante el debate entre los grupos de alumnos y la
explicacion pertinente del profesor a cargo. Mediante la misma se llegara a la solucién del
problema propuesto como disparador de este trabajo.

Conclusién. Se ha constatado que la temperatura promedio puede llegar a tomar el valor

de 0° C, y como consideramos a x en millones de afios, esto se producira aproximadamente
a 674555 afos de comenzada la irradiacion de calor de la estrella sobre el planeta

Resultados y conclusiones

Hubo una muy buena respuesta por parte de todos los grupos de trabajo. La experiencia
resulto positiva. La presentacion y discusion de las propuestas de trabajo (clase de ensayo)
permiti6 aclarar algunas dudas que no se habian presentado durante el desarrollo del Curso.
Los participantes observaron ademads, que esta propuesta metodologica podian
implementarla en los temas subsiguientes a ecuaciones polindmicas: ecuaciones
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, con amplia aplicacion en otras disciplinas
(como fisica, quimica, estadistica, etc.). Si bien algunos de los participantes no daban este
tema en la actualidad (por ser docentes de otros Cursos) observaron y propusieron su
aplicacion en el area de Tecnologia. Los principales aportes de este trabajo son:

La incorporacion y contemplacion de aspectos pedagdgicos y educativos.

La aplicacién de una variedad de estrategias apropiadas para resolver distintas situaciones
problematicas.

El incremento de la motivacién y el desarrollo de las destrezas.
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