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Resumen

El trabajo refiere a experiencias realizadas en el aula con alumnos universitarios de primer afio de estudios de
una carrera de Ingenieria de la Facultad Regional Santa Fe de la Universidad Tecnoldgica Nacional durante el
desarrollo de una Unidad didactica de Matematica. Uno de los objetivos que nos planteamos consiste en
analizar las respuestas de los alumnos cuando, a través de la estrategia pedagogica especialmente disefiada, se
le proporciona la oportunidad de construir sus propias ideas para lograr la comprension de ciertos conceptos.
Un aspecto del disefio es la inclusion de la herramienta computacional DERIVE como herramienta cognitiva
que permite colaborar con el alumno en la exploracion, organizacién y representacion del conocimiento
matematico y como un valioso instrumento para el aprendizaje de Geometria. La experiencia consistié en la
observacion y descripcion de las selecciones de los alumnos ante situaciones concretas planteadas en el
proceso de construccion del conocimiento.

Introduccion. Fases de la investigacion.

Se busca transferir, con las limitaciones que Artigue (1995) sefiala, los “andlisis preliminares™ y la
confrontacion entre los analisis “a priori” y “a posteriori ”, de una Ingenieria Didactica disefiada
para el “Taller de Practicas” de Algebra y Geometria Analitica en ler. afio de las carreras de
Ingenieria-2do. Cuatrimestre - Facultad Regional Santa Fe-Universidad Tecnoldgica Nacional.
Esta experiencia forma parte de un conjunto de Microingenierias Didécticas desarrolladas en el
marco de los Proyectos de Investigacion institucionalizados en la Universidad Nacional de
Rosario: “La Ensefianza de la Mateméatica con Herramientas Computacionales “y “La Ingenieria
Didactica en el Disefio y Seguimiento de Unidades Curriculares®. Uno de los objetivos es
“integrar y complementar “los resultados de distintos analisis, segun la concepcion de Brousseau
(1988) , sobre el rol de las llamadas herramientas CAS ( SCILAB, MAPLE, MATEMATICA,
DERIVE, SAS) como parte del “medio”, en la generacion de “situaciones didacticas”.

Desarrollo de la experiencia

Modalidad de trabajo: se trata de un taller de practicas de Matematica que complementa la
actividad habitual de las clases de teoria y problemas. Para esta experiencia se acordo destinar 4
(cuatro) horas en el laboratorio de computacion.

Tiempo: 1 (una) observacion semanal de 2 hs. durante dos semanas.

Tamarnio de la poblacion a observar: 10(diez) alumnos, en registro narrativo, 2(dos) en
interaccion con el docente y el ordenador.

Modalidad: observacion participante por parte de la profesora de Matematica a cargo.
Instrumento de recoleccion y registro de la informacion: notas de campo, registro anecdotico,
grabacion magnetofonica.

Criterios orientadores de la observacion: se busca detectar situaciones adidacticas de accion, de
formulacion o de validacion. Se espera registrar la exploracion del conocimiento del alumno a
través de sus acciones, conjeturas, anticipaciones, verificaciones, dudas.

Relaciones de los alumnos con los contenidos y con el medio: el trabajo del alumno con los datos
e hipotesis; funcion de los obstaculos didacticos; forma de apropiacion de los saberes;

874



REFLEXIONES, MARCOS DE ANTECEDENTES E ILUSTRACIONES

interacciones frente al ordenador: docente, alumno, ordenador; alumno, alumno, ordenador; lugar
asignado a la computadora en las situaciones de aprendizaje.

Los analisis previos

Ubicacion curricular: para el alumno de primer afio de Ingenieria resulta generalmente
dificil la comprension de las relaciones reciprocas entre una ecuacion con dos variables y
el conjunto de puntos del espacio de dos dimensiones que la representan geométricamente.
En particular, la interpretacion geométrica de los coeficientes y sus relaciones.
Conocimientos previos: 1a obtencion de propiedades a partir de la ecuacion de una curva implica un
fluido manejo por el alumno de ciertos conceptos geométricos, del algebra y de la geometria
analitica que significan competencias previas o adquiridas en etapas anteriores al estudio del tema.
Analisis epistemologico: nos adherimos a Polya (1981) cuando afirma que: " La obra
matematica se nos presenta, una vez terminada, como puramente demostrativa, consistente
en pruebas solamente. No obstante, esta ciencia se asemeja en su desarrollo al de cualquier
otro conocimiento humano. Hay que intuir un teorema matematico antes de probarlo, asi
como la idea de la prueba antes de llevar a cabo los detalles. Hay que combinar
observaciones, seguir analogias y probar una y otra vez. El resultado de la labor
demostrativa del matematico es el razonamiento demostrativo, la prueba; pero ésta a su vez,
es construida mediante el razonamiento plausible, mediante la intuicion. Si el aprendizaje
de las matematicas refleja en algiin grado la invencion de esta ciencia, debe hacer en ¢l un
lugar para la intuicion, para la inferencia plausible".

Concepcion didactica: la metodologia se basa en la postura epistemologica y el marco
tedrico que sustenta la Ingenieria Didéctica, en cuanto a no separar el conocimiento
matematico de su propio proceso de estudio, y deriva en la participacion activa del
estudiante como hacedor de un aprendizaje que se trata de facilitar con el uso “adecuado*
de la herramienta informatica..

Selecciones y conjeturas del profesor, “a priori”

Selecciones conceptuales: consideramos que la conceptualizacion de una conica como lugar
geométrico definido por una condicion referida a elementos geométricos dados y la relacion
entre esos elementos y los coeficientes de la ecuacidbn candnica que se obtiene, es
enriquecedora desde el punto de vista geométrico 6 analitico geométrico. Por esto las
herramientas conceptuales en general estan referidas a la relacion entre una funcién de una
variable, que esté explicita, o bien implicita en una ecuacion, 6 expresada en forma paramétrica,
y el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion en el correspondiente sistema
de referencia. Asi se ven involucrados: el concepto de funcion implicita en una ecuacion, el de
ecuaciones algebraicas equivalentes, la representacion de puntos y rectas en un sistema de
referencia.

Seleccion de la herramienta informatica: elegimos para este trabajo el Programa DERIVE en
su version for Windows que posee amplias posibilidades operativas, utiliza un lenguaje
simbolico ““ natural ” (como el que se utiliza en el aula de Matematica), ofrece la visualizacion
permanente del trabajo del usuario, opera con expresiones y relaciones aritméticas, algebraicas
y trascendentes, con ecuaciones, sistemas de ecuaciones, aproximacion de funciones; permite
crear, programar funciones u operadores que interesen al usuario. Ademas ha sido incorporado
a calculadoras programables a las que los alumnos tienen mayor acceso.
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Selecciones metodologicas: Las actividades se derivan de las propuestas del docente a partir de
un problema inicial disparador. Se sigue en forma natural un proceso de induccion, dejando
lugar a la posibilidad de situaciones problematicas y preguntas imprevistas de los alumnos.
Selecciones de problemas locales:

Presentacion del Problema A

Dadas las ecuaciones de segundo grado en dos variables:

a) x*+y’=5x d)15y=-x>+8x+44
b) (x-15)*=16(y-3) e) x°-10x+y2+60y+825=0
¢) Y -40y=10x+30 f) (x-13)*+(y+5) =35
A.1 Obtenga sus graficas cartesianas en la pantalla 2D y exprese qué curva representa cada una de
ellas.

A.2 A partir de la visualizacion de las graficas exprese caracteristicas principales que las distinguen y
destacan, en cuanto a su posicion y extension en el plano.

Conjeturas del Profesor

En cuanto a la utilizacion de DERIVE: los alumnos no reciben preparacion previa sobre el
uso del computador ni del programa DERIVE para realizar los calculos y resolver
ecuaciones; se espera, dado la experiencia con otros grupos, que seran capaces de aplicar
los comandos necesarios del Programa sobre la base de una tabla de consignas preparada
por el Profesor para apoyar las consultas al respecto. El Profesor prestard apoyo ante
situaciones que puedan surgir al respecto, y que espera desaparezcan a medida que se
familiaricen con la logica del programa. Se espera que el alumno reconozca las
ecuaciones de circunferencias, dado su estudio previo; distinga las ecuaciones de parabolas,
las relaciones con su forma geométrica y con otros conceptos adquiridos en Algebra y en
Analisis Matematico, y sea capaz de reconocer y estimar algunas caracteristicas principales
como los rangos de variacion de sus variables, valores maximos 6 minimos, mayor o
menor dilatacion o abertura, eje de simetria, intersecciones con los ejes coordenados. Se
supone que los alumnos propondran como problema: cambiar las escalas en los ejes del
sistema coordenado , para favorecer la visualizacion de las gréaficas.

Presentacion del Problema B
Considere la ecuacion de la parabola d) del Problema A, y su grafica.

B.1 A partir de la visualizacion de la grafica estime las coordenadas de su vértice y de las
intersecciones con los ejes coordenados, si existen; conjeture sobre la existencia de eje de
simetria; estime los rangos de variacion de las variables de la ecuacion; estime las coordenadas
de dos puntos que pertenezcan a la curva y de otros dos que no le pertenezcan.

B.2 Realice con DERIVE los calculos necesarios para confirmar ¢ desechar sus conjeturas.

B.3 Reitere el problema con la ecuacion b) del Problema A.

Conjeturas del Profesor

Con respecto a B.1:
- se espera que el alumno haga las estimaciones y conjeturas a través de los datos sobre
coordenadas que le ofrece la pantalla grafica 2D de DERIVE, segln sitien adecuadamente
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el cursor movil, y que propongan el trazado del eje de simetria para favorecer su conjetura
al respecto.
En cuanto a B.2 y B.3:

- se espera que el alumno utilice los conocimientos sobre polinomios, sus raices reales 0
complejas, establezca y resuelva en forma adecuada las ecuaciones correspondientes para
calcular las coordenadas de los puntos de interseccion con los ejes coordenados;

« que el alumno realice los calculos necesarios para determinar coordenadas de puntos de
la curva; seleccione adecuadas estrategias para controlar la simetria respecto del eje
estimado y concluya que es un eje paralelo al eje de ordenadas. Con respecto a la
determinacion del vértice de la parabola es de esperar que algunos relacionen el calculo de
su ordenada con la determinacioén de maximo, 6 minimo de la funcién cuadratica, estudiado
en Analisis Matematico; es posible que otros, una vez aceptado el eje de simetria,
encuentren el vértice como solucion del sistema mixto de ecuaciones de curva y recta, 6 de
abscisa igual a la semisuma de abscisas de puntos simétricos con respecto al eje.

Presentacion del Problema C:
C.1 Dados laecuacion de la parabola  y= % x?, elpunto (0,1) ylarecta d: y+ 1=0, obtenga sus

graficas en el mismo sistema coordenado

C.2 Estime en la grafica las coordenadas del vértice y la ecuacion del eje de simetria de la parabola, y las
coordenadas de otros tres puntos de la parabola.

C.3 Estime las distancias respectivas de cada uno de esos puntos al punto y recta dados. Elabore
conclusiones y analice la posibilidad de validacion de sus conjeturas.

1 1
C.4 Considere la parabola de ecuacion y = -4 x 2, el punto (0, - E ) ylarectad:y - E =0.

Reitere, con estos datos, lo consignado en C.1,C.2 y C.3.
C.5 Realice los calculos necesarios para confirmar 6 rechazar sus conjeturas, y dar conclusiones.

Conjeturas del Profesor

Con respecto a las consignas C.1 y C.2 se esperan situaciones similares a las planteadas en el
Problema B.

En relacion con C.3 se espera que el alumno utilice correctamente los conocimientos de céalculo
de distancia entre puntos, y entre punto y recta.

Es posible que algunos alumnos expresen alguna observacion sobre la relacion entre el
coeficiente del término cuadratico en la ecuacion de la parabola y la concavidad de la grafica,
dado que se hace evidente en las ecuaciones del problema, y ademds pueden asociarlo a
conocimientos previos sobre la funcion cuadratica. Asimismo pueden observar la relacion entre la
dilatacion de la parabola y el valor absoluto de aquel coeficiente.

Se supone que pueden surgir cuestionamientos del alumno acerca de: si la relacion entre las
distancias calculadas se mantienen para todos los puntos de la parabola y/o, si eso ocurre con
todas las parabolas. En tal caso se habra logrado el proposito de revalorizar el concepto de lugar
geométrico y quedara abierta la propuesta de definir la parabola como el lugar geométrico de los
puntos del plano que cumplen las condiciones analizadas.

En definitiva, consideramos que subyacen problemas abiertos como:
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«  Obtener la ecuacion de la parabola cuyo eje de simetria es ¢l eje de ordenadas y vértice, el
origen, como lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto y de una
recta , fijos.

- Ecuacion de la pardbola cuyo eje de simetria es paralelo al eje de ordenadas. Traslacion de
ejes para relacionar con la ecuacion candnica anterior.

- Relaciones entre la concavidad de la parabola y su dilatacion o abertura, segtn el coeficiente
a,delaecuacion y=ax?.

- Establecer analogias con respecto a parabolas cuyos ejes de simetria son paralelos al eje de
abscisas.

«  Demostrar que dados tres puntos no alineados solo existe una parabola que los contiene.

El analisis “a posteriori

Con respecto al Problema A, la tarea de incorporar a la pantalla de Algebra las ecuaciones dadas
fue algo lenta en todos los grupos dado que siendo la primera experiencia en el uso de DERIVE,
debian familiarizarse con la introduccion de exponentes, en especial, pero en general con el uso
del teclado; para algunos también era la primera vez en el uso de un teclado alfanumérico;
cometieron errores como omisiones de paréntesis y exponentes; se observo complementacion de
las tareas entre los dos compafieros de cada grupo, uno de ellos dictaba las expresiones y
controlaba, mientras el otro escribia; no se observaron dificultades en el uso de DERIVE para
obtener las graficas de las funciones y tal lo conjeturado todos solicitaron ayuda para modificar
las escalas de modo que las graficas estuvieran dentro del rango visible en la pantalla. No
tuvieron dificultades en el reconocimiento de las ecuaciones de circunferencias y de la parabola
cuya ecuacion estaba casi explicitamente dada.; les causo sorpresa el hecho que las otras dos
ecuaciones también representaran parabolas y algunos buscaron la forma de ver si se podia
explicitar la funcion cuadratica, como una situacion adidactica.; en cuanto a las caracteristicas de
las parabolas, que debian observar por comparacion y distincion con las graficas de
circunferencias, coincidieron en términos como curva abierta, extension infinita a partir de un
valor fijo, y un alumno expres6 que la grafica c) no correspondia a una funcion; esto dio lugar a
la discusion y para corroborar sus dichos luego de la intervencion de la profesora, mostrd que,
despejando la variable y obtenia dos funciones cuyas graficas respectivas son las ramas superior e
inferior de la parabola de eje de simetria horizontal.

En cuanto al Problema B se observd que aprovecharon el cursor movil sobre la curva para
estimar las coordenadas del vértice y de las intersecciones con los ejes coordenados, con la
aproximacion que ofrecen los datos de la pantalla; reconocieron la existencia del eje de simetria;
dado que la grafica intercepta al eje x en dos puntos, en tres de los grupos avanzaron obteniendo
la ecuacion utilizando la semisuma de abscisas de aquéllos; los otros dos grupos optaron por
suponer que la abscisa del vértice les permitia dar esa ecuacion; luego obtuvieron su grafica y
encontraron puntos equidistantes del mismo; discutieron sobre la validacion de estas
suposiciones; dos alumnos de distintos grupos opinaron que si todos llegaban a la misma
conclusion parecia que no necesitaban validacion. Fue este un momento muy oportuno para la
reflexion sobre la validez o verificacion de propiedades, en general, y no sélo por situaciones
particulares. En el caso de calcular coordenadas de puntos de la parabola plantearon y resolvieron
las ecuaciones correspondientes. Les produjo entusiasmo el hecho de no necesitar mas que la
aplicacion del Comando Solve de DERIVE para obtener las soluciones correspondientes. Se
turnaron en hacer los calculos a través del computador, mientras el otro compaiiero trataba de

878



REFLEXIONES, MARCOS DE ANTECEDENTES E ILUSTRACIONES

avanzar con calculos en el papel, usando la calculadora; se registr6 que uno de ellos manifesté no
agradarle que algunas respuestas fueran numeros irracionales, "porque eso le complicaba todo".
Resulto interesante que un alumno propusiera verificar las soluciones de las ecuaciones, en estos
casos. Se observo en casi todos los grupos que los alumnos trataban de plasmar en el papel un
bosquejo de lo que veian en la pantalla, pareciendo que, asi como con rapidez obtenian la grafica,
asimismo podian perderla y temian no recuperarla. En el caso de considerar la ecuacion b)
observaron que las raices del polinomio debian ser complejas no reales y sélo uno intento
calcularlas para usarlas en la conjetura sobre la ecuacion del eje de simetria y en la abscisa del
veértice. El mismo alumno obtuvo mas puntos de iguales ordenadas para asegurar mejor su
apreciacion. A partir de la discusion, otros optaron por una estrategia similar. Ninguno abord¢ la
busqueda de la solucion del sistema mixto para validar esta conjetura y tres alumnos optaron por
encontrar el minimo de la funcién con método del Analisis Matematico. Hasta aqui transcurrieron
las dos primeras horas.

En el Problema C, resolvieron mas rapidamente y con mas seguridad lo consignado en C.1 y en
C.2. En cuanto a la consigna C.3 fue cumplida por casi todos, dado que algunos no lograron
estimar las distancias de los puntos que habian elegido, a la recta y punto fijo dados; resolvieron
hacerlo con calculos. En tres grupos trabajaron con lentitud debido a que cometieron errores en el
uso de formulas para el calculo de distancias. Con la intervencion de la profesora detectaron sus
errores y siguieron. Se observo error en el uso de signos, de valor absoluto, de inclusion de
paréntesis, en general, errores similares a los que generalmente cometen al operar a lapiz y papel.
Un aporte muy interesante fue el de un alumno que planteo si seria valido analizar si para todos
los puntos de la pardbola se cumplia la relacion entre las distancias calculadas, proponiendo
considerar un punto cualquiera (x, y) de la parabola; debido a esto, otro se preguntaba si lo mismo
podia ocurrir con todas las pardbolas; luego de la discusion quedo la propuesta de confirmar o
desechar esa nueva conjetura; cinco alumnos tuvieron dificultad para comprender que su
compafiero proponia que el punto de la parabola que debian considerar, para asegurar la
pertenencia, es (x, 1/4 x ? ). Pero esta situaciéon adidactica permitié lo esperado, es decir,
reconocer que la parabola es el lugar geométrico de los puntos que satisfacen la determinada
condicion.; se aprovechd para plantear la ecuacion del lugar geométrico y finalizo el tiempo
asignado; asi quedo el problema abierto para completar el estudio, lo que se hizo en la clase
habitual.

Confrontacion de los analisis a priori y a posteriori: En los tres problemas planteados se
confirmaron en gran medida las conjeturas del profesor.

Una evaluacion del avance

- La propuesta de trabajo que implica experimentar, explorar, investigar, coloca al
alumno en una situacion favorable hacia la adquisicion de conocimientos

- El rol del docente se muestra en estas instancias como el de orientador, acompanante,
moderador, principalmente en las situaciones adidacticas ya que es el momento de mayor
discusion y debe en tal caso colaborar con interrogatorio adecuado y adaptado al
cuestionamiento del alumno para encaminar y guiar la nueva problemdtica hacia el
desarrollo de nuevas estrategias y la reorganizacion de ideas y conocimientos.

- La formacion de pequefios grupos frente al computador favorece la creacion de un
ambiente propicio para el aprendizaje significativo, que contempla los ritmos de cada
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alumno favoreciendo la realizacion de las tareas propuestas y creando actitudes de
compromiso por el logro de los objetivos.
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