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Resumen

El tratar de complementar dos ciencias que parecen tan alejadas entre si como lo son las matematicas y la
ciencia médica, es algo que puede parecer dificil, pero en realidad no lo es y ademas es algo necesario. La
medicina, de hecho, necesita de las matematicas en muchos aspectos, desde la estadistica hasta ayudar a
comprender y modelar como trabaja el corazén como funciona el sistema respiratorio. Es claro que esta
complementacion podria tornarse mas complicada y confusa si no se contara con la ayuda de la tecnologia,
elemento que no debe ser considerado como un ente simplificador del pensamiento, sino de hecho, como una
herramienta 1til en la obtencion del conocimiento mismo. La medicina basa sus resultados en gran medida en
la experimentacion para poder comprobar o reformular alguna hipdtesis, y el célculo diferencial e integral es
una herramienta indispensable para poder evaluar estos experimentos. Si ademas se complementa con el uso
de tecnologia para la obtencion y andlisis de datos, el proceso de produccion del conocimiento es mas veloz y
eficiente. En ninglin caso es remplazado por la maquina. El trabajo que se realiza con el curso de Calculo para
Medicina de la Pontificia Universidad Catolica de Chile, ha trazado una via que habilita el entrelazamiento y
la complementacion profunda entre el Calculo, la Medicina y la formacion médica. Se parte de diferentes
modelos de la ciencia médica, y se abordan mediante el Calculo y la complementacién adecuada de la
tecnologia a través de la programacion con calculadoras. Dentro del trabajo realizado en el curso de Calculo,
se exponen a continuacion dos ejemplos de lo antes descrito:

— Andlisis matematico de las consecuencias de una estenosis de la vélvula adrtica en la funcion del
corazon, su regulacion por parte en el seno carotideo y la hipertrofia cardiaca compensatoria que se desarrolla.
Se trabaja con el teorema de Bernoulli de la conservacion de la energia de fluidos y del Numero de Reynolds,
mediante la programacion en calculadoras.

— Andlisis de la funcidon respiratoria normal expresada en forma grafica y mediante el uso de programacion
con calculadoras. Evaluacion de condiciones patologicas del sistema respiratorio en que se puede obtener una
limitacion del flujo aéreo o una restriccion del volumen ventilatorio, mediante el analisis de graficas usando
programacion en calculadora (programa que analiza la condicion del paciente a partir de los valores obtenidos
durante su espirometria, entregando un diagnéstico de limitacion del flujo aéreo o de restriccion del volumen
ventilatorio)

Analisis matematico y fisiopatologico de la estenosis adrtica e hipertrofia ventricular.
El orificio aortico mide aproximadamente 2,5 cm de diametro y se sitia en la porcion
posterosuperior derecha del ventriculo izquierdo. Estd rodeado por un anillo fibroso, en el
que se insertan las tres valvas semilunares de la valvula adrtica. En ocasiones, los bordes de
la valvula aortica suelen unirse, formando una ctpula con un orificio muy estrecho en la
estenosis de la valvula aortica. Esta union puede ocurrir en el nacimiento (congénita) o
desarrollarse después (adquirida). La estenosis valvular impone un mayor trabajo al
ventriculo izquierdo que se hipertrofia. Asi mismo se ausculta un soplo cardiaco por el flujo
turbulento de la sangre a través d la valvula estenosada. Sabiendo que
p=11x10"kg/m* , ;1 =2,084x10"  Pascal e segundo [N sm™ ], presion arterial intraventricular
durante la sistole de 115 mm Hg y el flujo Q = 5/¢t/min ; determinar:

a) (Qué porcentaje de disminuciéon minima del radio de la valvula adrtica es necesario
para causar un flujo turbulento, y asi poder auscultar un soplo (determinarlo en forma
numérica, algebraica y grafica)?

b) (Cual es el flujo por la estenosis?
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c) (En qué porcentaje disminuye la diferencia de presion?, ;qué consecuencias podria
tener?, ;jen qué afecta a la hipertrofia del ventriculo izquierdo?
d) Disefiar un programa para la calculadora que pueda calcular el nimero de Reynolds y
que al entregar el resultado pueda decir si el flujo es laminar o turbulento
Solucion
a) Para determinar el radio minimo al cudl ocurriria flujo turbulento (y como consecuencia
se auscultaria un soplo cardiaco), es necesario encontrar a que radio el nimero de Reynolds
es 2000. p _RvP _ 5409
Y7
Pero en la expresion se observa que mientras mas grande sea el radio, méas grande es el
nimero de Reynolds, y nosotros buscamos lo contrario jes posible entonces que a menor
radio tengamos flujo turbulento? La respuesta es si, dado que si nosotros mantenemos el
flujo (o gasto cardiaco) y disminuimos el area de seccion por el cual va ese flujo, la
velocidad con la que avanza es mayor, lo que nos permite tener un flujo turbulento pese a

. .. . =Av
disminuir el radio. En otras palabrasQ
y==
4
donde el 4rea transversal es 4 =z g, por lo cual
V= 0 =
T R”
y podemos rescribir la ecuacion de Reynolds asi:
Ko
R =
u
R -Lx2P
R mu
A partir de esta
P iy 3000
nueva expresion

podemos ver que | N{merode
mientras menor sea Reynolds

el radio, es posible
tener un  flujo
turbulento, siempre
y cuando el flujo

sea el mismo. Ahora
0 i 0,02
estamos en Rad|0
condiciones de calcular el minimo radio a partir V1=13. 95
de p_ 1,92, donde si reemplazamos los _pEE=EeE |
Reynolds —
valores, obtenemos e
=B-.3115E -3 Y=200oo -
. 3 3 =5 3 3 3
51t/minx 1,1 x10° kg /m _83x10"m [segx1,1x10° kg/m —0.007m

T 2000x3,14%2,084x 10~ Ns/m®  2000x3,14x 2,084 x 10~ Ns/m’
y para saber que porcentaje es del radio normal
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0,007m <100

0,0125m
Es decir, una disminucion de un 44% puede causar flujo turbulento por la valvula. Pero
este resultado podemos obtenerlo de otra forma, mediante la grafica de la funcion

=56%

y=13,951, donde nuestra variable dependiente es el numero de Reynolds, y la variable
X

independiente es el radio.
Para encontrar el radio, dibujaremos la recta y = 2000 y buscaremos donde se interfecta con
nuestra curva. Ademas incluiremos la recta x = (0,0/25 como referencia. Podemos ver
entonces que con 1,4 cm de diametro
es posible tener flujo turbulento, y
asi podremos auscultar un soplo

cardiaco, y que en condiciones Aorta

normales hay flujo laminar, con un Ascendente R

namero de Reynolds de 1116. Vélvula @

b) Por la ley de la continuidad y por Adrtica \, <

lo expuesto en el punto a), el flujo no (estenosis) (" )

varia, lo que cambia es la velocidad.

c¢) La anatomia del corazon nos Vesm,)UIo h e
muestra que antes de la valvula Adrtico <«—>

adrtica estd la via de salida del R

v

corazon, el vestibulo aortico. Para
los fines del analisis matematicos,

tomaremos un centimetro desde la valvula hacia el vestibulo y podemos definir algunos
parametros de interés para el analisis: radio de la estenosis R, = 0,007 m ; radio del vestibulo
R, =0,0125m (asumiremos que es el mismo que el de la valvula normal); 4, =0y 4, =001m.

Para continuar, utilizaremos el teorema de Bernuolli que da una relacion entre la presion, la
velocidad y la altura de un fluido

P, +%pV5 +pgh, =p, +%pv@2 + p gh,

p,—P. =%p(vf V)t pah,

Pero como y = 9_0 , podemos reemplazar y queda
A

TR?
1 [(eY (o)
p\,—pe=2p[[ﬂRjJ _[ﬂRfJ ]+pghe

donde el flujo es el mismo, de 5 /t/min. Al ir desarrollando la ecuacion y factorizando, nos
queda:

1
P, pe_zp ﬂ_ZR;t ﬂsz

pQ (1 1
—p.= ——— |+ pgh,
PomPe="5 (Rf a7 | PEh.

v

( o o ]+pghe

Expresion que resuelta da:
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Py~ P,

CLIx10kg/m’(83x10°m’ /segf (1 1
2x 7’ (

- —1,1x10°kg/m*9,8m/ seg*0,01m
0,007m)* (0,0125m)4] g i

p,—p,=1442 N/m*—=107,8N/m* =36,4N/m* = 0,27 mm Hg

Tenemos cuanto es la diferencia de presiones, y
para obtener el porcentaje, ocupamos la presion
sistolica intraventricular durante la eyeccion, de
115 mm Hg

- 27 mm H,
po=p. _0.27mmHg 00003 —0.23%
D, 115mm Hg

nervio

comtn
Este porcentaje pude ser no muy alto, pero igual es

significativo, dado que un descenso en la presion
puede ayudar aun mas a la hipertrofia del
ventriculo izquierdo. El mecanismo mediante el
cual la baja de presion causada por la estenosis
ayuda a la hipertrofia es por estimulacion de los barorreceptores ubicados en el seno
carotideo (ubicado en la bifurcacion de la arteria cardtida comun. Esta estructura es capaz
de censar una baja de presion y estimular un aumento de la actividad simpatica en el
corazon, el cudl tiene efectos inotrdpicos (aumenta la contractibilidad) y cronotrdpicos
(aumenta la frecuencia) positivos sobre el musculo cardiaco. Estos efectos entran en un
circulo vicioso que aumenta la hipertrofia del ventriculo. Ademas, el flujo turbulento de la
sangre a causa de la estenosis causa dafio endotelial y también a los elementos figurados de
la sangre.

d) Programacién (Casio CFX-9850-G Plus y Algebra FX-2.0 Plus): Para poder programar
utilizando un menu, debemos ingresar en una variable la cual es la eleccion del usuario, y

Carétida g’
g

Hipertro ventricular

luego confrontar esa variable con diversas posibilidades mediante los .
comandos If, Then Goto, If End, ubicado en el submenu PRGM (se activa !;Q;:Goto 1o
presionando SHIFT VARS). Ademas es necesario usar el comando Lbl | IfEnd+
(ubicado también en PRGM). La sintaxis es la siguiente: Lbl 1+

Lo que hace esta sintaxis es preguntar que si la variable 4
Lbl 0+

es igual a I, entonces enviar al nivel I, para luego
ejecutar todo lo que este en el nivel 1 (Lb/ ). Hay que
tener en cuenta que al momento de escribir el programa
se deben escribir seguidas todas las ‘“preguntas” (el
conjunto If, Then Goto, If End, dado que la calculadora
“lee hacia abajo”, es decir, si la variable no cumple con el
requisito dado, pasa inmediatamente a la linea de abajo,
buscando la condicion valida. Pondremos siempre al final
de cada nivel una orden para que vuelva al principio del
programa, y para poder salir de ¢él, basta con apretar la
tecla AC. Con estos comandos estamos en condiciones
de disefiar nuestro programa:

2) Fisiologia respiratoria y analisis matematico de la

"RADIO TUBO (M)"? »R+!
"VELOCIDAD MEDIA (M/S)"? =V«
"DENSIDAD (KG/M"3)"? =D+
"VISCOSIDAD (PASCAL/S)"? »U+!
"NRO. REINOLDS":(RxVxD)/U—~T 4

If T< 2000+
Then Goto 1+
IfEnd+

If T>2000+
Then Goto 2+
IfEnd+

Lbl 1+
" FLUJO LAMINAR" 4
Goto 0+

Lbl 2+
" FLUJO TURBULENTO" 4
Goto 0+

espirometria. El principal objetivo del sistema respiratorio es permitir el intercambio de
gases, incorporando oxigeno y expulsando el exceso de dioxido de carbono, para ello
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funciona como un fuelle, el que genera diferencias de presion para permitir el flujo de aire
desde el ambiente a los alvéolos, minusculos sacos en el parénquima pulmonar donde se
desarrolla el intercambio. Son los musculos respiratorios los encargados de permitir en
ultima instancia del movimiento del aire. Debido a que es practicamente imposible
cuantificar el trabajo que desarrollan directamente estos musculos, se hace indirectamente,
evaluando la cantidad de aire que se mueve, el
tiempo en que lo hace y la velocidad que
desarrolla.
Veamos un ejemplo de como podemos utilizar
las matematicas con fines diagnésticos para
enfermedades respiratorias. Un instrumento
bastante utilizado en respirologia es el
espiréometro el cual un sujeto inspira a su
maxima capacidad y luego espira con la mayor
1 2 3 4t potencia posible (espiracion forzada maxima).
Dos mediciones efectuadas son el VEF; que
consiste en cuantificar el volumen espirado en el primer segundo, y aunque la espiracion
completa dura 5-6 segundos durante el primer segundo se espira alrededor del 80% de la
capacidad vital forzada o CVF (cantidad total de aire que se puede inspirar en una
inspiracion forzada). La grafica obtenida es la inmediatamente anterior. Esta medicion
simple otorga una valiosa informacion acerca de la fuerzas que permiten la salida del aire,
asi como las fuerzas que se oponen a la salida de éste (resistencia de las vias aéreas, y por
lo tanto su calibre). El calculo una vez con el registro es bastante sencillo, ;qué pasos
habria que realizar para desarrollar un programa que nos indique si el individuo se
encuentra sano o no
1- Obtener los datos a partir del registro.
2- Ajustar una curva que responda de una manera adecuada a los datos (exponencial) se
deben relacionar el tiempo y el volumen.
3- Obtener £ (0)- f (1), para luego dividirlo por la capacidad vital forzada.
4- Compararlo con valores normales.
Del andlisis espirométrico podemos obtener otras
conclusiones acerca del estado de salud del individuo a

analizar, el parametro a estudiar en esta ocasion es el 25%
FEF,s.75 el cual se intersectan las funciones f(x)=25% y / Av
f(x)=75%(porcentaje con respecto a la CVF ) ,luego se

unen los puntos de intersecciéon mediante una recta , 12%

finalmente obtenemos la pendiente de dicha recta en la At
forma siguiente
El valor de la pendiente nos indica la velocidad con que el paciente puede expulsar una
cierta cantidad de aire, asi pues mientras menor es la pendiente sugiere que existe baja
elasticidad en el pulmén, o bien que la resistencia de la vias aéreas estd aumentada, por
ejemplo con la disminucion del didmetro de dichas vias durante una reaccion anafilactica
en los bronquios. Aqui se presenta un ejemplo bastante sencillo de como la pendiente de la
recta nos otorga valiosa informacion acerca de un fendmeno fisiologico. Ahora nuestra
tarea sera desarrollar un analisis matematico, para luego relacionarlo con la situacion real
correspondiente, ademas de una posible interpretacion patologica,
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a) Describir el significado de los valores de la pendiente para distintos tiempos.

b) (Qué fendémeno puede causar una variacion de la pendiente obtenida en el FEF;5.75?

¢) ¢(Como puede relacionar la variacion de la pendiente, con el comportamiento de los
musculos con relacion a su tension y longitud?

Solucién

Una forma matematicamente exacta de resolver la pregunta es obtener una tabla de datos

los cuales, luego de una regresion, podriamos analizar obteniendo la derivada de la funcion

obtenida, pero el desarrollo seria mas largo de lo necesario, pues podemos comparar la

grafica obtenida con alguna funciéon que conozcamos previamente y luego comparar los

puntos. ;Conoces alguna funcion de esta forma?. Por supuesto la respuesta la obtenemos de

la campana de gauss, pero debemos hacer algunos reparos para que la curva se ajuste bien a

nuestros datos, Primero es necesario conocer cual es el dominio y el recorrido de nuestra

4 ’ . 2
funcion modelo, calculémoslo (La campana de Gauss tiene la forma e™* )

e = y
Ine ™ =In y
_x*=my Por lo tanto la expresiénln[lj >(),puesto que no existen raices de numeros
x? = ]n(]—] g
y) negativos (en los numeros reales), para cumplir este requisito la expresion
ln( 1 j (1/y) debe ser mayor que 1 ,puesto que
v) los logaritmos entre 0 y 1 tienen un valor
negativo, para lo cual f(x) solo puede tener lo valores
entre 0 y 1, sin embargo el valor 0 esta prohibido para
f(x) por ser el denominador de la fraccion, por lo tanto
el recorrido ( o codominio) sera ]0,1].No existe
ninguna restriccion para x por lo que el recorrido son
todos los reales. En nuestro caso el recorrido esde 0 a 5
(en litros), la conversion es facil solo tenemos que
multiplicar por 5 la funcion que define a la campana de =
Gauss, , en la realidad la espiracion finaliza a los 5
segundos mientras, que como acabamos de calcular, el
recorrido son todos los reales, un analisis grafico nos muestra lo siguiente. A pesar que el
recorrido son todos los reales la visualizacion de la grafica nos muestra que para valores
cercanos a 2 por la derecha y a —2 por la izquierda la funcién se hace practicamente 0,
nuestra tarea es poder ensanchar la funcion, para lo debemos logra que a un determinado
A valor de x le corresponda una imagen mayor a la
5 que le corresponde a la funcion original, esto lo
logramos multiplicando x por un factor entre 0 y
1 ,pues asi logramos que 1/e se elevado por un
nimero menor obteniendo por consiguiente un
valor mayor ;puede explucar por que razon se
utiliz6 un factor que multiplicara a x y no, por
» | cjemplo, un valor que sume o reste a A?. Algo
-5 5 similar veremos que ocurre al ajustar un modelo
para le hemoglobina. EI factor mas adecuado

A
5
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., . — 2
para responder a los valores reales es 0,2. Por lo tanto la funcion obtenida es : 5e™*** que
corresponde a la gréfica siguiente:

Asi la grafica obtenida resulta muy adecuada puesto que

para los valores positivos de x el proceso serd espiratorio, | FASTOR DE CORRECCION™-A.)
para los valores negativos sera inspiratorio. Es importante | FORzADA“?-B.s

recalcar que este modelo fundamentalmente describira S;fﬁﬁgjw 081,081
valores de x positivos puesto que corresponde a la | Y=Types

medicién de volimenes espiratorios (expiracion forzada). [ BeCAXT4X0 Y1

(Es posible desarrollar un mejor modelo?, la respuesta es si, sin embargo €ste no podra
incluir parte del proceso inspiratorio. Este modelo lo incluiremos en el siguiente programa
el cual introduciendo ciertas variables podremos emular posibles registros espirométricos
en forma grafica, en la cual obtendremos los valores del VEF; FEF ,estos seran comparados
con el intervalo de valores reales , para luego obtener una conclusion , el programa es el
siguiente:

En esta primera parte del programa introducimos las variable, el factor de correccion es un valor
que va a determinar que tan abrupta es la caida de la curva , la capacidad vital forzada, como ya
comentamos sera el volumen total que expulse el individuo en una espiracion maxima, si el factor
de correccion es 1 y la capacidad vital es 5 la curva graficada es la curva normal, esto puede pareces
extrafio, pues existe mucha variacion en la edad, talla, peso, etc. Entre los distintos individuos como
para estimar que existe solo una curva de normalidad, esto es verdad, pero hemos hecho el
programa simple para que sea facilmente comprensible, sin embargo, es posible complejizarlo mas
introduciendo las variable como edad, talla o peso, ;puedes hacerlo?. Ahora continuemos con
nuestro programa.

“VOLUMEN ESPIRATORIO FORZADO 1% ((Be(-axi.4x0))-(Be(-Ax1.4x1)))—C 4
“PORCENTAJE VEF1/CVF*:C/BX100—D 4
“FRACCION ESPIRATORIA FORZADA":(Be(In0.75)-Be(In0.25) 4

En esta seccion obtenemos resultados, para calcular el volumen espiratorio forzado Se
busca el valor de la funcion para x =0 y x
=1 enseguida obtener la diferencia, asi | 'fC<3And D<73J .
. Then“LIMITACION DEL FLUJO AEREO*.J

obtendremos el volumen de aire que s€ | Eise Goto 1.
espira en el primer segundo. El porcentaje | Ltb1-

. . If C<3 And D>73..
de VEF 1/CVF(capacidad vital forzada) | Then‘REDUCCION DEL VOLUMEN CON FLUJO
significa que parte de todo el aire espirado | NORMAL"
forzadamente se expulsa en el primer segundo, sera importante para determinar que clase
de patologia, en el caso de existir, tiene el individuo en estudio. La fraccion espiratoria
forzada corresponde, como ya se comento, a la pendiente de la recta que se traza al unir los
puntos (f(25%),25%) y (f(75%),75%) donde el porcentaje es en relacion a la capacidad
vital forzada, esta medicion descarta el primer 25% del proceso, ya que este depende de
contraccion voluntaria de los musculos ventilatorios, y el ultimo 25% del proceso que
dependera de cuanto tiempo sostenga la respiracion el sujeto, el andlisis se concentra en el
50% central donde las propiedades elésticas del pulmon del pulmén son predominantes.
Conclusiones. Se estima como limite inferior de normalidad un valor de 3 litros en el VEF1 y un
porcentaje VEF1/CVF de 73%. Puede parecer extrafio que cuando no se cumplen las dos
condiciones dadas determinemos al sujeto como normal, pero esto se explica por que
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bioldgicamente son posible solo algunos valores, de cuales determinan (en la mayoria de los casos,
pues las excepciones siempre existen) un individuo sano.
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