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Resumen

Para hacer sentir mas profundamente qué son los puntos minimos y maximos es util regresar a sus
definiciones. Se proponen ejemplos de funciones como polinomio de tercer grado, seno, coseno y otras para
las cuales se encuentran puntos criticos sin usar la derivada.

Las nociones del limite y derivada de una funcién en un punto son tradicionalmente dificiles de comprender
por parte de los alumnos de bachillerato y licenciatura. Las dificultades se encuentran precisamente en las
definiciones de estas nociones, no en la aplicacion de las reglas formales y en el uso de las féormulas.

Consideramos funciones tales que en cada punto de su grafica pasa sélo una recta L al respecto de la cual la
grafica misma esta por encima o por debajo de ella y no tiene otros puntos de interseccion. La idea basica es
la siguiente: se resta de la funcidn, la ecuacion de la recta L, que corresponde a un punto X, de tal forma que
ahora una nueva funcién cuyo minimo o maximo esta precisamente en X,

Este método nos ayuda a relacionar la derivada de una funciéon en un punto dado con los puntos minimos y
maximos. El manejo de tales técnicas puede ayudar a los estudiantes de matematicas de diferentes niveles
educativos a asimilar métodos de analisis sobre caracteristicas graficas de las funciones. Su puesta en escena
se ha hecho con estudiantes de maestria en matematica educativa para evidenciar aspectos geométricos y
analiticos que complementan el estudio de la derivada y sus aplicaciones.

No queremos sustituir los métodos clasicos, pero proponemos un enfoque alternativo que posibilite al
estudiante entender mejor las nociones basicas del calculo a través de métodos no tradicionales para analizar
el comportamiento de las funciones.

Se muestra una conexion entre la busqueda de los puntos minimos y maximos y el calculo de la derivada de
una funcion. Después en base a la interpretacion geométrica de la concavidad, se propone hallar la derivada
en un punto de algunas funciones simples.

Conexion entre las nociones de los puntos minimos, maximos y la derivada

Consideremos las funciones y = y(x) para las cuales en cada punto (x,,y,) de su grafica
L:{(x,y(x):)} existe una y solo una recta R(x,,y,)=m, -x+ p, que pasa por el punto
(x,,¥,), no tiene otros puntos comunes con la grafica L y L est4 ubicada arriba o abajo
con respecto de la recta R(x,,y,). La clase de tales funciones vamos a denotar D. La
clase de tales rectas para una funcion y = f(x) vamos a denotar como 7'(f).
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A y=/7(x) A
y=m x+p,

y:mxx+px yzf(X)

> |
/ X9

Afirmacion 1.
Vamos a escoger una funcion y = f(x) delaclase D y unpunto (x,,y,), ¥, =/(x,)-

Una recta R(x,,y,)=m, -x+b, eslarectade laclase 7(f) en el punto (x,,y,) para
y=f(x) siysolosila funcién y=F(x), F(x)=f(x)—[m, -x+ p, ] tiene un punto

minimo o un punto maximo en x = x,,.

A A

y=fx)=[m, x+p,]

X9

y=fx)—-[m x+p, 1]

Usando esta conexion entre los puntos minimos y maximos y la derivada de una funcion se
propone hallar la derivada de algunas funciones simples.

Polinomio de segundo grado

Hallar la ecuacion de la recta tangente R(x,,y,)=m,  x+ p  que pasa por el punto
(xy,V,), delapardbola y=P, (x),P,(x)=ax’+bx+c, a#0.

Anotamos que y, = ax02 +bx, +c.

Sea a >0, el caso a <0 se estudia analdégicamente.

.y _ _ _ 2 _ _
Completamos la funciéon F(x) =P, (x)—[m x+p ]=ax" +bx+c—m x—p, .
Segun la Afirmacion 1, esta funcion debera tener un punto minimo (a > 0) en el punto
X=Xx,.

Por la definicion del punto minimo local en x, debe cumplirse la desigualdad
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F(x)>F(x,), alrededor del punto x =x, , |x - x0| <eg.
Respecto a la nueva variable z =x—x, tenemos
F(z+x,)=F(x,), alrededor del punto z=0 ,

z|<e.

Al cumplir operaciones

a(z+x,)’ +b(z+x,)+c—[m(z+x,)+ p]> ax02 +bx, +c—[mx, + p],
vamos a tener

z(az+2ax, +b—m)=0.

Cuando w# 0,w=m—[2ax, +b]
la desigualdad z(az—w) >0 no se cumple alrededor de z=0,

y=z(az—-w) \ /+
+>\‘/‘&/>o’ RN

a

Cuando w=0
La desigualdad az’® >0 se cumple alrededor de z=0,

y=az’
+N d
>

De aqui encontramos

m=2ax,+b p=y,—(2ax,+b)x, =—ax,’ +c
y la resolucion del problema
y=QQax,+b)x—ax, +c.

Consideremos la funciéon y = x?>.
Vamos a encontrar una ecuacion de a recta tangente y =mx+ p que pasa por el punto
(1,1) sin hacer uso de la derivada.

Hay una relacion entre pendiente y termino independiente y| = mx| L tp, l=m+p.

Segtin la Afirmacién 1, la funcién y = x* —[mx+b] debe tener su punto minimo local en
x=1
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A A y=x2—[mex+pr]

Por la definicion del punto minimo local en x, debe cumplirse la desigualdad
x> —=mx—b>1>-ml—b  Cuando |x-I<¢

0

z+1)’ =miz+)=21-m, z=x-1, |z| <eg,

22 42z-mz>0, z(z+2-m)>0,

Esta desigualdad se cumple alrededor de z=0 cuando m=2.

De aqui tenemos m=2, p=1-m=-1

y la resolucion del problema
y=2x-1.

Polinomio de tercer grado
Hallar la ecuacion de la recta tangente R(x,,y,)=m, x+ p,  que pasa por el punto

(xy,¥,), dela grafica de la funcion
y =P, (x),P,(x)=a,x’ +a,x’ +a,x+a,, a, 20, 3a,x, +a, #0 . Anotamos que

3 2
Yo =a3X, +a,x, +a,x,+a,.

Sea a >0, el caso a <0 que se estudia analégicamente.

Completamos la funcion F(x) =P (x)-[m, x+p, ]= a,x’ +a,x’ +a,x+a, -m, xX—p, .
Segun Afirmacion 1 esta funcion tiene su extremo local en el punto x = x,,.

Por definicion del punto extremo local en p . =x, de la funcion y=P,(x) debe
cumplirse la desigualdad F (x) = F;(x,) o F;(x)<F,(x,) alrededor del punto x = x,.
Respecto a nueve variable z=x-1

F(z+x,)2F(x,), 0 F(z+x,)<F(x,) alrededordel punto z=0, |z]<e,
a,(z+x,) +a,(z+x,)’ +a,(z+x,)+a, —[m(z+x,)+ p]=>

> a3xo3 + a2x02 +a,x, +a,—[mx,+ p],

0

a,(z+x,)’ +a,(z+x,)> +a,(z+x,)+a, —[m(z+x,)+ p] <

< a3x03 +a2x02 +a,x, +a, —[mx, + p]

Al cumplir con las operaciones vamos a tener la desigualdad
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dayz® +(Bayx, +a,)z+3a,x,” +2a,x, +a, —-m]=0
0
Aayz® +(Bayx, +a,)z+3a,x,” +2a,x, +a, —m]<0.

Cuando w#0,w=m—[3a,x,” +2a,x, +a,],

z=0 no es un raiz del polinomio en los corchetes

132 (2) =[ayz* + Bayx, +a,)z+3ax,” +2a,x, +a, —m].

Alrededor de z=0 el polinomio 132 (z) esnegativo o positivo y ninguna de las dos
desigualdades se cumple alrededor de z =0,

y=2P,(z) / > P.(2)>0

y=2P,(2) I > B (2)<0

Cuando w=0,
la primera desigualdad toma forma z’[a,z+(3a,x, +a,)]>0,
la segunda desigualdad toma forma z’[a,z+(3a,x, +a,)]<0.
Recordamos que  3a,x, +a, #0.
Si [ayz+(3a;x,+a,)]=20 laprimera desigualdad se cumple alrededorde z=0 .
Si [a;z+Bayx, +a,)]<0 lasegunda desigualdad se cumple alrededorde z=0 .
De aqui m = 3a3x02 +2a,x, +a,.
Encontramos
pP=y, —(3a3x02 +2a,x,+a,)x, = —2a3x03 —a2x02 +a,
y la resolucion del problema
y=0Ba,x,” +2a,x,+a,)x—2ax,” —a,x,” +a,.

Consideremos la funcion y = x°.

Vamos a encontrar una ecuacion de a recta tangente y =mx+ p que pasa por el punto
(LI) sin hacer uso de la derivada
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La relacion entre pendiente y término independiente es l=m+p.

Segun la Afirmacion 1, la funcién y = x° —[mx +b] debe tener su punto minimo local en
x=1.

Por definicion del punto extremo local en p ., =x, =1 debe cumplirse la desigualdad
x*—=mx-b>1’—=ml-b al rededorde x=1, enun entorno |x—1/<e

0

(z+1) =m(z+1)=1-m , alrededorde z=0, |z|<¢.

Después de las operaciones tenemos

22 +32° +3z-mz>0

0

2(z* +3z+3-m)>0.

La expresion (z”> +3z+3—m) es negativa alrededor de z =0, cuando m <3

+
2(z> +3z+3-m) \6\>

la desigualdad no se cumple alrededor z=0.

La expresion es positiva alrededor de z=0, cuando m >3

+

2(z* +3z+3-m)>0 / >
/(;

la desigualdad no se cumple alrededor z=0.

Cuando m =3 la desigualdad toma la forma z°(z+3)>0

2 (z+3) - - >

Esta desigualdad se cumple alrededor de z=0.
De aqui tenemos m=3, p=1-m = -2
y la resolucion del problema
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y=3x-2.
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