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Resumen 
Para hacer sentir  más profundamente qué son  los puntos mínimos y máximos es útil regresar a sus 
definiciones. Se proponen ejemplos de funciones como polinomio de tercer grado, seno, coseno y otras para 
las cuales se encuentran puntos críticos sin usar la derivada. 
 
Las nociones del límite y  derivada de una función en un punto son tradicionalmente difíciles de comprender 
por parte de los alumnos de bachillerato y licenciatura. Las dificultades se encuentran precisamente en las 
definiciones de estas nociones,  no en la aplicación de las reglas formales y  en el uso de las fórmulas. 
  
Consideramos funciones tales que en cada punto de su gráfica pasa  sólo una recta L al respecto de la cual la 
gráfica misma está por encima o por debajo de ella y no tiene otros puntos de intersección. La idea básica es 
la siguiente: se resta de la función, la ecuación de la recta L, que corresponde a un punto x0  de tal forma que 
ahora una nueva función cuyo mínimo o máximo esta precisamente en x0. 

 

Este método nos ayuda a relacionar la derivada de una función en un punto dado con los puntos mínimos y 
máximos. El manejo de tales técnicas puede ayudar a los estudiantes de matemáticas de  diferentes niveles 
educativos  a asimilar métodos de análisis sobre características gráficas de las  funciones. Su puesta en escena 
se ha hecho con estudiantes de maestría en matemática educativa para evidenciar aspectos geométricos y 
analíticos que complementan  el estudio de la  derivada y sus aplicaciones. 
  
No queremos sustituir los métodos clásicos, pero  proponemos un enfoque alternativo que posibilite al 
estudiante entender mejor las nociones básicas del cálculo a través de métodos no tradicionales para analizar 
el comportamiento de las funciones. 
 
Se muestra  una conexión entre  la búsqueda de los puntos mínimos y máximos y el cálculo de la derivada de 
una función. Después en base a la interpretación geométrica de la concavidad, se propone hallar la derivada 
en un punto de algunas funciones simples. 
 
 
Conexión entre las nociones de los puntos mínimos, máximos y la derivada  

 

Consideremos las funciones )(xyy  para las cuales en cada punto  ),( 00 yx  de su gráfica  

:)})(,{(: xyxL  existe una y solo una recta
00

),( 00 xx pxmyxR  que pasa por el punto 

),( 00 yx , no tiene otros puntos comunes con la grafica L  y  L  está ubicada arriba o abajo 

con respecto de la recta ),( 00 yxR . La clase de tales funciones vamos a denotar D . La 

clase de tales rectas para una función )(xfy  vamos a denotar como )( fT . 
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Afirmación 1. 
Vamos a escoger una función )(xfy   de la clase D  y un punto ),( 00 yx ,  )( 00 xfy .  

Una recta 
00

),( 00 xx bxmyxR  es la recta de la clase )( fT   en el punto ),( 00 yx  para  

)(xfy  si y solo si la función  ),(xFy   ][)()(
00 xx pxmxfxF  tiene un punto 

mínimo o un punto máximo en 0xx . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Usando esta conexión entre los puntos mínimos y máximos y la derivada de una función se 
propone hallar la derivada de algunas funciones simples. 
 
Polinomio de segundo grado 

 
Hallar  la ecuación de la recta  tangente  

00
),( 00 xx pxmyxR  que pasa por el punto 

),( 00 yx ,   de la parábola     cbxaxxPxPy 2
22 )(),( ,  0a .  

Anotamos que cbxaxy 0
2

00 . 

Sea 0a , el caso 0a  se estudia analógicamente. 
 
Completamos la función 

0000

2
2 ][)()( xxxx pxmcbxaxpxmxPxF  . 

Según la Afirmación 1, esta función deberá tener un punto mínimo ( 0a ) en el punto 
.0xx  

Por la definición del punto mínimo local en 0x  debe cumplirse la desigualdad 

                      )(xfy  
 
                                       

00 xx pxmy

   0y                             

 
 
 
 
 

                                
              

00 xx pxmy                           

                                             )(xfy  
 
 
  0y  

 
                        0x  

                    
 
                               
 
                     ][)(

00 xx pxmxfy  

 
 
                             0x  

                                
                                           
                                              
 
 
                         0x  

                           
 
              ][)(

00 xx pxmxfy  
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)()( 0xFxF ,  alrededor del punto 0xx  ,    0xx . 

Respecto a la nueva variable  0xxz  tenemos  

)()( 00 xFxzF ,  alrededor del punto   0z     , z . 

Al cumplir operaciones   

][])([)()( 00
2

000
2

0 pmxcbxaxpxzmcxzbxza , 

vamos a tener 
0)2( 0 mbaxazz . 

 
Cuando ]2[,0 0 baxmww  

la desigualdad 0)( wazz  no se cumple alrededor de 0z ,   
 

)( wazzy  
 
 
 
 
Cuando 0w  
La desigualdad 02az  se cumple alrededor de  0z , 

2azy  
 
 
De aquí encontramos  

baxm 02    caxxbaxyp o

2
000 )2(  

y la resolución del problema 
caxxbaxy 00 )2( . 

 
Consideremos la función 2xy .  
Vamos a encontrar una ecuación de a recta tangente  pmxy  que pasa por el punto 

)1,1(  sin hacer uso de la derivada. 
 
Hay  una relación entre pendiente y termino independiente  pxmy

xy 11
,   pm1 . 

Según la Afirmación 1, la función ][2 bmxxy  debe tener su punto mínimo local en 
x=1 
 
 
 
 
 
 
 

 
   +                 0            + 
                      

 
                                   + 

   0
a

w
                0 

                       

 
    + 

        0                0
a

w
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Por la definición del punto mínimo local en 0x  debe cumplirse la desigualdad 

bmbmxx 1122        Cuando  1x   

o      
mzmz 1)1()1( 2  ,    1xz ,   z , 

022 mzzz ,    0)2( mzz , 
Esta desigualdad se cumple alrededor de 0z  cuando   2m . 
De aquí tenemos   2m ,  11 mp  
y la resolución del problema 

12xy . 
 
Polinomio de tercer grado 

Hallar  la ecuación de la recta  tangente  
00

),( 00 xx pxmyxR  que pasa por el punto 

),( 00 yx ,   de la grafica de la función     

01
2

2
3

323 )(),( axaxaxaxPxPy ,  03a , 03 203 axa  . Anotamos que 

001
2

02
3

030 axaxaxay . 

 
Sea 0a , el caso 0a  que se estudia analógicamente. 
Completamos la función 

0000 1
2

2
3

33 ][)()( xxoxx pxmaxaxaxapxmxPxF . 

Según Afirmación 1 esta función tiene su extremo local en el punto .0xx  

Por definición del punto extremo local  en 0min xp   de  la función  )(3 xPy  debe 

cumplirse la desigualdad )()( 033 xFxF  o  )()( 033 xFxF  alrededor del punto 0xx . 

Respecto a nueve variable  1xz   
)()( 00 xFxzF ,  o  )()( 00 xFxzF   alrededor del punto   0z ,    z , 

])([)()()( 0001
2

02
3

03 pxzmaxzaxzaxza  

][ 0001
2

02
3

03 pmxaxaxaxa , 

o 
])([)()()( 0001

2
02

3
03 pxzmaxzaxzaxza

][ 0001
2

02
3

03 pmxaxaxaxa  

Al cumplir con las operaciones vamos a tener la desigualdad 

2xy     
                                                       
                              pmxy  
                 1 
 
                          1 

][
00

2
xx pxmxy

 1 
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0]23)3([ 102
2

03203
2

3 maxaxazaxazaz  

o 

0]23)3([ 102
2

03203
2

3 maxaxazaxazaz . 

 

Cuando ]23[,0 102
2

03 axaxamww , 

0z   no es un raíz del polinomio en los corchetes     

]23)3([)(
~

102
2

03203
2

32 maxaxazaxazazP .  

Alrededor de 0z   el polinomio )(
~

2 zP   es negativo o positivo y  ninguna de las dos 
desigualdades  se cumple alrededor de 0z ,   
 
 
 

)(
~

2 zPzy                                                                                                  0)(
~

2 zP  
 
 
 
 
 
 

)(
~

2 zPzy                                                                                                 0)(
~

2 zP  
 
 
                                                                                      
                                                                                  
Cuando 0w ,  
la primera desigualdad toma forma  0)]3([ 2033

2 axazaz ,  

la segunda  desigualdad toma forma  0)]3([ 2033
2 axazaz .     

Recordamos que      03 203 axa .        

Si  0)]3([ 2033 axaza     la primera desigualdad se cumple alrededor de  0z  . 

Si   0)]3([ 2033 axaza    la segunda desigualdad se cumple alrededor de  0z  . 

De aquí  102
2

03 23 axaxam .  

Encontramos  

 0
2

02
3

030102
2

03 2)23( axaxaxaxaxayp o  

y la resolución del problema 

0
2

02
3

03102
2

03 2)23( axaxaxaxaxay . 

 
Consideremos la función 3xy .  
Vamos a encontrar una ecuación de a recta tangente  pmxy  que pasa por el punto 

)1,1(  sin hacer uso de la derivada 

 
                 + 
                              0 

 
                                       + 
                              0 
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La relación entre pendiente y término independiente  es   pm1 . 

Según la Afirmación 1, la función ][3 bmxxy  debe tener su punto mínimo local en 
.1x  

Por definición del punto extremo local  en 10min xp   debe cumplirse la desigualdad 

bmbmxx 1133  al rededor de 1x ,   en un entorno 1x  

o      
mzmz 1)1()1( 3  ,   alrededor de  0z ,   z . 

Después de las operaciones tenemos 
033 23 mzzzz      

o     
0)33( 2 mzzz . 

La expresión  )33( 2 mzz  es negativa alrededor de 0z , cuando 3m  
 
 
 

)33( 2 mzzz  
 
 
 
la desigualdad no se cumple alrededor 0z . 
 
La expresión es positiva alrededor de 0z , cuando  3m    
 
 
 

0)33( 2 mzzz  
 
 
 
la desigualdad no se cumple alrededor 0z . 
Cuando 3m  la desigualdad toma la forma    0)3(3 zz  
 
 
 
 

)3(3 zz  
 
 
 
Esta desigualdad se cumple alrededor de 0z . 
De aquí tenemos   3m ,  21 mp  
y la resolución del problema 

         +                       + 
             
 -3                   0             

                                               + 
                                        
                              0 

 
                 + 
                              0 
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23xy . 
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