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Resumen

El interés por la fundamentacion racional de la matematica estuvo presente en toda su
historia, pero se acrecienta especialmente a partir de mediados del siglo XIX. Sin embargo, los sistemas
formales elaborados durante este largo periodo, para hacer mas explicita esta fundamentacion han derivado
en paradojas, a pesar de sus formulaciones aparentemente consistentes y l6gicamente correctas. Para superar
estas dificultades, se han formulado respuestas logico-matematicas que se clasificaron en tres grandes
lineas: el logicismo, el formalismo y el intucionismo. Kurt Godel demostré que las respuestas de estas
escuelas fueron insatisfactorias, ya que las paradojas internas eran insalvables. S6lo podian ser superadas con
la formulacién de sistemas mas amplios y potentes, expresados en un lenguaje metamatematico. Tanto
formalistas como logicistas hicieron un tratamiento puramente sintactico, pero la presencia de las paradojas
mostraba que la sintaxis formal es necesaria pero insuficiente. A ella se debe agregar una semantica, que
tiene que ver con el contenido significativo de las reglas operativas y una pragmatica que esclarece lo
apropiado de su interpretacion. También seflalamos en este trabajo lo inadecuado de la acusacion de
esterilidad al tratamiento logico-formal de la fundamentacién matematica. Nosotros sostenemos que los
sistemas formales no son estériles, puesto que engendran paradojas. En esta constitucion paradojal o
antinémica de los sistemas formales, se oculta el dinamismo y el espiritu creador de la matematica. Esto nos
permite afirmar que el quehacer matematico es al mismo tiempo descubrimiento e invencion. Quiza una
futura fundamentacion de la matematica deba recurrir a la logica dialéctica y a las 16gicas paraconsistentes

Introduccion

El saber matematico puede ser considerado desde dos perspectivas metodologicas. La
primera consiste en la determinacion de su campo objetivo a través de la precision de sus
conceptos; y la segunda, en el establecimiento de reglas rigurosas que precisen las
relaciones de deductibilidad entre sus proposiciones. La primera de estas tareas se refiere a
la definicion de los términos y la segunda a la construccion de pruebas logicas de
demostracion. Aqui confluyen la matematica, la logica y la filosofia de la matematica, cuya
conjuncién constituye parte sustancial de lo que en la actualidad se denomina
“epistemologia de la matematica”. Desde este punto de vista, se observan al menos tres
ambitos interrelacionados y facilmente discernibles: el plano ontoldgico o de la existencia
de los objetos matematicos, el plano lingliistico o simbolico y el plano l6gico-formal de la
deduccion de teoremas, a partir de las formulas primitivas, axiomas.

En relacién a este ultimo aspecto, la fundamentacion racional de las teorias matematicas, se
han sefialado multiples paradojas surgidas de la construccion de sistemas, a pesar de sus
formulaciones aparentemente consistentes y logicamente correctas. Para superar las
dificultades que supone la presencia de paradojas o inconsistencias, se han formulado
respuestas logico-matematicas que se clasificaron en tres grandes lineas: el logicismo, el
formalismo y el intuicionismo. Kurt Godel demostré que las respuestas de estas escuelas
fueron insatisfactorias, ya que las paradojas internas eran insalvables. S6lo podian ser
superadas con la formulacion de sistemas mas amplios y potentes, expresados en un
lenguaje metamatematico. Este trabajo pretende mostrar que estas soluciones al problema
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de la fundamentacion matematica son también logicamente insatisfactorias. Una alternativa
de solucion podria ser la 16gica dialéctica, que asume la significacion de las paradojas como
un motor que dinamiza el progreso del saber matematico.

El ideal de la formalizacion

En toda la historia de la matematica, filosofos, 16gicos y matematicos se interesaron en
precisar los conceptos matematicos, con definiciones “claras y distintas”, y a construir
pruebas rigurosas de demostracion. En los siglos XIX y XX se acentua significativamente
este interés, recurriendo a la abstraccion y formalizacion del lenguaje matematico. De ello
se obtienen dos efectos inmediatos: el afinamiento riguroso de los razonamientos
matematicos y el desarrollo de la l6gica-matematica, que en algunos casos se confunde con
la metamatematica. A partir de entonces, tanto la légica como la matematica se
estructuraron en sistemas axiomadticos deductivos, consistentes, completos e
independientes. Lo que significa en primer término la eliminacion de paradojas y/o
contradicciones; en segundo lugar, la demostracion completa de todos los teoremas en base
a los propios axiomas del sistema; y por ultimo, que ninguno de los axiomas o supuestos
pueda derivarse como teorema a partir de los restantes.

Formalizacion Geométrica

Desde la antiguedad se consideré como un modelo de sistema axiomatico-deductivo a la
geometria euclidiana (siglo III). Efectivamente, en base a unos pocos principios, que
Euclides denomina Postulados y Nociones Comunes, se deducen todos los teoremas de la
geometria. Durante siglos se considerd que esta geometria era la descripcion del espacio
fisico-real, “en el cual nos movemos, vivimos y somos”. Esta conviccion llego a tal punto
que Kant consider6 al espacio euclideo como una de las formas puras, a priori de la
intuicion. Nunca se cuestiond la verdad de sus proposiciones euclideanas, esto es, el
espacio se comportaba tal y cual lo decia su geometria. Sumada a esa adecuacion
ontologica, se daba el rigor l6gico de las demostraciones deductivas. Aunque los gedmetras
posteriores descubrieron algunos errores de derivacion, como por ejemplo la utilizacion de
algunos supuestos no explicitos, en general se aceptod el rigor de las pruebas logicas de
demostracion de los teoremas. Ni el rigor sintactico ni la verdad semantica del sistema
euclidiano estaban cuestionados.

Sin embargo, siempre se sospechd de la independencia de sus axiomas. Concretamente el
postulado 5° de las paralelas® parecia no gozar de las caracteristicas propias de los restantes
como para ser considerado una proposicion axiomatica. En 1733 el matematico italiano
Girolamo Saccheri publica el libro Euclides ab omni naevo vindicatus, donde demostraba
por reduccion al absurdo que el postulado de las paralelas era un axioma independiente.
Negando la validez del 5° postulado de las paralelas, creyd haber reivindicado el valor
absoluto de la geometria de Euclides. No se percatdé que con ello habia descubierto un
nuevo sistema axiomadtico para la geometria. Efectivamente, logré demostrar todos los
teoremas bajo la validez de la hipdtesis denominada del angulo agudo. Con esto queremos

* El Postulado 5° se enuncia de diversas maneras: i) Que si una linea recta corta a otras dos lineas rectas
formando con ellas angulos interiores del mismo lado menores que dos angulos rectos, las dos lineas rectas, prolongadas
indefinidamente, se cortan del lado por el cual los angulos son menores que dos rectos. 1ii) Por un punto dado pasa solo
una paralela a una recta dada (geometria plana) y un solo plano paralelo a otro dado (geometria del espacio).
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decir que las demostraciones logicas que elabord Saccheri fueron absolutamente
consistentes aunque los resultados obtenidos le resultaron totalmente contra intuitivos, cosa
que ¢l estim6 como absurdas porque tenia la conviccion de que la tinica geometria valida
era la euclidea.

Posteriormente Nicolai Ivanovitch Lobachewsky (1793-1856) y Georg Friedich Bernhard
Riemann (1826-1866) por separado construyeron nuevas geometrias. En el afio 1829,
Lobachewsky publico en el Kazan Messenger un articulo titulado “Sobre los Principios de
la Geometria”, que marca el inicio de las geometrias no euclideanas. En ¢l se demuestra
que el postulado 5° no podia ser demostrado a partir de los otros cuatro y construye una
geometria sobre una hipotesis que contradecia dicho postulado: “Por un punto C exterior a
una recta AB puede trazarse mas de una recta contenida en el plano ABC y que no corta a
la recta AB”. Con este postulado dedujo una teoria geométrica consistente, sin
contradicciones ldgicas y sin preocuparse si el espacio geométrico supuesto se aplicaba a
algiin espacio fisico. Pero esta geometria parecia tan opuesta al sentido comin que el
mismo Lobachewsky la llamé “Geometria Imaginaria”.

Riemann, en cambio, no se intereso solo en la cuestion de cudntas paralelas podian trazarse
por un punto exterior a una recta. Sostenia, ademas, que la geometria no necesariamente
deberia tratar de puntos, rectas y otros conceptos referentes al espacio real, sino de
conjuntos de n-uplas ordenadas que se pueden combinar de acuerdo a ciertas reglas, con lo
que logra una concepcidon absolutamente abstracta del espacio. Entre las reglas mas
importantes esta la “métrica” a definir, que determinara a priori las propiedades del espacio
a considerar. Un modelo de la geometria riemeniana, por ejemplo, toma al ‘plano’ como la
superficie de una esfera y una ‘linea recta’ como la circunferencia de un circulo maximo en
dicha esfera y en este caso la suna de los angulos de un triangulo es siempre mayor que dos
rectos. El desarrollo cientifico posterior mostrd que el espacio riemaniano fue de gran
utilidad en la teoria de la Relatividad de Einstein, del mismo modo que el espacio
geométrico de Euclides fue totalmente aplicable en la fisica clasica de Newton.

Con estas aplicaciones se muestra la utilidad de los sistemas abstractos de la geometria,
pero al mismo tiempo, se evidencia que las propiedades semanticas no son fundamentales
para la construccion de los sistemas axiomadticos en si mismos, sino una cuestion
extrasistematica. Cuando se quiere encontrar a un sistema geométrico abstracto una
aplicacion a otros campos pueden surgir paradojas, si no se tienen los recaudos necesarios
que fija una logica de la interpretacion. Y en este punto surge otra cuestion epistemoldgica
esencial: la prioridad e independencia logica de las ciencias formales. No hubiera podido
existir la fisica de Newton sin los supuestos de la geometria de Euclides, ni la de Einstein
sin los de la geometria riemanniana. Es decir, que no puede haber fisica sin geometria pero
si geometria sin fisica.

En la actualidad s6lo se tiene en cuenta el rigor 16gico-sintactico, interno al sistema mismo.
La méaxima expresion de abstraccion y formalizacion se encuentra en la geometria de David
Hilbert (1862-1943), en la cual no se alcanza a discernir la geometria pura de una logica y
una sintaxis pura. En 1899, Hilbert publica su Grundlagen der Geometrie donde realiza un
esfuerzo sistemdtico por dar un cardcter absolutamente formal deductivo a la geometria.
Frente a la necesidad de una fundamentacion axiomatica de la geometria, Hilbert advierte
que no todos los términos se pueden definir, ni todas las proposiciones se pueden
demostrar. Hay puntos de partida para las definiciones, que son los términos indefinidos, y
puntos de partida para las demostraciones, que son los axiomas. Hilbert propone 21
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axiomas, llamados ‘“axiomas de Hilbert”, que incluyen a los postulados y a las nociones
comunes de Euclides. De esta manera quedo6 perfectamente axiomatizada la geometria en el
siglo XX.

Como resultado de esta formalizacién matematica el espacio geométrico se constituyo en
un concepto absolutamente abstracto, cuya descripcién teoremdtica no requiere de la
intuicion ni de su aplicacion al espacio fisico. [lustracion de estas abstracciones no son solo
la geometria, sino también el algebra de conjuntos, los nimeros imaginarios, la aritmética
transfinita y las topologias. Hilbert recurre a la teoria de conjuntos para mostrar que las
ideas geométricas debian ser eliminadas y los puntos, rectas y planos debian ser
considerados simplemente como elementos pertenecientes a conjuntos dados.

Formalizacion Aritmética

Al reducir los conceptos geométricos a elementos pertenecientes a un conjunto, Hilbert
toma a la teoria de conjuntos de Georg Cantor (1845-1918) como base para hacer una
fundamentacion absolutamente formal de la geometria, del mismo modo en que Giuseppe
Peano(1858-1932) lo hizo para la aritmética. Pero la teoria de conjuntos de Cantor encierra
contradicciones o paradojas, con lo cual el ideal de formalizaciébn para mostrar la
consistencia de los sistemas matematicos, se vio frustrado. Estas paradojas, estrictamente
formales y/o logico-matemadticas, contenidas en el sistema de Cantor, sefialadas en 1897 por
Burali-Forti, y Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953), se deben a que el nimero
ordinal y el cardinal que corresponden a un conjunto de nimeros en cuestion seran siempre
mayores en una unidad al mayor numero de los que constituyen el conjunto, perteneciendo
al mismo tiempo a dicho conjunto.

En el mismo error incurre Gottlob Frege en su Grundgesetze der Aritmetik,
begriffsschriftlich abgeleiter (1, 1893; 11, 1903). Bertrand Russell sefiala este error, en una
carta dirigida a Frege y fechada el 16 de Junio de 1902, en la que comenta: “una funcion no
puede jugar el papel del elemento indeterminado™ o, en otros términos, “una funcidén no
puede ser una funcidén de si misma”. En gramatica logica diriamos que “un predicado no
siempre predica de si mismo”, relacion que Frege inadvertidamente sostuvo y que dio
origen a la paradoja del conjunto de todos los conjuntos que no son miembros de si mismo,
sefalada por Russell. La paradoja de Cantor es similar a las que Russell considera como
paradojas de las clases, de las propiedades y de las relaciones. Para dar solucion a estas
paradojas, Russell en 1908 formula su teoria ramificada de los tipos y Zermelo intenta otra
solucioén con la teoria axiomatica de los conjuntos. Mas tarde, Chwistek en 1921 y Ramsey
en 1926 modifican la teoria de Russell formulando la feoria simple de los tipos.

En suma, podemos decir que la matematica y la logica, que se origina en ella, buscaron su
propia fundamentacion. Como afirmaba Ludwig Wittgenstein (1914) “deben dar cuenta de
si mismas”. Este ideal parecia haber sido alcanzado en la construccion de sistemas
axiomaticos deductivos formales, al estilo de Arithmetics Principia: nova método exposita
de Peano (Turin, 1889), Die Grundlagen der Arithmetik (1884) y Grundgesetze der
Arithmetik (dos tomos 1893 - 1903) de Frege, Grundlagen der Geometrie (1899) de
Hilbert, Principia Matematica (1919)de Russell y Whitehead. El orden temporal de
aparicion de las obras citadas coincide con la obtencion de un mayor rigor en las
demostraciones que, a medida que va acrecentandose, va plasmando un lenguaje especifico
y constituyendo una nueva disciplina: la metamatematica o teoria de la demostracion. El
foco de interés de los matemadticos se centr6d en lo que en la actualidad denominamos las
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propiedades metamatematicas de consistencia, completitud e independencia de sus
axiomas.

Conclusiones

En 1931, aparecio en la revista Monatshefte fiir Mathematik und Physik un articulo con el
titulo Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Matematica und verwandter
Systeme (Sobre sentencias formalmente indecidibles de Principia Matematica y Sistemas
afines) que dio por tierra con todas las esperanzas de poder demostrar la completitud y
consistencia de un sistema axiomatico. El autor era un matematico austriaco radicado en
Estados Unidos, Kurt Godel (1906-1978) y probaba que ni ¢ ni no¢ pueden ser
decidibles en ningun sistema formal de la matematica clasica, incluidos Principia
Matematica, La Aritmética Formal de Peano, La teoria Axiomadtica de Conjuntos, etc. Del
mismo modo demostraba que es imposible deducir una formula que pruebe la consistencia
del sistema, o sea que era imposible demostrar, usando los métodos a los que hacia
referencia tanto Hilbert como Russell, que los axiomas de la aritmética no conducirian a
contradicciones. El teorema de la incompletitud de la aritmética establece por lo tanto que
no puede demostrarse la consistencia que contenga la teoria elemental de nimeros, por
medio de las reglas de derivacion propias de la misma teoria. Godel mostré como construir
una formula aritmética ¢ que represente la afirmacion matematica “la formula ¢ no es
demostrable”. Y demostré que ¢ es demostrable si y solamente si lo es su negacion. Pero
si bien @ no es formalmente demostrable por su construccion ¢ es verdadera, ya que
afirma su propia indemostrabilidad. Puesto que ¢ es verdadera y formalmente indecidible
el sistema que la contiene es incompleto. Si supusiéramos que la formula ¢ signifique “la
aritmética es consistente”, por las mismas razones tampoco seria demostrable en la teoria
axiomatica.

Se han ensayado otras demostraciones de consistencia distintas a las “internas al sistema
mismo” acudiendo a técnicas mas potentes que las de la propia teoria, como por ejemplo la
de induccion transfinita que es una extrapolacion a los nimeros ordinales transfinitos. Pero
estas técnicas, al igual que la teoria de los tipos de Russell, nos llevan a una regresion al
infinito, en la cual no habria una base determinada de fundamentacion.

Otra razon que hace inalcanzable el ideal de formalizacion al estilo de Hilbert o Russell
consiste en que todo sistema tiene reglas operativas. Las reglas de formacion establecen
cuales son las formulas que pertenecen al sistema (formulas bien formadas) y las reglas de
transformacion determinan como se pueden obtener nuevas formulas a partir de las
primitivas. En términos tradicionales diriamos qué procedimientos nos permiten obtener
nuevos teoremas a partir de los axiomas o de teoremas previamente demostrados. Ahora
bien, una regla es una norma de accion que no puede ser totalmente formalizada, pues debe
entenderse el sentido de lo que prescribe. En consecuencia el tratamiento puramente
sintactico, al que se remitian en exclusividad tanto formalistas como logicistas, es necesario
pero insuficiente para una fundamentacion. A la sintaxis, se debe agregar una semantica,
que tiene que ver con el contenido significativo de las reglas operativas y una pragmatica,
que esclarece lo apropiado de su interpretacion.

Por ultimo queremos sefalar lo inadecuado de una acusacion al tratamiento 16gico-formal
de la fundamentacion matematica: que los sistemas formales son estériles. Nosotros
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sostenemos que no lo son, puesto que engendran paradojas. En esta constitucion paradojal o
antindmica de los sistemas formales se oculta el dinamismo y el espiritu creador de la
matematica. Esto nos permite afirmar que el quehacer matematico es al mismo tiempo
descubrimiento e invencion. Quizas una futura fundamentacion de la matematica deba
recurrir a la 16gica dialéctica y a las ldgicas paraconsistentes.
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