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Resumen

El &lgebra arabe es operar con cantidades desconocidas aplicando las mismas reglas aritméticas
gue operan con los nimeros conocidos. Esta conceptualizacién, junto con la definicion de las
especies de numeros, ha facilitado el desarrollo del calculo algebraico de las expresiones
algebraicas. En particular, ha permitido la denominacién, enunciacion, clasificacién y formulacion
de seis ecuaciones cuadraticas. Se han propuesto demostraciones ingenuas, geométricas y
algebraicas de los algoritmos de resolucion de estas ecuaciones. Ibn al-Ha'im justifica las
demostraciones con preliminares numéricos enunciados sin demostraciones y explicados con
ejemplos. Presentaremos un andlisis de estas demostraciones de |os algoritmos de resolucion de las
formas canonicas de las tres ecuaciones cuadr aticas compuestas.
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Abstract

Arabic algebra is to operate with unknown quantities using the same arithmetic rules operating
with known numbers. This conceptualization, together with the definition of species of numbers, has
facilitated the development of algebraic calculus of algebraic expressions. In particular, it has
allowed the denomination, enunciation, classification and formulation of six quadratic equations.
Naive, geometric and algebraic proofs to the algorithms of solving these equations have been
proposed. 1bn al-Ha'im justifies the proofs with numerical preliminaries enunciated without proof
and explained with examples. We present an analysis of these proofs of the algorithms of resolution
of the canonical forms of the three composite quadratic equations.
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INTRODUCCION

Los historiadores de las matematicas han consensuado que el algebra medieval érabe empezé con la
publicacion de al-Kitab al-mukhtasar f7 zisab al-jabr wa al-mugabala, € libro conciso en € célculo
de larestauracién y la oposicion de Mohammad Ibn Masa a-Khawarizmi. Definiendo tres especies
de nimeros, mal (bien), jidhr (raiz del bien), y "adad mufrad (nUmero simple), consiguié
denominar, enunciar y resolver seis formas candnicas de ecuaciones cuadréticas, tres simplesy tres
compuestas a las cuales se reduce la resolucién de una coleccién de problemas aplicando
principalmente, entre otras, dos transformaciones al gebraicas denominadas al-jabr wa al-muqgabal a,
larestauracion y la oposicién.

Aunque su intencidn era escribir un libro que sirva a la gente en sus herencias, repartos, y en sus
tratos comerciales, a-Khawarizmi se empefié en justificar los algoritmos de resolucion de estas
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ecuaciones (a-Khawarizmi, 1939, p. 21). Asi comenzd una tradicién en la historia de la
demostracion en el dgebra arabe que ha sido seguida durante muchos siglos después. Se trata de las
primeras demostraciones de |os algoritmos de resolucién de |as ecuaciones cuadréticas.

Este esfuerzo considerable para justificar los algoritmos de resolucion motivo la aparicion después
de a-Khawarizmi de dos escuelas de pensamiento algebraico en torno a la demostracion. La
primera considera que la demostracion en el dgebra debe basarse en la aplicacion de los postulados
geomeétricos recogidos mayoritariamente en los Elementos de Euclides, mientras la segunda busca
conseguir autonomia e independencia de la geometria creando sus propias herramientas para tratar
los objetos algebraicos a partir de los instrumentos de calculo que ofrece la Aritmética de Diofanto.

Mientras a-Khawarizmi restringe el dlgebra a la manera de un célculo para transformar ecuaciones
cuadréticas generales a sus formas canonicas, Abu Bakr al-Karg1 (953-1028) ha sido el primero en
delimitar € corpus del agebra al operar con cantidades desconocidas aplicando las mismas reglas
aritméticas que actlian sobre los nimeros conocidos. Precisamente ha condicionado saber las
operaciones aritméticas basicas para poder llevar a cabo las transformaciones algebraicas de
restauracion y oposicion (al-Karaji, 1986, p. 158).

En Puig (20113, 2011b) se propone una clasificacion provisional de las demostraciones en el
algebra &rabe en tres tipos. El primer tipo es la demostracion que llamamos “ingenua’, cuya
argumentacion se desarrolla dentro de un marco discursivo que toma como referencia una figura
geométrica que estd acompafiada de letras sobre la cual se efectlan acciones de cortar, pegar y
mover, en general. La garantia de verdad de este discurso es |o que se ve en lafigura en cuestion sin
dudar de lo que lavista muestra. Asi son las demostraciones de al-Khawarizmi.

El segundo tipo es la que [lamamos demostracion “geométrica’, cuya argumentacion se basa en el
modelo euclideo en € que sigue habiendo figuras geométricas acompafiadas de letras, pero que son
explicadas dentro de un marco discursivo cuya garantia de verdad reside en las definiciones,
postulados, y proposiciones ya demostradas. En este marco discursivo, la argumentacion toma la
forma de un deduccién [6gica, por lo cual es necesario que haya un acuerdo sobre qué cosas pueden
tomarse como asentadas, es decir que son verdaderas y por tanto no necesitan ser justificadas y
forman unas nociones comunes, y qué cosas, por lo contrario, presentan reservas a la hora de
aceptarlas como verdaderas. Asi son las demostraciones de Thabit Ibn Qurra (836-901) o Aba
Kamil (850-930).

Finalmente, el tercer tipo es la demostracion algebraica cuyo discurso de justificacion no se basa en
ninguna figura geométrica, sino se fundamenta en las operaciones de célculo que se realizan con las
expresiones algebraicas. De hecho, para que se pueda razonar con este tipo de demostracion es
necesaria una definicion clara de la naturaleza de estas expresiones algebraicas, y de ahi definir €
tipo de las posibles operaciones que actlian sobre estas expresiones.

En este trabgo hemos seleccionado la obra Shars al-urjiza al-yasminiyya de Ibn al-Ha'im al-
Magdist (1352-1412), que representa la segunda escuela de pensamiento algebraico, porque incluye
demostraciones de los algoritmos clésicos de resolucion de las ecuaciones cuadré@ticas que se
pueden cdlificar de algebraicas. De hecho, las figuras geométricas desparecen por completo, y las
argumentaciones de las mismas se basan en la aplicacion de preliminares numéricos a las especies
del dgebra que componen la ecuacion.

La obra, que es uno de sus muchos comentarios, tiene carécter explicativo del celebre poema
didéctico compuesto de 54 versos redactado en el estilo rajaz, uno de los 15 estilos para escribir
poesias en érabe, por Ibn al-Yassamin (m. 1204) para la ensefianza y el aprendizaje del dgebra,
cuando ensefiaba en Sevilla. Su poema sobre dgebra ha sido editado recientemente por Mahdi
Abdeljaouad (Abdeljaouad, 2003).
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ENUNCIACION DE LOSALGORITMOSCLASICOSDE RESOLUCION

Los tres algoritmos clasicos se gecutan en una secuencia de cinco pasos que tienen una parte
comun que €l propio a-Khawarizmi usa para diferenciar las ecuaciones compuestas de las simples.
Se trata de los dos primeros pasos: calcular la mitad de la cantidad de la raiz del bien, y elevar a
cuadrado esta mitad.

Aunque la demostracién se efectlia sobre un gjemplo numérico concreto, Ibn al-Ha'im enuncia los
algoritmos clésicos de resolucion en su forma general porque la secuencia de sus cinco pasos se
expresa con palabras que se refieren a las cantidades abstractas de las dos especies de nimeros, la
raiz del bieny el nimero simple, sin especificacion numérica alguna de estas cantidades.

Siguiendo con la misma tradicién de a-Khawarizmi, después de enunciar los algoritmos Ibn al-
Ha'im propone una coleccion de gjemplos que explican los pasos de gecucién de los mismos. Estos
giemplos han sido escogidos cuidadosamente para que cubran cantidades positivas enteras y
racionales de laraiz del bien y del nimero simple. Se plantean en forma de gjercicios que preguntan
hallar el valor numérico del bien y de su raiz. Cuando finaliza el algoritmo, se comprueba que €l
resultado obtenido es la solucién numérica buscada. En ocasiones se omite la comprobacion y se
delegaa alumno para que gercite.

Respecto a la organizacion secuencia y temética de los contenidos, 1bn al-Ha'im hubiera preferido
enunciar los algoritmos de resolucion después de abordar las operaciones con expresiones
algebraicas tal como lo hizo al-Kargjt en su libro al-Fakhri. Ahora bien, como se trata de explicar la
urjiza, se havisto obligado a seguir el orden mismo impuesto por Ibn al-Yassamin, a igual que al-
Khawarizmi, que aborda |os algoritmos de resolucion antes de tratar |as expresiones algebraicas.

Aunque aporta numerosos € emplos que explican los procedimientos de resolucion, 1bn al-Ha'im los
considera insuficientes para alcanzar un aprendizaje satisfactorio de los mismos. Por ello, exige un
buen dominio de las cinco operaciones aritméticas. la adicion, la substraccion, la multiplicacion, la
division, y laextraccion de las raices cuadradas.

No seas un creido por la sencillez de este gjemplo y su claridad, y te crees que has aprendido las
cinco tareas que ha sefialado en el poema, y que son féciles, no necesitan el esfuerzo de prestarlas
atencion. Si no has conseguido dominar las cinco tareas segiin 1o que ha dicho el calculo, no te
avaricias en saber esta ciencia, ni en percibir su olor. Cuantas ecuaciones ponen en duda la mente y
se cansa en hallar su mitad, que es la mas facil de las tareas, ademas de extraer su raiz que es la mas
dificil. Sin embargo, he dicho esto para instarte a prestar atencion a dominar las operaciones del
nimero conaocido, entero y fraccion, expresable y sordo, y que son: la suma, la substraccion, la
multiplicacion, ladivision, la denominacion, y la extraccion de laraiz (al-Ha'im, 2003, p. 78).

La enunciacion de los agoritmos clasicos de resolucién ha sido complementada por cuatro
aportaciones sistematicas para cada una de las tres ecuaciones compuestas. La primera es demostrar
los algoritmos clésicos con preliminares numeéricos enunciados, sin demostracion, y explicados con
giemplos. La segunda es explicar los pasos de dos algoritmos, con gemplos y sin demostracion,
para hallar el valor numérico del bien antes de la raiz, seguidos de un algoritmo que termina con
hallar simultaneamente el bien y su raiz. La tercera aportacion es enunciar, y explicar con gjemplos
sin demostracion, un método para formular una coleccion de ecuaciones cuadréticas que poseen al
menos una solucion racional positiva. Por Ultimo demostrar con preliminares numericos un
algoritmo que transforma las ecuaciones compuestas en las ssimples.

ALGORITMOS DE RESOLUCION DEMOSTRADOS CON PRELIMINARES
NUMERICOS

Se puede agrupar los agoritmos de resolucién que han sido demostrados con preliminares
numéricos en dos bloques. El primer blogque lo forman los algoritmos clésicos. Las demostraciones
de estos algoritmos se justifican con la aplicacion directa de preliminares numéricos (mugaddimat
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“adadiyyah) que han sido enunciados en su formal general, sin demostracién, y cuya comprobacion
se gjecuta con gjemplos numéricos. La omision de la demostracion de estos preliminares ha sido
intencionada. Ademés de su fin didactico, que es facilitar € aprendizaje, la demostracién recurre a
la manipulacion de figuras geométricas que a su vez necesitan el conocimiento de los postulados de
los Elementos de Euclides, aspecto que Ibn a-Ha'im quiso evitar.

Sobre mostrar el porqué de este camino que lleva a la raiz, y la manera de deducirla de las cinco
tareas. La gente tiene latradicion de aclarar las demostraciones de estas ecuaciones con la geometria,
sea con lineas 0 bien con areas. Efectivamente, saber aquello necesita saber Euclides. Me ha
parecido mostrar aguello con preliminares numéricos sin recurrir a mencionar linea o area, aunque
estos preliminares mismos necesitan las argumentaciones geométricas. Sin embargo, hago esto para
aproximar la asimilacion, y remitir las aclaraciones de estos preliminares a Euclides u otros libros de
lageometria (al-Ha'im, 2003, p. 79).

Con la omisién de las figuras geométricas, Ibn a-Ha'im quiere romper con la tradicion de las
demostraciones ingenuas y geomeétricas, o que muestra el grado de autonomia y madurez que
alcanz6 el agebra como area cientifica, independiente de la geometria, con sus propias definiciones
de los conceptos y sus formulaciones de sus postulados. Por consiguiente los preliminares no
necesitan demostracion algunay se pueden usar cuando se considere imprescindible ya que forman
parte del entramado de los objetos del dgebra.

El segundo blogue estd formado por los procedimientos mediante los cuales las ecuaciones
compuestas son transformadas algebraicamente en las ecuaciones simples. Las argumentaciones
también se basan en |a aplicacion de preliminares numéricos. Son cuatro 10s preliminares numéricos
gue han sido enunciados por Ibn a-Ha'im. Algunos de €ellos sirven para justificar méas de una
demostracion. Sin embargo cada demostracion se argumenta recurriendo a un solo preliminar que
se recuerda o se enuncia inmediatamente antes de proceder a exponerla. Cuando un preliminar ya se
habia enunciado antes, sélo se recuerda el lugar donde se habia utilizado sin una nueva enunciacion
del mismo. Presentamos a continuacién cémo enuncia lbn a-Ha’im cada uno de los preliminares en
lengugje vernaculo y su traduccion a sistema de signos actual del dgebra simbdlica, indicando
también en qué demostraciones usa cada uno de ellos.

El primer preliminar se ha aplicado al demostrar el algoritmo clésico de resolucion de la primera
ecuacion compuesta y al justificar las operaciones algebraicas que permiten transformar la tercera
ecuacion compuesta a la primera o tercera ecuacion simple.

Cualquier numero que se divide en dos mitades, y luego se le afiade otro nimero, entonces el
resultado de multiplicar el nimero y el afiadido por el afiadido, cuando se suma a cuadrado de la
mitad del nimero, esigual a producto de la suma del nimero afiadido a la mitad del ndmero por si
misma (al-Ha'im, 2003, p. 79).

2 2
En nuestro sistema de signos, el preliminar se traduce alaidentidad: (m-+ n)n+[g] = [%]+ n]

El segundo preliminar es Gtil para demostrar como transformar la primera ecuacion compuesta a la
primera o tercera ecuacion simple.

Para cada dos nimeros distintos, cuando sumas, al cuadrado de la mitad de la diferencia entre ellos,
el producto de uno de ellos por € otro, el resultado es o mismo que el cuadrado de la mitad de su
suma (al-Ha'im, 2003, p. 82).

2
Expresado en lenguaje simbdlico, € preliminar se traduce alaidentidad: (?j +mn= (

2
m+n
"

Con € tercer preliminar se justifica la demostraciéon del algoritmo de resolucién de la segunda
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ecuacion compuesta, y la manera de como llevarla ala primera o tercera ecuacion simple.

Cualquier nimero que se divide en dos mitades y se descompone en dos sumandos distintos,
entonces el resultado de multiplicar uno de los distintos por €l otro, cuando se le suma el cuadrado de
la diferencia entre uno de ellos y la mitad del nimero impuesto, es igual al cuadrado de la mitad del
ndmero impuesto (al-Ha'im, 2003, p. 87).

2 2
En nuestro sistema de signos, €l preliminar se traduce alaidentidad: mn+(m— m;rnj :(m;n]

El dltimo preliminar es usado para justificar la demostracion del algoritmo de resolucion de la
tercera ecuacin compuesta.

Cualquier nimero del cual has disminuido unas raices suyas, y has sumado a lo que queda €l
cuadrado de la mitad de la cantidad de aquellas raices, entonces laraiz del resultado es menor que la
raiz del bien con una cantidad igual ala mitad de la cantidad de estas raices (al-Ha'im, 2003, p. 94).

2
En nuestrosistemadesignos,elpreliminarsetraducealaidentidad:\/(m—m/ﬁ)%%j = m—g

El hecho que Ibn al-Ha'im remita las demostraciones de los preliminares numéricos a los libros de
la geometria no significa que no se han propuesto demostraciones numéricas a los mismos. En
efecto, en el capitulo cuatro dedicado a la multiplicacién de su tratado Raf* al-xijab "an ujizh a'mal
al-pisab, Ibn al-Banna al-Murragqushi (m. 1321) afirma que las demostraciones de los métodos que
transforman las ecuaciones compuestas a las simples se basan en una manera de multiplicar que é
denomina adarbu bi-attarbi™ (la multiplicacion elevando a cuadrado)

El porqué del operar en las ecuaciones compuestas se entiende con la multiplicacion elevando a
cuadrado (al-Banna, 1988, p. 309).

Esta forma de multiplicar incluye tres identidades numéricas donde la multiplicacion de dos
nimeros positivos se expresa como una descomposicion aditiva, sustractiva, multiplicativa, o
division de dos nimeros positivos, que dependen de los nimeros multiplicados, y donde a menos
uno de ellos se eleva a cuadrado. Previa enunciacion de tres identidades equivalentes, Ibn al-Banna
aporta una demostracion numéricaa segundo preliminar de Ibn al-Ha'im (Ibn a-Banna, p. 260).

Ademés de una diversificacion en la enunciacion de los preliminares numeéricos en distintas formas
equivalentes, encontramos justificaciones numeéricas del primer y tercer preliminar de Ibn al-Ha'im.
Lo que significa que los preliminares numéricos, con sus diferentes enunciaciones en el lenguaje
vernaculo, yaforman parte de la secuencia didactica de |os contenidos en los manuales de texto del
algebra arabe.

Lo que distingue a Ibn a-Ha'im de su antecesor Ibn al-Banna es recordar los preliminares
necesarios justo antes de empezar la demostracion para su aplicacion inmediatamente después en la
justificacion del encadenamiento 16gico de la demostracion.

DEMOSTRACIONES ALGEBRAICAS DE LOS ALGORITMOS DE RESOLUCION DE
LA PRIMERA ECUACION COMPUESTA

La primera ecuacion compuesta candnica, un bien y sus raices igualan un nimero, se traduce con

nuestro lenguaje simbolico a la siguiente ecuacion: x>+ bx = ¢ donde b y ¢ son niimeros positivos
enteros o racionales. A continuacién presentamos un andlisis de dos demostraciones algebraicas de
resolucion de la primera ecuacion compuesta. La primera es del algoritmo clasico, la segunda es la
de transformar la primera ecuacion compuesta a la primera o tercera ecuacion simple.
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Demostracion del algoritmo clasico de resolucion

Es bien conocido que € agoritmo clésico de resolucion se gjecuta en cinco pasos. tomar la mitad de
la cantidad de las raices, elevar a cuadrado esta mitad, sumarle el nimero ssimple, extraer la raiz
cuadrada del total, y substraerle la mitad de la cantidad de las raices. En nuestro lenguaje simbdlico,
los pasos se traducen a:

(3 (5]~ 5)

Ibn al-Ha'im ha explicado los pasos de gecucion del algoritmo clasico con cinco €emplos
numéricos distintos, el primero de ellos servira luego para explicitar la demostracion del algoritmo:
un bieny diez de sus raices igualan veinticuatro.

Inmediatamente antes de explicitar la demostracion del algoritmo, Ibn al-Ha’im recuerda el primer

preliminar que se limita a explicar con un ejemplo. Partiendo de la ecuacion x* +10x = 24 procede a
desglosar con palabras |os pasos de la demostracion.

Supongamos que estamos hablando del primer ejemplo, que es un bien y diez de sus raices igualan
veinticuatro. Entonces, decimos que la cantidad de las raices es el nimeroinicial, y la cantidad de las
raices del bien ligado a ella es el nimero afiadido a él. Y el nimero simple es como el resultado de
multiplicar el nimero con €l afiadido por el afiadido. Entonces los veinticuatro, en el gjemplo, seran
obtenidas a partir de multiplicar el diez y la cantidad de las raices del bien, afiadida a €ella, por la
cantidad de |as raices afiadidas. Cuando tomamos la mitad de la cantidad de las raices y elevamos a
cuadrado esta mitad y afladimos el resultado, que es veinticinco, al nimero se juntan cuarenta y
nueve, que es lo mismo que el cuadrado de la suma de la cantidad de las raices afiadidas a la mitad
de diez. Laraiz de cuarenta y nueve, que es siete, sera la suma de la mitad de la cantidad de las
raices y la cantidad de las raices afiadidas al diez. Cuando se substrae del siete la mitad de diez
guedan dos que son la cantidad de las raices del bien afiadidas a las diez raices. Asi sabes que el bien
iguala dos de sus raices, y entonces cada raiz sera dos, tal como hemos anticipado que en cada bien
hay tantas raices como unidades haya en una raiz. Se ha quedado claro, por o que hemos dicho, €l
porqué de hallar la mitad de las raices, sumar el cuadrado de la mitad al nimero, tomar la raiz del
total, y substraerle lamitad (al-Ha'im, 2003, p. 80).

El esquema de la demostracion puede describirse de la manera siguiente:

e Reenunciacion del primer preliminar numérico usando las especies de nimeros del dgebra.
El preliminar se expresa en su forma general para cualquiera ecuacion compuesta de este
tipo. Se hace referencia a las especies de niUmeros que componen la ecuacién de manera
abstracta, y no se menciona el ejemplo numérico de la ecuacion.

e Decimos que la cantidad de las raices es € nimero inicial. Aqui identifica b, que es la
cantidad de las raices en la ecuacion, con m, que es € ndmero inicial en € primer
preliminar.

e Lacantidad delas raices del bien ligado a ella es el nimero afiadido a él. El bien, x*, es
concebido geométricamente como producto de laraiz por si misma. Sin embargo aqui se
define aritméticamente como suma de la raiz tantas veces como la propia raiz. Es decir

X2 = X-X= X+ X+...+ X (x-veces, la cantidad de las raices del bien). Al sustituir n por x

2 2
en el primer preliminar,seobtiene(b+x)x+(£2)j :(g+x] .

e Y e nimero simple es como € resultado de multiplicar el nimero con € afiadido por €l
afiadido. Es una factorizacion del primero miembro de la ecuacion: (b+x)x=c.
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e Ejemplificacion explicativa de la abstraccion. La demostracion se concreta con el gemplo
numérico de la ecuacion, aunque €l razonamiento sigue desarrollandose en términos
generales.

Entonces los veinticuatro, en el g emplo, seran obtenidos a partir de multiplicar €l diez y
la cantidad de las raices del bien, afadida a ella, por la cantidad de las raices afiadidas.

Ejemplifica la factorizacion anterior de laecuacion, es decir, (10+ x)x = 24.
b)_10_

Cuando tomamos la mitad de la cantidad de las raices. Esto es (E] = 5.

2 2
Elevamos a cuadrado esta mitad. Esto es (g] = (%) =5 =25,

Afiadimos € resultado, que es veinticinco, al nimero, se juntan cuarentay nueve. Esto

2
€s (9] +c=(b+x)x=25+24=49.
2

Que eslo mismo que & cuadrado de la sumade la cantidad de las raices afiadidaala
mitad de diez. Se aplicalaigualdad del preliminar numérico
2

2 2 2
(b+x)x+ by _[b, «] =[B +c,y con e gemplo se escribe 10, x| =49
2 2 2 2

e Halar la raiz. Este paso se consigue con la extraccion de la raiz cuadrada, que es una
operacion aritmética.

Laraiz de cuarentay nueve, que es siete, serala suma de lamitad de la cantidad de las
2

raicesy lacantidad de las raices afiadida a diez. Estoes(g+x]= (g] +c,yconé

. : 10

gjemplo se escribe: (E+x]:x/@:7.

Cuando se substrae del siete la mitad de diez quedan dos que son la cantidad de las

2
raices del bien anadida alas diez raices. Esto es x = [gj +c—g,&sdecir, X=2.

e Justificacion de los cinco pasos del algoritmo clasico. Es un desglose de las cinco
operaciones aritméticas que hay que efectuar para calcular € valor numérico de laraiz.

El porqué hallar lamitad de lasraices (Tarea 1).

Sumar el cuadrado de lamitad al nimero (Tareas 2y 3).
Tomar laraiz del total (Tarea 4).

Substraerle lamitad de la cantidad de las raices (Tarea 5).

La demostracion ha sido expuesta en términos generales, ya que se refiere, en todos sus pasos, a las
especies del dgebra que componen la ecuacion. Aqui el ejemplo sirve solo de explicaciéon de un
razonamiento abstracto.
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Demostracion del algoritmo que transforma la ecuacion compuesta ala simple

Ademés del algoritmo clésico, existe otro procedimiento de resolucion que consiste en transformar
la ecuacion compuesta en la primera o tercera ecuacion simple y que se basa en el segundo
preliminar numérico. No se aporta ningin ejemplo que acompafia la explicacion de la demostracion
como se hizo en € caso de la demostracion del algoritmo clasico. Se razona sobre las especies de
nUmeros en términos abstractos.

Una vez recordado el preliminar Ibn al-Ha'im describe la demostracion con estas palabras donde la
diferencia entre dos nimeros al-fadl es siempre positiva.

Que consideres los dos nimeros cuya diferencia se calcula: el bien y el nimero, siempre. Entonces
las raices seran la diferencia entre ellos. Multiplicas uno de ellos por el otro como bienes, y afiades a
resultado el cuadrado de la mitad de la diferencia entre ellos considerada como bienes, el total sera el
cuadrado de la mitad de su suma. Tomas su raiz, que sera la mitad de su suma, y que es cosas y la
guardas. Luego miras la mitad de su suma, que sera siempre €l bien y la mitad de las cosas ligadas a
él porque el nimero, por supuesto, es como €l bien y las cosas. Cuando se suma esto a bien, el total
del bieny el nimero serd dos bienes y las cosas impuestas. Y la mitad de aquello es un bien y la
mitad de las cosas. Si quieres la primera ecuacion, iguala con aquel guardado, y substraes lo coman,
guedan cosas igualan un bien, que es lo solicitado. Si quieres la tercera, ya sabes que € nldmero
iguala el bien y las cosas impuestas y que la mitad de la suma del bien a nimero es un bieny la
mitad de las cosas, el nimero sera adicion de la mitad de la suma del bien al nimero y la mitad de
las cosas, y que el guardado igualala mitad de su suma. Afades a lo guardado la mitad de las cosas,
el total sera cosasigualan el nimero impuesto (al-Ha'im, 2003, p. 82).

Hemos fraccionado la demostracion en tres partes. La primera es comuin a las dos restantes. La
segunda explica como transformar la ecuacion compuesta en la primera simple. La tercera explicita
como llevar la ecuacion compuesta a la tercera simple. Una descripcion de la parte comun de la
demostracion se detalla como sigue.

e Aplicar el segundo preliminar.

e Que consideres, siempre, los dos numeros cuya diferencia se calcula: e bien y €
nimero. Tomar el bien como n, y el nimero ¢ impuesto en la ecuacién como m, es decir

n=x’y m=c en e segundo preliminar.

e Entonces las raices seran la diferencia entre elos considerada como bienes. La
multiplicacion de un niimero por e bien es concebida como bienes bx = c— x*.

e Multiplicas uno de ellos por € otro. Esto es mn = cx’.

e Afades al resultado el cuadrado de lamitad de la diferencia entre ellos como bienes.
Sustituyendo, expresa el primer miembro de laigualdad del segundo preliminar en
funcién del bien

2 2\2 2 2 2
m_n C_X 2 bX 2 b 2 2 b 2
+mn= +CX = — | +cX=| = | X +cX=|| = | +C|X".
2 2 2 2 2
e El total serd el cuadrado de lamitad de su suma. Se aplicalaigualdad del segundo

. (m—nj2 [(b}z ] , (m+nj2 {c+x2]2
preliminar | —— | +mMn=|| = | +C |X" = =
2 2 2 2

e Demostrar la parte comun del método.

e Tomas su raiz, que seralamitad de su suma, y que es cosas, y laguardas. Al aplicar la
raiz cuadrada alos dos miembros de laigualdad anterior, salen las raices del bien, es
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o+ X bY
decir =Xl =| +cC.
2 2
e Luego miraslamitad de su suma, que serasiempre €l bieny lamitad de las cosas

2
ligadas a él. Esto es C+2X = x2+% :

e Porque € nimero, por supuesto, es como €l bieny las cosas. Esto es ¢= x*+ bx.
e Cuando se sumaesto a bien, esto es ¢+ x* = X* + bx+ x°.
e El total del bieny e nimero serados bienesy las cosas impuestas ¢+ x* = 2x* + bx.

2 2
. : . C+X° 2X“+bx bx
e Y lamitad de aguello esun bien y lamitad de las cosas > = 3 :x2+7.
Se aprovecha la parte comun de la demostracion en dos ocasiones. La primera es para demostrar
coémo transformar la primera ecuacion compuesta a la primera ecuacion simple.

e S quiereslaprimeraecuacion.

2

2
e |gualacon aquel guardado. Esto es x (g] +Cc=X +b—2X.

2
e Substraes|o coman. Esto es x‘/(g] +c—b—2X:x2.

¢ Quedan cosas igualan un bien, esto es, se consigue la primera ecuacién simple

bYY b ,
— | +Cc—= |[x=X".
2 2

La segunda aplicacion de la parte comun es para demostrar la manera de llevar la primera ecuacion
compuesta a la tercera ecuacion simple.

e Siquiereslatercera
e Yasabesque el nimeroigualaal bieny las cosasimpuestas. Esto es ¢= x*+ bx.

¢ Quelamitad delasumadel bien a nimero esun bieny lamitad de |as cosas
c+x’  , bx

2 2
e El nimero seralaadicion de lamitad de lasumadel bien a nimero y lamitad de las
c+x> bx
COSas C= —

>

2 2
e Que el guardado igualala mitad de su suma. Esto es x (g] +Cc= C+2X .
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g_c+x2+g
2 2 2

2
e Afadesalo guardado lamitad de las cosas. Esto es x (t—;] +C+

2 2
e El total escosasigualan el nimero impuesto x {t—;] +c+b—2X: (g} +c+t—2) X=C.

CONCLUSIONES

Después de la descripcion y el andlisis de las demostraciones de |os algoritmos de resolucion de las
formas canodnicas de las ecuaciones de segundo grado en Shars al-urjiza al-yasminiyya de lbn al-
Ha'im podemos deducir algunas conclusiones que enfocan tres lineas de reflexion.

La primera se centra en la naturaleza y |os rasgos de las propias demostraciones de estos procesos
de resolucion. Las demostraciones estudiadas son puramente algebraicas. En ninguna de las
demostraciones analizadas se ha recurrido a la manipulacion de figuras geométricas. Aungue las
demostraciones estdn hechas en un lengugje retérico, es decir con ausencia del lenguaje simbdlico,
esto no impide calificarlas de algebraicas porque los conceptos que las nutren son algebraicosy no
apelan explicitamente a las proposiciones de Euclides. El niicleo de estas demostraciones reside en
la aplicacion de cuatro preliminares numéricos que han sido enunciados antes de abordar las
demostraciones y explicados con ejemplos. Estos preliminares no necesitan ser demostrados, ya que
forman parte de las herramientas del agebra

La segunda reflexion se centra en las consideraciones didacticas hechas por € autor para la
ensefianza y aprendizaje de las ecuaciones cuadraticas. Es un proceso de ensefianza basado en la
explicacion de los conceptos usando ejemplos. Estos gjemplos han sido diversificados para abarcar
nimeros naturales y racionales positivos. La presentacion temética de las tres ecuaciones ha sido
ordenaday sistematica.

Latercerareflexion aborda las consecuencias que pueden derivarse del andlisis que hemos realizado
de estas demostraciones para la organizacion de la ensefianza de la demostracion en el dgebra. El
aprendizaje de la demostracion en el dgebra no sera posible sin que este proceso esté acompafiado
de g emplos numeéricos que lo clarifiquen.
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