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INTRODUCCION

Este libro contiene un conjunto de situaciones problemadticas que pue-
den ser utilizadas tanto en el dltimo ciclo de secundaria, como en el
primer ciclo universitario con el propésito de iniciar el estudio de fun-
ciones. Este capitulo se inicia con una breve descripcién de las tenden-
cias actuales de la educacién matematica y del papel que puede jugar
la resolucion de problemas en el desarrollo del pensamiento matema-
tico de alto nivel. En seguida se presentan los resultados del programa
de investigacién “Calculadoras gréficas y pre-cdlculo”. Finalmente, se
describen las principales caracteristicas del libro y se dan sugerencias
para su utilizacién en el salén de clases.

En el segundo capitulo se comentardn algunas situaciones proble-
maticas. Alli se busca ejemplificar cada una de las situaciones tipo del
libro: se toma una situacién representativa, se dan los objetivos que
persigue, el contenido matemadtico que se pone en juego, las dificulta-
des de aprendizaje que se evidencian y sugerencias para trabajar la
actividad en la clase.

Tendencias actuales

La visién que la comunidad internacional tiene de la educacién mate-
matica ha evolucionado durante los tltimos treinta afios. En la actuali-
dad, existe un cierto consenso acerca de cudles deben ser las metas de
la educacién matemadtica; qué se debe buscar en el aprendizaje de las
matemadticas; qué tipo de ensefianza estd acorde con estos propdsitos;
qué papel juega la resolucién de problemas en el desarrollo del pensa-
miento matemdtico de alto nivel; y de qué manera influyen las creen-
cias y actitudes de profesores e investigadores en la bisqueda de estos
ideales.

Los estdndares de curriculo y evaluacién en matemadticas del NCTM
(1991b) proponen los siguientes fines para todos los estudiantes de
matematicas:

A Que aprendan a valorar las matemadticas

A Que se sientan seguros de su capacidad para hacer matemad-
ticas

A Que lleguen a resolver problemas matematicos
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A Que aprendan a comunicarse mediante matematicas

Estos objetivos implican que los estudiantes experimenten situaciones
abundantes y variadas, relacionadas entre st, que los lleven a valorar las
tareas matemdticas, desarrollar hdbitos mentales matemdticos y enten-
der y apreciar el papel que las matemdticas cumplen en los asuntos hu-
manos; que debe animdrseles a explorar, predecir e incluso cometer
errores y corregirlos de forma que ganen confianza en su propia capaci-
dad de resolver problemas complejos; que deben leer, escribir y debatir so-
bre las matemdticas, y que deben formular hipétesis, comprobarlas y
elaborar argumentos sobre la validez de una hipétesis (p.5).

Para lograr estos objetivos, es necesario asignar un sentido a las mate-
maticas escolares y reformular la visién que se tiene de los estudiantes
y de su relacién con el conocimiento. Para ello, el NCTM (1991b) sugiere
que se debe buscar que:

A Los estudiantes “hagan matemdticas” de manera activa

A Las matemadticas sean para los estudiantes una manera de
pensar y de dar sentido a su entorno

A El contenido matemdtico sea potente y cambiante

A Todos los estudiantes puedan aprender y apreciar las mate-
maticas

Esta nueva vision acerca del aprendizaje de las matematicas implica la
necesidad de generar nuevas aproximaciones acerca de la forma como
se puede lograr este tipo de formacién matemaética.

El NCTM sugiere cuatro aspectos que son considerados como cen-
trales en el proceso de ensefianza de las matemadticas. Estos cuatro
aspectos del razonamiento pedagégico del profesor son los siguientes
(NCTM, 1991a):

A La seleccién de tareas matemdticas valiosas
A El manejo del discurso en el salén de clase
A La creacién de un entorno apropiado para el aprendizaje

A El andlisis de la ensefianza y el aprendizaje
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Resolucion de problemas y pensamiento matematico de alto
nivel

La resoluciéon de problemas juega un papel trascendental en esta
nueva aproximacioén a la problemética de la ensefianza y el aprendi-
zaje de las matemdticas. De hecho, se espera que el estudiante cons-
truya su conocimiento matemadtico al enfrentar, dentro del contexto
social del salén de clase, problemas para los que no conoce de ante-
mano una estrategia de solucién apropiada, lo suficientemente com-
plejos para significar un reto y que ponen en juego un conocimiento
matemadtico relevante (Rico et. al., 1988).

El papel central que, en la actualidad, juega la resolucién de proble-
mas en la educacién matemadtica resulta natural como caracteristica
intrinseca de las mismas matematicas. El matemdtico Halmos (1980, p.
519, citado en Schoenfeld, 1992) corrobora esta posicién al afirmar:

¢En qué consisten realmente las matemdticas? ; Axiomas (como el pos-
tulado de las paralelas)? ;Teoremas (como el teorema fundamental del
dlgebra)? ;Pruebas (como la prueba de Godel)? ; Definiciones (como la
definicion de dimension de Menger)? ;Teorias (como la teoria de las ca-
tegorias)? ;Férmulas (Como la férmula de la integral de Cauchy)?
¢Métodos (como el método de aproximaciones sucesivas)?

Las matemdticas no podrian ciertamente existir sin estos ingredien-
tes; son esenciales. Sin embargo, es posible argiiir que ninguno de ellos
estd en el corazon del tema y que la principal razon para la existencia de
los matemdticos es para que resuelvan problemas y que ésto, por consi-
guiente, es en lo que realmente consisten las matemdticas: problemas y
soluciones.

Se busca entonces que el estudiante desarrolle, a través de la actividad
de resolucién de problemas entre otros, un pensamiento matemdtico de
alto nivel. Resnick (1987, citado en Romberg, 1993) define este tipo de
pensamiento de acuerdo a una serie de caracteristicas que se encuen-
tran en claro contraste con los criterios matemaéticos actuales:
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Pensamiento de alto nivel

Esquemas tradicionales

No - algoritmico. El camino para la accién
no se encuentra completamente especifi-
cado con anterioridad.

Algoritmico. El camino para la accién
se encuentra completamente especifi-
cado con anterioridad.

Complejo. El camino total no es “visible”
(hablando mentalmente) desde wun
Gnico punto de vista.

Caminos visibles. Se utilizan ejemplos
estdndar con caminos visibles.

Soluciones miiltiples. El pensamiento de
alto nivel da lugar frecuentemente a
soluciones mdltiples, cada una con cos-
tos y beneficios.

Solucién tinica. Hay una tnica solu-
cién posible.

Criterios miiltiples. E1 pensamiento de
alto nivel involucra la aplicacién de mul-
tiples criterios que, en ocasiones, entran
en conflicto entre ellos.

Criterios sencillos. Se requiere la utili-
zacién de criterios sencillos que se
encuentran bien definidos.

Incertidumbre. E1 pensamiento de alto
nivel involucra frecuentemente la incer-
tidumbre. No se conoce todo lo que se
requiere para desarrollar la tarea.

Certeza. Se tiene certeza: se ha dado
toda la informacién que se requiere.

Auto-regulacion. El pensamiento de alto
nivel requiere la auto - regulacién del
proceso de pensamiento.

Regulacion externa. En muchas ocasio-
nes es un tercero quien determina lo
que se debe hacer en cada momento.

Asignacion de significado. El pensamiento
de alto nivel requiere la asignacién de
significado, encontrando la estructura
subyacente a un desorden aparente.

Significado dado. El
dado o se supone.

significado estd

Requiere esfuerzo. El pensamiento de alto
nivel requiere de esfuerzo. Se requiere
gran cantidad de trabajo mental con el
propésito de desarrollar las elaboracio-
nes y los juicios involucrados.

No requiere esfuerzo. El trabajo normal-
mente involucra ejercicios estdndar
tan simplificados que requieren de
muy poco esfuerzo.

Tabla N° 1. Pensamiento de alto nivel y esquemas tradicionales

Por su parte, el Departamento de Educacién del Estado de California
(1985, p.1, citado en Schoenfeld, 1992) hace las siguientes sugerencias
para el manejo por parte del profesor de las actividades de resolucion
de problemas con el propésito de que el estudiante pueda desarrollar
un pensamiento matematico de alto nivel:
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A Adapte su actitud a un comportamiento de resolucién de
problemas en el que usted explora y experimenta con los
estudiantes

A Cree una atmésfera de clase en la que los estudiantes se
sientan comodos al proponer y probar (en el sentido de
intentar) ideas

A Invite a sus estudiantes a que expliquen su pensamiento en
todas las etapas de la resolucién de problemas

A Sea abierto a la posibilidad de que un problema dado pueda
requerir mds de una estrategia y que algunos problemas
puedan requerir aproximaciones originales

A Presente situaciones problemadticas que se parezcan, en su
riqueza y complejidad, a situaciones reales, de tal forma que
la experiencia que los estudiantes obtengan en clase pueda
ser transferida a otros contextos

Resolucion de problemas y creencias

(Qué es el pensamiento matemadtico? ;Qué significa mirar el entorno
desde un “punto de vista matemadtico”? ;Qué relacién tiene esto con la
naturaleza de las matemdticas y con la resolucién de problemas?
(C6mo ha sido y c6mo debe ser la ensefianza y el aprendizaje de las
matemadticas, si se tienen en cuenta las respuestas a las preguntas ante-
riores?

El punto de partida es la reflexién acerca de la naturaleza de las
matemdticas. Todos los problemas mencionados anteriormente se
pueden responder a partir de esta reflexion. Cuando se miran las
matemadticas como un conjunto de hechos y técnicas, se puede enten-
der que se miren los problemas como tareas que hay que hacer, como
ejercicios en los que se aprenden técnicas a partir de ejemplos repetiti-
vos; técnicas que parecen tnicas y que se enseflan dentro de entornos
en los que no se espera que los estudiantes desarrollen nuevos méto-
dos, sino que se convenzan que siempre debe haber un método y que
ese método debe dar una solucién. Bajo esta perspectiva, la ensefianza
es esencialmente instruccién; transmision de una informacién por
parte de un profesor que es duefio de la verdad y el aprendizaje es
recepcion; recepcion pasiva e individual. La ensefianza y el aprendizaje
se centran en el contenido y aunque hay problemas (ejercicios) no hay
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resolucion de problemas: se busca la respuesta; no se analiza el pro-
ceso; no hay actividad creativa; las matemdticas son rigidas, frias.

Cuando se miran las matemdticas como una actividad social y cul-
tural, en la que el conocimiento no se descubre, sino que se construye a
partir de la experimentacién y la formulacién, contrastacién y justifica-
cién de conjeturas, y en la que se mira el entorno desde un punto de
vista matemdtico al estar dispuestos a buscar patrones y regularidades
en las situaciones problemadticas, entonces los significados cambian.
Las matemadticas se convierten en una actividad social en la que se
construye el conocimiento. Las matematicas se miran como una ciencia
y ser matemdtico (en un sentido amplio del término) es ser miembro
de una comunidad (como el salén de clase) en la que se hacen (constru-
yen) matemadticas. Desde esta perspectiva, la ensefianza deja de ser ins-
trucciéon para convertirse en socializaciéon. El aprendizaje deja de ser
recepcion para convertirse en construccion. El conocimiento matematico
se construye socialmente en el salén de clase. Para la ensefianza, el pro-
ceso se vuelve mds importante que el resultado. Las matemdticas, tanto
para los matemadticos, como para los profesores y los estudiantes, son
una actividad cuyo fin dltimo es resolver problemas. Pero, para ambos,
los problemas interesantes son aquellos para los que no hay disponible
un procedimiento de aplicacién. Los problemas interesantes son aque-
llos en los que hay que experimentar, conjeturar, intentar y descubrir.
Con esta vision, la ensefianza de las matemdticas deberia presentarlas
como una disciplina con miltiples caracteristicas en la que se persigue
un conocimiento estructural y operacional que tenga sentido en su
aplicacién prdctica, que se logre a través de explorar y experimentar
con situaciones problemadticas, para desarrollar un punto de vista
matemdtico de interaccién con el entorno. La ensefianza debe buscar
que el estudiante logre precisiéon en su trabajo y que aprenda a comu-
nicarse matemadticamente. Si estos son los objetivos, el entorno en el
que el profesor trabaja debe ser un reflejo de ellos.

Algebra y el precalculo

El dlgebra es un tema central del curriculo escolar y universitario en el
que existe una tradicién en cuanto a su enseflanza y aprendizaje.
Diversos estudios (Kieran, 1992) muestran que los estudiantes no estan
logrando una formacién matemdtica adecuada en este tema. Kieran
describe de la siguiente manera los temas que tradicionalmente se
tocan en dlgebra a lo largo del curriculo escolar (p. 395):
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La mayoria de los cursos de dlgebra de primer afio empiezan con los tér-
minos literales y su relacion con referentes numéricos dentro del con-
texto, primero de expresiones algebraicas y luego en ecuaciones.
Después de un periodo de sustituciones numéricas tanto en expresiones
como en ecuaciones, se pasa a las propiedades de los diferentes sistemas
numéricos, la simplificacién de expresiones y la resolucién de ecuacio-
nes por los métodos tradicionales. Aparece reqularmente la manipula-
cién y factorizacion de expresiones polindmicas y racionales con varios
grados de dificultad. A lo largo del contenido se encuentran los proble-
mas de palabras, etiquetados como aplicaciones “de la vida real”, que se
resuelven por medio de las técnicas aprendidas. Eventualmente se tra-
bajan funciones en sus representaciones algebraicas, tabulares y grdfi-
cas. Se cubren funciones lineales, cuadrdticas, ciibicas, exponenciales,
logaritmicas y trigonomeétricas.

Esta aproximacion al dlgebra deja mucho que desear. Si lo que se busca
es que el estudiante desarrolle un pensamiento matematico de alto ni-
vel que le sea ttil en sus actividades académicas, profesionales y coti-
dianas, entonces es importante que su conocimiento algebraico vaya
mads alld de una capacidad para manipular expresiones simbdlicas. El
estudio del dlgebra debe ser, entre otras cosas, la base para el inicio del
estudio de las funciones como herramienta de modelaje de situaciones
reales. Es asf como el precdlculo, drea que profundiza en el estudio de
funciones, sirve de base para desarrollar dos aspectos centrales en la
formacién matematica del bachiller: su capacidad para modelar situa-
ciones y fenémenos reales y su capacidad y conocimiento para enfren-
tar los problemas del aprendizaje del cdlculo.

El programa de investigacion Calculadoras grdficas y
precdlculo

Descripcioén general

El programa de investigacién Calculadoras grdficas y precdlculo se rea-
liz6 en el curso de precdlculo de la Universidad de los Andes. Este
curso lo toman estudiantes de primer semestre de las carreras de inge-
nierfa, administracién, economia y ciencias biolégicas. El programa de
investigacion se ha venido desarrollando desde el primer semestre de
1993, y ha recibido apoyo de COLCIENCIAS, Texas Instruments, el
PLACEM vy la Fundacién para el Avance de Ciencia y Tecnologia del
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Banco de la Reptblica. El propésito del proyecto ha sido explorar los
siguientes aspectos del sistema curricular con motivo de la utilizacién
de la calculadora gréfica: la interaccién social y el discurso matematico
dentro del salén de clase, las actitudes y la comprensién de los estu-
diantes, las creencias del profesor y el disefio curricular.

Los resultados mds importantes se han dado en el aspecto de disefio
y desarrollo curricular. Los investigadores, que también han actuado
como profesores, experimentaron un proceso de cambio en sus visio-
nes acerca de las matematicas, de su ensefianza, de su aprendizaje y de
la utilizacién de recursos en el salén de clase, cambios que han impli-
cado modificaciones sustanciales en el disefio curricular.

Efectos en el disefio curricular

Las diferencias que surgieron en el disefio curricular del curso estan
relacionadas con un cambio en las visiones del grupo de investigado-
res con respecto al saber a ensefiar y a la forma como se cree que se
debe aprender y ensefiar ese conocimiento. El grupo construyd, a lo
largo de dos afios de trabajo, una visién del conocimiento a ensefiar en
la que se percibe una mayor complejidad y profundidad del contenido
matematico. El estudio de las funciones se hizo mds coherente gracias
a la introduccién del concepto de familias de funciones, concepto que
permite identificar las diferencias y similitudes entre cada una de las
familias (lineales, cuadréticas, etcétera). Por otra parte, el grupo se hizo
mds consciente de la complejidad de los objetos matemdticos estudia-
dos, complejidad que se expresa en dos dimensiones, principalmente:
la riqueza de cada concepto matemdtico en cuanto a su expresién en
multiples sistemas de representacién (simbdlico, grafico, tabular, ver-
bal); y la complejidad de cada concepto en cuanto a su estatus, ya sea
operacional y dindmico, ya sea estructural y estatico.

Por otra parte, el grupo logré expresar en la préctica, y de manera
explicita, su posicién ideolégica con respecto al aprendizaje: el cons-
tructivismo social. La expresion préactica de esta visién (el individuo
construye su conocimiento matemadtico dentro de un entorno social
que simula el funcionamiento de las comunidades cientificas) llevé al
grupo a centrar buena parte de su atencién en el disefio y utilizaciéon
de situaciones problematicas que, expresando las nuevas visiones del
contenido a ensefiar, indujeran a los estudiantes a construir su conoci-
miento matemdtico dentro de un contexto de interaccion social (Ernest,
1991).
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Estas nuevas visiones acerca del conocimiento a ensefiar, del apren-
dizaje y de las matematicas, se complement6 con nuevas visiones del
estudiante (como alguien mucho mds capaz de enfrentar y resolver
tareas complejas) y del profesor (como alguien capaz y deseoso de
aprovechar apropiadamente una mayor libertad en el desarrollo del
curriculo).

Es asi como el nuevo disefio curricular pretende que el conoci-
miento construido por el estudiante sea coherente y holistico (en con-
traposiciébn con un conocimiento desagrupado de herramientas
especificas); sea rico en sus aspectos procedimental y conceptual (bus-
cando ir mds alld de los hechos y los algoritmos, hacia las estructuras
conceptuales y procedimentales); y sea rico en las conexiones entre
sistemas de representacién (buscando que un mismo concepto pueda
ser visto desde diversas perspectivas y que éstas se encuentren conec-
tadas).

Se busca ademads que el estudiante perciba que los problemas en
matemadticas no tienen necesariamente una Unica respuesta, ni una
Unica estrategia de resolucién; que vea la utilidad préctica del conoci-
miento que construye (como medio para modelar la realidad); que
desarrolle sus capacidades de comunicacién y argumentacién mate-
madtica; que reconozca que el conocimiento se construye socialmente;
que desarrolle la capacidad para enfrentarse a lo desconocido (tareas
que son diferentes de las que él ya conoce); que desarrolle su capaci-
dad para investigar en matemdticas; y, en general, que desarrolle su
capacidad para resolver problemas.

Aunque desde un punto de vista superficial, el contenido sufrié
solamente cambios leves, un andlisis més detallado de los temas trata-
dos y de las tareas propuestas a los estudiantes resulta en un trata-
miento del contenido que expresa las visiones que se describieron
anteriormente con respecto al conocimiento a ensefiar: tratamiento de
familias de funciones, riqueza en los sistemas de representacién y pro-
fundidad en las dimensiones operacional y estructural de los concep-
tos.

El manejo de la interaccién entre el profesor y el estudiante dentro
del salén de clase alrededor del conocimiento matemadtico también
sufri6 cambios importantes, al pasar de una situacién en la que se
seguia de cerca el libro texto dentro de un esquema de exposicién del
profesor y resolucién individual de ejercicios tipicos por parte de los
estudiantes a una situacién de interaccién en grupos de tres o cuatro
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estudiantes, que gira principalmente alrededor de la resolucién de
situaciones problemadticas complejas y diferentes, seguida de discusio-
nes de todo el grupo de estudiantes en las que se enfatiza la argumen-
tacion y el consenso global para aceptar la validez de las afirmaciones
propuestas.

Finalmente, la evaluacién dejé de ser exclusivamente una herra-
mienta para clasificar a los estudiantes y se convirtié en un medio a
través del cual estudiantes y profesores se comunican en su proceso de
interaccién en la bisqueda de la construccién del conocimiento y en el
que se reconocen y enfatizan las capacidades de comunicacién y argu-
mentacién, la coherencia del discurso, la diversidad de estrategias
posibles, la experimentacién y la formulacién y verificacién de conjetu-
ras. Se introdujeron nuevos esquemas de trabajo tales como ensayos
escritos, portafolios y proyectos de investigacion.

Libro de problemas

Los cambios en el disefio y desarrollo curricular generaron una nueva
situacion en la que se estaba experimentando con esquemas y estrate-
gias diferentes. Esto fue lo que motivé al grupo de trabajo a realizar un
primer compendio de las situaciones problemadticas que se han desa-
rrollado dentro del curso.

El haber vivido un proceso de cambio en nuestras creencias nos ha
llevado a desear que el libro sirva para que profesores de matemaéticas
y dreas afines vivan un proceso similar, y que utilicen las situaciones
propuestas como modelo para hacer una mejora y una profundizacién
en ejercicios tradicionales que les lleven a producir unas nuevas situa-
ciones para temas especificos de sus cursos. Se espera que el libro sirva
para permitir que la creatividad de los profesores tenga un espacio
nuevo y propio que revitalice su quehacer diario.

El libro puede ser usado por profesores que deseen dinamizar algu-
nas de sus clases y por aquellos que deseen hacer una innovacién en su
clase y que ademds deseen iniciar una indagacién acerca de la forma
en que se dan los procesos de ensefianza y aprendizaje de su grupo de
estudiantes. También va dirigido a investigadores en la disciplina que
deseen estudiar lo que sucede dentro del aula y profundizar en las teo-
rias relacionadas con estos procesos. Aquellos estudiantes que deseen
avanzar por su cuenta en la construccién de su conocimiento, encon-
trardn valioso el material de este libro: precisamente porque enfoca los
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conocimientos de una manera diferente, le permitird evidenciar su
estado de comprensiéon de los conceptos que se ponen en juego en
cada actividad.

Sugerencias de uso

Hay diversas formas de utilizar las situaciones probleméticas. Una de
ellas es llevarla a la clase, organizar grupos de tres personas y entre-
garla como actividad que se desarrollard en 40 minutos; en los
siguientes 10 o 20 minutos, se pide una exposicién a cada grupo de lo
que sucedi6 con el trabajo. El profesor actiia como mediador en las
discusiones de los grupos y como organizador de las ideas que expo-
nen los estudiantes. Un buen ejercicio consiste en pedir que algin
estudiante haga un resumen de lo que sucedi6 con la actividad: para
qué sirvid, qué cosas fueron dificiles, qué relacién tiene con otros
temas, etcétera.

Otra forma de utilizarla es como trabajo de investigacion fuera de
la clase. El profesor entrega una o varias situaciones problematicas a
los estudiantes para que ellos, por su cuenta, individualmente o en
grupos, las analicen y produzcan una solucién que se explicard luego
al resto de la clase. El profesor puede preguntar sobre las dificultades
que se hayan tenido con la actividad y hacer que la clase analice los
argumentos presentados por la persona que expone la solucién. Una
modificacién a este esquema, consiste en escoger una situaciéon para
cada semana y entregarla a los estudiantes, puede ser un grupo por
semana, para que realicen el trabajo de investigaciéon y expongan los
resultados a la clase.

Cualquiera que sea el esquema de uso con el grupo de estudiantes,
es muy importante que el profesor tenga presente que se debe contar
con un espacio de negociacién en grupos pequefios de estudiantes y
en plenaria. Este es uno de los procesos que favorecen la consolida-
cién del conocimiento por parte del grupo.

Contenido
El curso en el que se desarroll$ el proyecto considera el estudio de

diversos tipos de funciones —temas longitudinales— segtiin diversos
aspectos —temas transversales—. Asf, cada uno de los temas longitudi-

13



Situaciones problemdticas de precdlculo

nales, se estudia teniendo como referencia cada uno de los temas trans-
versales

Temas
longitudinales Temas transversales
Funciones lineales Trabajo dentro de la representacién grafica
Funciones cuadraticas Trabajo dentro de la representacién simbélica
Funciones ctibicas Relacién entre manipulaciones
Funciones polinémicas Caracteristicas de la funcién
Funciones racionales Caracteristicas de la familia de funciones
Funciones con radicales Sistemas de ecuaciones
Desigualdades
Aplicaciones

Los estudiantes deben estudiar con anterioridad a la clase la teorfa y los
ejercicios que se van a tratar. Es asi como existen actividades que pue-
den desarrollarse sin haber profundizado mucho en un tema; otras en
las que se busca consolidar o recoger el trabajo adelantado alrededor de
un cierto tema; y otras en las que se pretende profundizar en un tema
especifico o avanzar en la construccién de conocimiento. Se han disefia-
do siete tipos de situaciones problemadticas: tablas, familias, construc-
cién de objetos, diversas representaciones, de planteo, ensayos y pro-
yectos de investigacion.

Por lo general las tablas se utilizan en las clases de introduccién de
tema, mientras que las de construccién de objetos, las de planteo y los
ensayos, se usan en las clases de consolidacién de conocimientos. Las
situaciones de familias, las de diversas representaciones, los ensayos y
los proyectos de investigacion se utilizan para avanzar y profundizar
en un tema.

A continuacién se da una breve descripcion de los diferentes tipos
de situaciones probleméticas que se encuentran en este libro.

Tablas. En las tablas los estudiantes rellenan las casillas vacias; se suele
dar informacién en algunas de ellas para que los estudiantes puedan
encontrar patrones de comportamiento que les permitan formular
alguna hipétesis, que luego se validard con la informacién de otras
casillas. Las tablas dan una visién general y permiten evidenciar rela-
ciones entre representaciones o conceptos.
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Familias. Los ejercicios de este tipo se apoyan en una representacién pa-
rametrizada de una funcién. Se busca que el estudiante hable de la fa-
milia, segtin una relacién que se da entre los pardmetros. En general,
esta relacion se muestra graficamente. En los casos mds complejos, se
pide hablar, en general, de la familia, con base en el papel que repre-
sentan los pardmetros en la expresion.

Construccién de objetos. En estos ejercicios se busca que el estudiante dé
la descripcién mds completa posible de un objeto matematico, que
puede ser una funcién, una desigualdad o una ecuacién. Para eso, se
da informacién parcial pero complementaria en sus representaciones
verbal, tabular, grafica y simbdlica.

Diversas representaciones. En estas actividades se busca que el estudiante
trabaje en las diversas representaciones simbdlicas de un objeto con el
fin de profundizar en el significado de los pardmetros de esas repre-
sentaciones.

Planteo. Estos ejercicios son los que se presentan utilizando lenguaje
natural. En ellos, usualmente, se describen situaciones de la vida real.
Se busca que el estudiante haga un proceso de modelaje de la situa-
cion.

Ensayos. En estos ejercicios se pide al estudiante que hable acerca de
un objeto matematico. Se pide que integre todas las representaciones y
caracteristicas posibles del objeto en un texto que podria ser leido por
otras personas.

Proyectos de investigacion. Se busca que los estudiantes, en grupo, traba-
jen fuera de clase en un problema que requiere hacer un trabajo de
investigacion que involucra situaciones de manipulacién concretas,
formulacién de hipétesis y modelaje. Los estudiantes deben producir
un reporte y presentar al resto de la clase sus resultados. El trabajo se
desarrolla durante mds de dos semanas.

El libro se organiza de acuerdo a los temas longitudinales. En el primer
capitulo se presentan comentarios a cada una de las situaciones tipicas
desarrolladas. El segundo capitulo presenta situaciones disefiadas
para trabajar con funciones lineales; el tercero, con funciones cuadrati-
cas; el cuarto con funciones polinémicas de grado mayor que dos; el
quinto, con funciones racionales y con radicales y en el sexto, se colo-

15



Situaciones problemdticas de precdlculo

caron las situaciones que hacen referencia a conceptos generales sobre
funciones.

Una de las principales dificultades que el grupo de trabajo ha
encontrado tiene que ver con la produccién de situaciones problemaéti-
cas relacionadas con el mundo real. El lector encontrard que en ciertos
ejercicios de palabras, los contextos utilizados se sienten “prestados”,
algo irreales o con instancias sin sentido. Sin embargo, ha existido
siempre una gran preocupacién porque este tipo de situaciones esté
presente, puesto que somos conscientes de que una porcién impor-
tante de la matemadticas han surgido como consecuencia del andlisis de
fenémenos reales y que las matemadticas escolares deben tener una fun-
cién practica evidente para el estudiante. Por otra parte, consideramos
que la utilizacién de fenémenos reales como espacio dentro del cual se
pone en juego el conocimiento matemdtico no es la tinica instancia en
la que este conocimiento se convierte en algo significativo para el estu-
diante. Es necesario tener en cuenta que las actividades que se propo-
nen deben estar acordes con unas metas que sean relevantes para
quien aprende (Schliemann, 1995). La aplicacién del conocimiento
matemadtico en la vida real es un aspecto central de este criterio de rele-
vancia. No obstante, también es necesario incluir en este 4mbito la rele-
vancia de aquellas actividades y tareas que aportan a la construcciéon
de un conocimiento posterior més profundo. En este sentido, la mayor
parte de las situaciones problemdticas que se proponen en el libro con-
tribuyen a estos propdsitos.

La mayoria de los problemas propuestos pueden ser resueltos sin la
ayuda de la calculadora gréfica. Sin embargo, los problemas han sido
disefiados de tal forma que, si se utiliza esta tecnologia, el estudiante
tiene la oportunidad de experimentar nuevos esquemas de trabajo con
los que él puede construir un conocimiento matemdtico que sea cohe-
rente, holistico y rico en relaciones tanto desde el punto vista de las
conexiones entre los sistemas de representacién, como en sus aspectos
estructurales y operacionales. Hay, sin embargo, algunas situaciones
problemdticas que exigen explicitamente el uso de la calculadora para
su desarrollo. Esto se enuncia en el texto de la actividad.

Hemos eliminado la frase “Justifique su repuesta” de la mayoria de
los problemas. La razén es que creemos que la solucién de las situacio-
nes demanda, de manera natural, la construccién de argumentos que
corresponden a lo que usualmente llamamos “justificacién”.
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PRESENTACION

Para desarrollar este capitulo se han escogido siete situaciones proble-
maticas que son representativas de cada uno de los tipos que se pre-
sentan en el libro. Para cada una de ellas se daran los objetivos, el
contenido matematico, algunas de las dificultades de aprendizaje que
se pueden evidenciar y sugerencias de manejo para una sesion de 60
minutos de clase.

Por la dificultad de encontrar un nombre para cada situacion pro-
blematica, se ha decidido numerarlas e identificarlas segtn el tema
longitudinal, el tema transversal y el tipo. A continuacion se muestran
los identificadores de cada elemento:

Identificadores de
temas longitudinales

Identificadores de
temas transversales

Identificadores de
tipos situaciones

Funciones Lineales
Cuadraticas
Otras funciones

Generalidades
sobre funciones

Generalidades
Representacion gréfica
Representacion simbdlica

Relacién entre represen-
taciones

Caracteristicas funcién
Caracteristicas familia
Ecuaciones
Desigualdades

Aplicaciones

Tabla
Familias
Construccion objeto

Diversas
representaciones

Planteo
Ensayo

Proyecto investigacion

Los titulos de los identificadores se utilizaron para definir los capitulos
del libro. Asi, una situacién se puede identificar como: Cuadraticas ®
Aplicaciones ® Planteo. La numeracion sirve para diferenciar situacio-
nes que tengan caracteristicas similares. Cuando una misma situacion
involucre més de un tema longitudinal y mas de un tema transversal,
se utilizar4 el identificador que sea mas relevante para la situacion.
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Situacion 40: Relacion entre representaciones
* Tablal

Texto?

Complete los espacios en blanco. En las graficas, cada marca repre-
senta una unidad
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1. Funciones cuadraticas.
2. Se muestra una parte de la tabla.
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con relacién a y=x?
inio

Expresion simboélica
Accion

Eje de simetria

Vértice
Directriz
Dom:
Rango

Foco

= | Grafica

<

y = x2 -1
R

y=2x2

Comentarios

Dependiendo del momento en que se desarrolle la actividad, se logra-
ran objetivos diferentes. Una alternativa es realizarla una vez se ha
dado la definicién “geométrica” de parabola y cuando los estudiantes
tienen familiaridad con los conceptos involucrados en esta definicion:
foco, directriz, vértice, eje de simetria, concavidad. También se puede
hacer cuando se ha dado la definicién de parabola como representa-
cién gréfica de la funcién cuadréatica. Como minimo, se requiere que
los estudiantes sepan localizar puntos en el plano cartesiano cuando
se ha dado una expresion simbolica de una funcién. La actividad per-
mite relacionar el efecto que realizar diversas tranformaciones sobre la
representacion grafica tiene sobre la representacion simbolica y vice-
versa. Permite esclarecer como se afectan las caracteristicas del objeto
cuando se hacen esas transformaciones: lo que permanece invariante
y lo que no. La presentaciéon en forma de tabla da lugar para que se
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formulen conjeturas sobre casillas para las que no se conoce respuesta,
conjeturas que se pueden contrastar con el contenido de las casillas
que tienen informacién.

Se pueden manejar muchos niveles de rigurosidad. Por ejemplo,
puede pedirse una demostraciéon formal de que las coordenadas del

foco de la parabola definida por y=ax?, son (0, 4la )y que la ecuacion de

la directriz estd dada por y = —é. También es posible aproximarse a

este resultado haciendo diversas construcciones geométricas en las que
se varia la dilatacion de la parabola. Esto se requiere para poder validar
la conjetura que se hara al responder las casillas en las que se piden las
coordenadas del foco, cuando la parabola se ha dilatado.

Tal vez la mayor dificultad de comprension radique en el manejo de
esta tiltima relacion. Esto usualmente genera la tendencia a buscar una
férmula que resuelva el asunto; como no es necesariamente claro que
exista una férmula, se empieza a poner a prueba el proceso de formu-
lar hipotesis y constrastarlas. El significado de dominio y rango suele
ser un punto de discusion interesante; se tiende a resumir el asunto del
rango encontrando las coordenadas del vértice; sin embargo, usual-
mente hay confusion entre los dos conceptos.

Una forma posible de desarrollar la actividad es asignarla para tra-
bajo individual fuera de clase. Durante la clase se puede revisar qué
dificultades se encontraron y organizar un trabajo en grupos para
encontrar solucion a esas dificultades. Hacia el final de la clase se pue-
den destinar unos minutos para que los estudiantes expresen la forma
en que se resolvieron las dudas y dificultades. El profesor puede inter-
venir para dar un resumen, mostrando una visién global de las dife-
rentes transformaciones, de su significando y de su implicaciéon en
cada representacién, y buscando hacer énfasis en la coherencia y el
sentido del proceso méas que en el resultado.
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Situacion 156: Relacion entre representaciones
e Familias®

Texto

1. Suponga que a = 1. La Figura N° 1 muestra el plano h-k, donde un
punto (h, k) representa una funcién ctbicay = (x - h)® + k. Dibuje en
diferentes planos cartesianos x-y las funciones o familias de funcio-
nes correspondientes a A, Ly, L, y Ls.

(a=1) SAk L3
?.. L1

} } } e

3" ] 12 3h

Figura N° 1.

2. Suponga que h = 2. La Figura N° 2 muestra el plano a-k, donde un

punto (a, k) representa una funcién ctbica y = a(x - 2)° + k. Dibuje
en diferentes planos cartesianos x=y las funciones o familias de fun-
ciones correspondientes a A, L, L, y Ls.

3. Funciones Polinémicas.
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(h=2) .1k |Le

Figura N° 2.

3. Suponga ahora que a =1y r; =1, en la expresion ctbica de la forma
f(x) = a(x-ry) (x-ry) (X— ry) . La Figura N° 3 muestra el plano
r;—13. Dibuje en diferentes planos cartesianos x-y las funciones o fa-
milias de funciones correspondientes a A, L, L, y L.

A |L
A.33.. 1

.
t

"

83-2-/1 1 23

Figura N° 3.

4. ;Cuales son las funciones ctibicas en el plano ry—r3 de la Figura N° 3
que se pueden expresar en la forma f(x) = a(x-h)3+k?

5. Si se conocen las raices de una funcién ctibica, ;como se puede saber
si ésta se puede expresar en la forma f (x) = a(x-h) 3+k ono?
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Comentarios

Este ejercicio permite disociar la idea de que el plano cartesiano tnica-
mente representa relaciones que son de la forma y=f(x). Permite repre-
sentar relaciones entre pardmetros en forma gréfica y dar un sentido
diferente a esas relaciones y sus implicaciones con la familia que se
describe (esto es, cuando la relaciéon es positiva, ;qué pasa con la fami-
lia? 0 ;qué funciones se generan cuando X estd en tal intervalo?). Per-
mite afianzar el concepto de gréfica de una funcién (como los puntos
de Rx R que son de la forma (x, g(x)). Se requiere algtin conocimiento
de las diferentes representaciones simbolicas de las funciones ctibicas

y de la restriccion que existe para la forma y = a(x-h)>+k.

En la parte final se requiere un trabajo simboélico importante; hay
un espacio para lanzar conjeturas que se deben validar y confrontar
con ejemplos particulares para luego hacer una generalizacion. Lo
mas interesante de la argumentacion que se da aqui es que se apoya
en cuatro representaciones diferentes: la grafica de los pardmetros, la
gréfica de la familia, la simbdlica de la familia y la simbolica de los
parametros.

Es muy importante que el estudiante sepa manejar la definiciéon de
parametro; debe saber: (1) que es posible dar diferentes valores a un
pardmetro; (2) que cuando se cambia el pardmetro, cambia algo en el
objeto; y (3) que para interpretar la relacién, hay que tomar varios
valores para hacerse una idea del comportamiento de funciones que
se estan definiendo a través de ella.

Una parte de esta actividad puede adelantarse en clase, dejando el
trabajo simbolico para realizar en casa. Al final del trabajo en clase se
puede hacer una comparacion entre grupos para observar qué hizo
cada uno y ver si se encuentran diferencias en las respuestas o en las
aproximaciones utilizadas.

Situaci6én 80: Desigualdades * Construccién objeto*
Texto

La desigualdad:x3 - p>g(x) tiene como conjunto solucién: [0,d) U
[2.40, o).

4. Otras funciones.
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Se sabe que:
A py d son nimeros positivos vA
A g(x) corta el eje de las x en 4

A -3 no pertenece al rango de g(x))

A La figura muestra la gréfica de _\
g(x) 10 Y

[ >

1. Halle p, dy g(x).
2. Verifique que la desigualdad tiene el conjunto solucién propuesto.

Comentarios

Esta actividad busca hacer explicito el sentido de las desigualdades y
relacionar multiples dimensiones de los objetos involucrados. Para
tener éxito en el trabajo, se requiere tener una vision de una desigual-
dad como un objeto (relacion) que sirve para comparar funciones, cada
una de las cuales es a su vez un objeto. Al dar informacion sobre los
objetos en forma parcial, no redundante y en diferentes representacio-
nes, se obliga al estudiante a tener en cuenta el significado de cada con-
cepto en cada representacion antes de poder utilizarlo. Permite
formular conjeturas que se pueden contrastar y reformular con la
informacion que se presenta y da al proceso de resolucién de desigual-
dades una vision diferente de la tradicional.

Es importante que los estudiantes se hayan familiarizado con las
funciones racionales y ctibicas y que sepan cudl puede ser la represen-
tacion simbolica de cada una; también deben saber cdmo encontrar los
ceros de un polinomio; sin embargo, en la situacion propuesta los ceros
del polinomio que se obtiene no son racionales. Esto hace necesario
recurrir a métodos numéricos o a una calculadora.

Este ejercicio puede realizarse durante la clase dejando al final
tiempo para exponer la solucién. En la exposicion, es interesante pedir
explicitamente las razones que dieron lugar a la determinacion de los
parametros. Por ejemplo, que el extremo derecho del primer intervalo
del conjunto solucion es la asintota vertical de la funcién racional; o
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que el valor de p es 10, etcétera. Hay muchas formas de encontrar los
pardmetros. La exposiciéon debe mostrar todas estas formas y cons-
truir argumentos cada vez mas formales para hacer las demostracio-
nes correspondientes.

Situaci6én 69: Aplicaciones * Planteo’

Texto

La suma de la longitud y el perimetro de la base de un bulto postal es
de 60cm. El paquete puede ser rectangular y de seccion recta cuadrada
o cilindrica.

1. ;Cuél de las dos formas origina mayor volumen?

2. ¢Cual de las dos formas es mejor?

Comentarios

Esta es una actividad de anélisis de una situacién que requiere mode-
lar, mediante una funcion, el comportamiento del elemento sobre el
que se hace la indagacién, en este caso el volumen del paquete de
correo. Se trata de una situacién en la que es necesario analizar las
funciones de manera global; las soluciones particulares dan informa-
cién parcial y posiblemente inadecuada para la realidad. Puede con-
vertirse en un ejercicio de desigualdades. Se requiere definir una
relacion para modelar los volimenes de los posibles disefios del bulto,
bajo la restriccion del perimetro; sin embargo se necesita utilizar una
variable comtin: o bien la altura o bien el lado o el radio de la base.
Dependiendo de la variable que se escoja se obtienen expresiones y
gréficas distintas y, por supuesto, interpretaciones diferentes. Aunque
es posible dar demostraciones rigurosas acerca de cudl s6lido produce
mas volumen las gréficas dan una vision mas directa. En este pro-
blema no hay una respuesta tnica para la segunda pregunta. Es nece-
sario establecer algtin criterio para decidir.

Se puede organizar el curso en grupos de tres personas para traba-
jar un cierto tiempo en el ejercicio. Pueden observarse dificultades en
el proceso de escribir una expresion para el volumen en funcién de
una sola variable (es posible que haya dificultades para establecer el

5. Funciones Polinémicas.
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volumen de los sélidos de los que se habla); sin embargo, la dificultad
mas importante esta en decidir cudl forma es mejor. Hay que tener en
cuenta aspectos como el tipo y forma de objetos que se envian, las con-
diciones de transporte, etcétera.

Situacion 78: Caracteristicas familia * Ensayo®

Escriba un ensayo sobre la familia de funciones de la forma

f(x) = 2 _ 4D, donde Q(x) es un polinomio de grado 2.

QX

Texto

Esta situacion requiere que se haya trabajado con las funciones cuadra-
ticas y que se tenga un cierto conocimiento de las funciones racionales
que se obtienen cuando se dividen dos polinomios de grado 1. Es un
trabajo que permite dar sentido a las funciones racionales como resul-
tado de divisién entre polinomios. Para poder hacer un ensayo com-
pleto es necesario hacer explicita la forma en que las caracteristicas de
las funciones cuadréticas determinan las caracteristicas de las funcio-
nes racionales resultantes: dominio, rango, asintotas, comportamiento
en el infinito, concavidad e intervalos de crecimiento.

Puede asignarse como un trabajo de investigaciéon individual
durante la clase para después pedir un trabajo de revision con otros
dos comparieros, antes de hacer la exposicion ante la clase. Uno de los
puntos que puede causar mas dificultad es el andlisis del comporta-
miento de la funcion racional alrededor de los ceros de la funcién cua-
dratica. Pueden manejarse diferentes niveles de rigor: desde el anélisis
con algunos valores numeéricos, hasta el analisis de la expresion simbo-
lica mediante tabla de signos, pasando por el analisis grafico del com-
portamiento de la funcién.

6. Funciones racionales.
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Situacion 43: Relacion entre representaciones
*Diversas representaciones’
Texto®

A continuacion se presentan las distintas formas en que se pueden
expresar simbolicamente las funciones cuadréticas (suponga que ay p
son nimeros reales diferentes de 0):

a. y = a(x—h)2+k

b. y = a(x-r1y) (x-r1,)
cy= ax” +bx +

d. 4p(y-yg) = (><—x0)2

Cada una de estas formas contiene unos parametros. Por ejemplo, en la
forma b, los pardmetros son a, r; y 1. En el caso de la forma d, los
parametros son p, yg Y Xp.

A usted le serd asignada una de estas formas simbdlicas para desa-
rrollar una serie de actividades.

Primera parte

Para cada parametro de la expresion que le correspondio:

1. Pinte, en un mismo plano cartesiano, dos parédbolas tales que el
pardmetro en cuestion tenga valores diferentes y los otros dos
parametros tengan el mismo valor en ambas parébolas.

2. Explique el significado grafico de cada pardmetro.
Segunda parte

Grupoy = a(x—h)2+k

Explique la relacion algebraica entre los pardmetros a, h y k y los
parametros de las deméds formas dadas. Es decir, exprese a, h y k en

7. Funciones cuadrdticas.
8. Se presentan s6lo las dos primeras partes del texto.
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funcién de a, r; y rp de la forma b; haga lo mismo con las demaés for-
mas.

Grupoy = a(x-r;) (Xx-r,)

Explique la relaciéon algebraica entre los pardmetros a, ry y 1, y los
pardmetros de las demés formas dadas. Es decir, exprese a, 11 y 1, en
funcién de a, h y k de la forma a; haga lo mismo con las demas formas.

Grupoy = ax” +bx + ¢

Explique la relacién algebraica entre los pardmetros a, b y ¢ y los
parametros de las demés formas dadas. Es decir, exprese a, b y ¢ en
funcion de a, h y k de la forma a; haga 1o mismo con las demés formas.

2
Grupo 4p(y—y0) = (X—Xp)

Explique la relacién algebraica entre los pardmetros a, xo y yo v los
pardmetros de las demds formas dadas. Es decir, exprese a, xy y yg en
funcion de a, h y k de la forma a; haga lo mismo con las demas formas.

Comentarios

Esta situacion funciona bien cuando se divide el curso en cuatro gru-
pos, cada uno de los cuales trabajara con una representacion simboélica
diferente. Con esta actividad se busca hacer explicita la relacion entre
las diversas representaciones simbdlicas de las parabolas que son fun-
ciones. Permite hablar de las pardbolas de manera general, mencio-
nando caracteristicas de las mismas y la relacion de esas caracteristicas
con las expresiones simbdlicas y gréficas. Este es el punto més impor-
tante: ;cOmo se afecta la pardbola cuando se cambia este pardmetro en
esta expresion? y ;qué puedo prever, apoyandome en las expresiones
simbdlicas, que va a suceder con todas las caracteristicas de la para-
bola: el vértice, los cortes, el eje de simetria, la directriz, el foco, la con-
cavidad, el crecimiento?

Esta actividad se puede presentar antes de que se hayan trabajado
las representaciones simboélicas que se mencionan, pero su compleji-
dad no disminuye mucho si se presenta cuando el estudiante se ha
familiarizado con el significado de los parametros de cada una de las
representaciones. Se requiere un trabajo algebraico importante, por la
necesidad de relacionar los parametros de las diferentes representacio-
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nes: despejar ecuaciones, simplificar, elevar al cuadrado o sacar raiz
cuadrada a ambos lados de una igualdad, utilizar la formula cuadra-
tica, completar cuadrados, etcétera.

Hay tres puntos que requieren especial atencién y que pueden faci-
litar mucho el proceso de desarrollo de la actividad. El primero tiene
que ver con el sentido de “pardmetro”. Es muy importante que el
estudiante sepa que: (1) es posible dar diferentes valores a un
parametro; (2) que cuando se cambia el parametro, cambia algo en el
objeto; y (3) que para efectos de “ver” qué hacen los parametros, hay
que analizarlos separadamente, dejar dos fijos y alterar el restante.

El segundo punto tiene que ver con el pardmetro b de la expresion
general cuadratica. No es facil deducir las implicaciones de este
parametro en la representaciéon gréfica. Cuando se modifica este
parametro dejando los otros fijos, las pardbolas que se generan no
parecen seguir un patrén; cuando se escriben las coordenadas del vér-
tice, h y k, en funcién de a, b y ¢ se descubre que al cambiar b el vértice
de la parabola sigue una trayectoria parabolica.

El tercer punto tiene que ver con reconocer que todas las represen-
taciones, aunque diferentes, hablan del mismo objeto. Este hecho, que
parece trivial, puede marcar la diferencia entre poder hacer la
segunda parte del ejercicio o no. El que se trate de un tinico objeto per-
mite igualar los coeficientes de los términos semejantes de dos expre-
siones que lo estan representando, lo que lleva a establecer las
relaciones entre parametros que se piden.

En este ejercicio es muy importante la forma en que los estudiantes
presentan los resultados obtenidos, pues el argumento que se cons-
truya requiere un buen manejo de las representaciones gréficas y sim-
bolicas. El trabajo en grupo sirve para complementar los diversos
puntos de vista del ejercicio, pero hay una alta componente de trabajo
individual que se debe hacer para llegar a una comprensién completa
del sentido del ejercicio: la manipulacién simbdlica es fundamental y
debe haber una cierta destreza para que las expresiones obtenidas sir-
van para formular las conjeturas. Una sugerencia es que haya especia-
listas en pardmetros; cada representacion tiene tres parametros, -en
realidad dos, pues el parametro a es comtn- y hay cuatro representa-
ciones. Se puede pedir que cada estudiante se especialice en un
pardmetro de dos representaciones diferentes. Esto da 24 posibilida-
des diferentes de trabajo. Si se asigna el trabajo por parejas, hay sufi-
ciente trabajo para un grupo de 48 estudiantes. Se puede asignar al
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trabajo una semana, permitiendo las consultas entre si y con los profe-
sores.

Los resultados se pueden presentar de acuerdo con los sistemas de
representacion. Los estudiantes, libremente hablan de todo lo que han
encontrado en su investigacion sobre una representacion determinada.
El profesor puede hacer en el tablero una tabla similar a la siguiente:

Parametro | Primera forma | Segunda forma | Tercera forma | Cuarta forma

S R SR

(o}

2

Papel de los parametros. Relacion con otros parametros

la cual se va llenando con la informacién que han encontrado los estu-
diantes. Al frente de cada parametro se da la expresion que lo relaciona
con los pardmetros de las otras expresiones. No es la tinica tabla que se
puede construir. La que se muestra puede servir de guia para hacer
otras que puedan utilizarse para resaltar otros puntos importantes.
Situacion 70: Aplicacion * Proyecto de investigacion
Texto

Tome una hoja tamario carta (22 cm x 28 cm). Se desea construir con
esa hoja una caja con tapa, que se va a sellar con cinta pegante y que
cumpla con las siguientes condiciones:

A Use la mayor cantidad de papel posible
A Use el minimo de cinta pegante

A Almacene el mayor volumen posible
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Comentarios

Esta actividad toma mucho tiempo. Se busca que los estudiantes ana-
licen el comportamiento de las funciones de perimetro, area y volu-
men para tomar decisiones con respecto cual es la mejor caja. Sin
embargo, la forma como se ha presentado busca que haya una evolu-
cién de las aproximaciones seguidas por los estudiantes: desde una
etapa concreta y de soluciones intuitivas hasta una en que se utilizan
funciones para modelar el perimetro, el &rea superficial y el volumen
de la caja.

El proyecto se puede desarrollar en tres entregas. En la primera se
busca que los estudiantes produzcan diferentes disefios que se pue-
den construir con la hoja de papel. Se puede usar el siguiente cuestio-
nario:

Primera parte

1. Haga un anélisis en papel de los diferentes disefios que definen una
caja.

2. Haga una critica de los disefios, suponiendo que, ademas, se quiere
utilizar el minimo de cinta pegante.

3. Escoja uno de los disefios. Llame x a la altura de su caja. ;Es posible
expresar las demas dimensiones de la caja (largo y ancho) en fun-
cién de x? En caso afirmativo, dé las expresiones; en caso contrario,
explique por qué no se puede.

4. Repita el proceso para otro disefio.

5. Suponga que usted necesita construir cajas, pero que no sabe cual
disefio le implica menos gasto de cinta pegante. Con la informacién
de los puntos b y ¢, ;es posible saber cuél de los dos disefios le con-
viene? Comente.

Segunda parte

Tenga en cuenta los dos disefios analizados para responder las dos

preguntas siguientes:

6. (Cuénta cinta pegante requiere una caja de 3 cm de altura?
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7. ¢Qué dimensiones tiene una caja que requiera 40 cm de cinta?

Es posible suscitar discusiones con los estudiantes acerca de qué tipos
de cajas han disefiado: ;son en forma de cubos? ;Son cilindricas? ;Qué
desearian guardar alli? ;Qué formas son mas practicas de construir?
¢Por qué no es usual hacer cajas en forma esférica?

En una segunda entrega se espera concretar algo con respecto al
perimetro y al area superficial. Esto se puede manejar a través de un
cuestionario similar al siguiente:

Tercera parte

Se desea construir con una hoja metélica de 22 cmx28 cm una caja con
tapa y se va a utilizar soldadura para armarla. En esta ocasion se desea
estudiar la cantidad de material que se requiere. A su grupo se le asig-
naran dos disefios para analizarlos.

8. Para los dos disefios asignados, diga qué area superficial tiene una
caja de altura 3 cm. ;Con cual disefio se utiliza mas material?

9. Escoja uno de los disefios. Llame x a la altura de la caja.
A Exprese el 4rea superficial en funcién de x

A Exprese la cantidad de soldadura que se requiere en funcién
de x

10.Repita el proceso para el otro disefio.

11.;Cuéntas cajas de drea superficial 225 cm 2 se pueden obtener con los
disefios dados? ;Por qué?

12.Analice las funciones de drea superficial y de cantidad de soldadura
de cada uno de los disefios, para:

A Encontrar las dimensiones de la caja de mayor &rea superfi-
cial

A Encontrar las dimensiones de la caja que utiliza menos sol-
dadura
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13.Atendiendo al criterio: menos soldadura y mayor area superficial,
(cudl disefio es mejor?

En esta segunda parte se ha cambiado el papel por ldmina metalica
para minimizar el trabajo en material concreto y buscar un mayor apo-
yo en herramientas mas formales. Durante esta etapa es frecuente que
los estudiantes tomen decisiones sobre casos concretos. Es comiin en-
contrar que los estudiantes asignan un mismo valor de x a ambos mo-
delos y dependiendo del resultado deciden cudl disefio es mejor. El
profesor debe lograr que los estudiantes vean la necesidad de analizar
las funciones de manera general —posiblemente utilizando su grafica-,
mostrando que, aunque es cierto que para un valor particular de x un
disefio supera al otro, en otros, sucede lo contrario o no se puede deci-
dir.

En la tltima parte, que se muestra a continuacion, se incorpora la
indagacion acerca del volumen, adicionando una ganancia por cada
centimetro de ctibico que tenga la lata. Se espera que en este momento
los estudiantes puedan producir las gréficas de costos y puedan utili-
zarlas para tomar una decisién. Si no se disponen de herramientas de
célculo, puede utilizarse una calculadora graficadora o el computador,
bien para producir las graficas y hacer estimaciones visuales, o bien
para encontrar puntos de corte, maximos o minimos, segin se
requiera.

Quinta parte

En esta Gilltima entrega se quiere investigar como se comporta el volu-
men de las cajas que se han estado analizando. Ustedes deben analizar
los dos disefios con el fin de decidir cual de ellos es el que permite
construir la caja que:

A Usa la mayor cantidad de papel posible
A Usa el minimo de cinta pegante
A Almacena el mayor volumen posible

Por otra parte, deben mostrar que la situacion cambia cuando se colo-
can precios a cada elemento que se estd considerando. Para esto iltimo,
supongan que cada cm de soldadura cuesta $12; reciclar un cm? de 13-
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mina sobrante cuesta $8 y que se reciben $3 por cada cm® de volumen
que almacene la caja.

Se espera que usted haga un anélisis de las funciones de desperdi-
cio de area superficial, cantidad de soldadura y volumen y de las fun-
ciones de ingresos y egresos correspondientes.
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1. Funciones lineales

1. ECUACIONES * RELACION ENTRE

REPRESENTACIONES
2x+3y = 4
Considere el siguiente sistema ~3x+y =5

Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto de corte de las dos
rectas y es perpendicular a la recta 2x + 3y = 4.

2. ECUACIONES * RELACION ENTRE
REPRESENTACIONES

1. Para responder este punto utilice la figura siguiente como referen-
cia.

a. Escriba un sistema de dos ecuaciones lineales que esté represen-

tado en la gréfica y cuya solucién sea el punto (% ).

b. Verifique simbdlicamente la solucién.

c. Escriba un sistema de ecuaciones lineales que sea inconsistente
y que esté representado en la gréfica.
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2. Para el siguiente sistema de  ecuaciones lineales,

1

ax+zy = 54

determine todos los valores de a y b para
-3x+4x+b =0

los que:
a. El sistema tiene infinitas soluciones.
b. El sistema no tiene solucion.

c. El sistema tiene una tinica solucion.

3. Interprete graficamente las soluciones dadas.

3. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES!

Considere la siguiente figura:

<Y

1. ;Qué puede decir acerca del signo de las pendientes de L; y de L,?

1. Adaptado de Moschkovich et, al. (1993). pp. 85.
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2. ;Qué puede decir del signo de los cortes de las rectas con el eje Y?

3. La siguiente lista incluye las ecuaciones de las dos rectas. ;Cuales
son? ;Por qué? y = 2x + 6; y=2x-2; y=-2X; y=-2x-2; y=-2x+6; y=2X.

4. Halle las coordenadas de los puntos A, B, Cy D (Se sabe que los seg-
mentos CD y EF son paralelos al eje Y).

5. Sila coordenada en X del punto E es 5, ;cual es la coordenada en Y
de E y cudles las coordenadas de F? ;Es coherente su resultado con
la gréafica?

6. Halle las longitudes de los segmentos EF, CD y AB. ;Tienen sentido
sus resultados?

7. Dibuje otro segmento que conecte las dos rectas y que sea paralelo
al eje Y. ;Qué longitud tiene? ;Se puede saber ese valor sin conocer
las coordenadas de los extremos de los puntos? ;Ayuda la ecua-
cion?

8. Haga un plan para hallar el area de la figura CDEF.

9. Use ese plan para hallar el area.

4. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES * FAMILIAS

1. Cadauna de las gréficas que se presentan en las Figuras 1 a 3, repre-
senta una familia de funciones lineales. De la lista de expresiones
simbolicas que se proponen y para cada familia de funciones usted
debe identificar cuéles son las expresiones simbdlicas que permiten
representar esa familia. Usted debe justificar cada una de las eleccio-
nes. Las expresiones simbolicas son:

a. y=mx-2 b.y=2x+b c y=-2x+b d y=-2x-b
e. y=2(x-h) f y=mx+2 g y=m(x+2) h y=m(x-2)

41



Situaciones problematicas de precalculo

/TR

Figura N° 1. Figura N° 2.

Figura N° 3.

5. REPRESENTACION GRAFICA® PLANTEO

1. Lafigura muestra el nivel del agua en la tina del sefior Galvis en fun-
cién del tiempo. El sefior Galvis puede abrir o cerrar el grifo, puede
entrar o salir de la tina y puede abrir o cerrar el desagiie. Usted debe

describir en palabras lo que muestra la figura, indicando qué unida-
des se estan representando en los ejes y hallar la expresién simbdlica
de la funcién mostrada.
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. Invéntese un ejemplo de una situacion similar a la del ejercicio an-
terior (por ejemplo, el consumo de energia en su casa durante un dia
o la cantidad de gasolina en el automévil de su casa). Haga una gra-
fica de la situacion y halle la representacion simbdlica correspon-
diente.

6. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

. Utilizando la funcién parte entera de la calculadora, trace la grafica

de la funcion f(x) = X

[x]
. Dé un argumento que justifique la forma de la grafica.
. Dé una expresion simbolica que defina la funcién a trozos.

. Haga una descripcion de la funcion, a partir de la grafica. Mencione
todas las caracteristicas posibles.
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7. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES ® FAMILIAS

1. Dé una expresion que caracterice a todas las rectas que estan en la re-
gion sombreada:

2. Sefiale la region en la que se ubican las rectas perpendiculares a las
rectas del punto anterior y que pasan por el punto (0,1).

3. Dé la expresién simbolica de esta familia de rectas.

8. CARACTERISTICAS FAMILIA * FAMILIA

La ecuacién y = m(x - 2)+3 describe una recta para cada valor de m,
donde m es cualquier nimero real. Este grupo de rectas se llama una
familia. La recta y = -x + 5 pertenece a esta familia.

1. ;Existe un par de rectas de esta familia que sean paralelas? Si es asi,
encuéntrelas. Si no, explique por qué no las hay.

2. ;Existe un par de rectas de esta familia que sean perpendiculares? Si
es asi, encuéntrelas. Si no, explique por qué no las hay.

3. Describa en palabras esta familia de rectas. Es decir describa las ca-
racteristicas que hacen que una recta pertenezca o no a la familia.
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9. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES * FAMILIAS

1. Seriale la regioén del plano cartesiano que contiene rectas que pasan
por el origen cuya pendiente es inferior a 1.

2. Sefiale la region que contiene rectas cuya pendiente es superior a 1,
que pasan por el punto (0,-2).

3. Escoja una recta que cumpla la caracteristica dada en 1. A partir de
esa recta, trace la recta cuya pendiente es la mitad de la pendiente
de la recta escogida. Dé la ecuacion correspondiente.

4. Escoja una recta que cumpla la caracteristica dada en 2. Trace la rec-
ta cuya pendiente es el triple de la pendiente de la recta escogida.

10. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES

Para responder este punto utilice la figura siguiente como referencia.

1. Halle las ecuaciones de las rectas que aparecen en la gréfica.
2. Halle el punto de corte entre las rectas.
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11. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

1. Se sabe que f(x)= 2(x+1) y que a es un namero real. Diga cuéles de
las siguientes gréficas son de la forma |f (x)| + a y cudles no y expli-
que porque.

\ 1t
2

_ _ X
1 X
y? y?
2 AN
-1 X 1 X

2. Halle la recta perpendicular a 2x + 2 y que pasa por el punto (0,2).
Llamela g(x).

3. Sea h(x) = |f(x)].Resuelva la desigualdad g(x) < h(x).
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12. ECUACIONES ®* DIVERSAS REPRESENTACIONES

Para responder este punto utilice la figura siguiente como referencia.

Ay

. Determine la ecuacion de la recta L que se muestra en la figura.

. ¢Cuadl es la ecuacion de la recta perpendicular a L que pasa por el
punto P?

. Dé la ecuacion de la recta que es paralela a L y estd a la misma dis-
tancia del origen que L.

. Se tienen las ecuaciones de tres rectas. Con una cuarta recta es posi-
ble completar un cuadrado; ;qué condiciones debe cumplir esa rec-
ta para completar el cuadrado? Halle la ecuacién de esta recta y dé
la gréfica correspondiente.

13. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

. Halle la representacion simbolica de la funcién lineal cuya represen-
tacion gréfica se muestra en la Figura N° 1:
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|
w
|
|
—
1
xy

Figura N° 1.

2. Halle la representaciéon simbolica de la funcién lineal cuya represen-
tacion grafica se muestra en la Figura N° 2. Halle el valor de a.

A
a Y1/

1 X

2a

Figura N° 2.

3. Otra manera de representar simbolicamente una recta es y = m(x-h).
;Qué significado tiene h en la gréfica de la funcion lineal correspon-
diente?

4. Paralas Figuras 1y 2, exprese las funciones lineales en la forma y =

m (x - h).
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1. Funciones lineales

14. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES

Para este juego se requiere que todos los participantes tengan calcula-
dora grafica. Las reglas son las siguientes:

1.

2.

Se conforman grupos de 4 personas.

Cada grupo esta compuesto por dos equipos de dos personas cada
uno.

. Cada equipo hace en una de sus calculadoras la grafica de una fun-

cién lineal tal que m y b sean enteros, entre -4 y 4.

Cada equipo debe tener lista la gréfica correspondiente a los cinco
minutos de comenzar la iteracion.

. Si un equipo no tiene una gréfica lista en ese momento, pierde esa

iteracion.

Una vez intercambiadas las calculadoras, los equipos no pueden to-
car ninguna de las teclas de la misma.

Una vez intercambiadas las calculadoras, cada equipo debe deter-
minar la expresion simbolica de la grafica representada.

. Gana el equipo que primero determine correctamente la expresiéon

simbdlica.

. El equipo que crea tener la expresion correcta debe decir jYA! y el

equipo contrincante debe parar de trabajar. En este momento se ob-
serva en la calculadora la expresion simbolica que generd la gréfica
y se compara con la expresidon simbolica que propuso el equipo que
dijo jYA!

10.5i la expresion simbolica del equipo que dijo [YA! es incorrecta,

gana el equipo contrario.

11.5i un equipo considera que la gréfica que le entregaron no tiene in-

formacion suficiente, debe decir YA! Los dos equipos paran de tra-
bajar y cada equipo debe preparar un argumento para justificar que
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la informacion es o no suficiente. El profesor determinaré quién tiene
la razoén.

12.Pierde el equipo que no cumpla con alguna de las reglas anteriores.
13.El profesor determinara una calificacion para cada uno de los equi-
pos a partir de la calidad (o interés) de las graficas propuestas, la ca-

lidad de las respuestas, la calidad de los argumentos propuestos
cuando hay diferencias y el namero de iteraciones que el grupo jue-

gue.

15. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES

Para responder este punto utilice la figura siguiente como referencia.

yl

T y=F(x)

1. Represente graficamente, en el mismo plano, las siguientes expresio-
nes:

a. y1=3f(x)

b. yo= (79

c. yz=-f(x)
2. Cada uno de los puntos de la gréfica de f son de la forma (x, f(x)).

a. ¢Cudl es la representacion grafica de los puntos de la forma
(f(x), x)?
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1. Funciones lineales

b. ;Cuaél es la representacion gréfica de los puntos de la forma
(x, -£(x))?

c. ¢Cual es la representacion grafica de los puntos de la forma
(x, £(-x))?

d. ;Cudl es la representacion grafica de los puntos de la forma
(=x, £x))?

e. ¢Cual es la representacion gréfica de los puntos de la forma
(=x, f(-x))?

3. Suponga que el punto de corte en y es 2 y que el punto de corte en
x es 6. Trace las gréficas de las siguientes expresiones:

a. yu=1f(x)+2

b. ys=-(3)f(x)- 1
4. Determine los puntos (x,y) del plano que cumplen:

a. y=f(x)+1=2

b. y=£f(x-2)=2
5. Determine en la grafica los valores de x para los cuales f(x) < 0.
6. Determine los valores de x para los cuales f(x) < -1.

7. Si-4<x<-2, ;qué valores toma f(x)?

16. CARACTERISTICAS FAMILIA * FAMILIAS

Una recta puede representarse en la forma y = mx+b. Asignando
diversos valores a m y a b se obtienen diferentes rectas. m y b se deno-
minan pardmetros. En el plano cartesiano izquierdo de la Figura N° 1
se ha puesto en el eje horizontal el parametro m y en el eje vertical el
parametro b. De esta forma, un punto en este plano cartesiano deter-
mina a una recta en un plano cartesiano con ejes x y y. Enla Figura N° 1
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se observa la relaciéon entre los puntos A y B del plano m-b y las
correspondientes rectas en el plano cartesiano x -y.

Ab

R
1)

12) °
(") A
1- o
2,
1 1 2
-1 -

1
>
m

AY
La:y=2x+1
2

/

Figura N° 1.

I —
1 2 b
Lg:y=-x+2

De acuerdo con esta convencidn, una recta en el plano m-b representa
una familia de rectas en el plano x-y. Asi, en la Figura N° 2, la recta L
del plano m-b representa las rectas con pendiente m = -1:

Figura N° 2.
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1. Funciones lineales

1. ;Qué familia de rectas, en el plano x-y, representa la recta L del pla-
no m - b de la Figura N° 3?

4+

3+
L 5

1+

m
i i i 2
-2 -1 1 2
Figura N° 3.

2. ;Coémo se identifica en el plano m-b la familia de rectas de la Figura
N° 4?

Figura N° 4.

3. Desarrolle ahora su propia teoria: describa cdomo seria un nuevo pla-
no cartesiano m-h donde h representa la abscisa al origen de la rec-
ta. Desarrolle unos ejemplos de la relacién entre el plano m-h y el
plano x-y.
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4. ;Qué recta en el plano m-h representa la familia de rectas de la Fi-
gura N° 4?

5. ¢Como se relacionan los planos m-b y m-h?

17. CARACTERISTICAS FAMILIA * FAMILIA

Considere la familia de funciones lineales de la forma y = mx+b y para
la cual los parametros m y b se relacionan segin como se muestra en la
figura:

1. Describa la familia de rectas que estan representadas por la recta L.

2. Describa la familia de rectas cuya relacion entre m y b es una recta
perpendicular a L y que pasa por el origen.

18. REPRESENTACION GRAFICA ®* CONSTRUCCION
OBJETO

Para cada una de las funciones que se presentan en las figuras 1 a 8,
halle su expresion simboélica y explique la relacién entre las caracteris-
ticas de la expresion simbdlica y las caracteristicas de la representacion
gréfica.
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X

3 3 3 ' — t t ¥ t t ——
—1_4129&5 —1_2’l12345

Figura N° 1. Figura N° 2.

2 1, 1

Figura N° 3.

2 3 4 56

123 4567
Figura N° 5. Figura N° 6.

Fiqura N°7. Figura N° 8.
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19. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

Lo que se presenta a continuacion son apartes de la solucion correcta
que un estudiante dio a un problema sobre desigualdades. Usted debe
decir cudl era el texto del problema, expresando y justificando su razo-

namiento.
\ /)

Conjunto solucion = {x|-cc<x<-4 0 -2<x<oo}

20. CARACTERISTICAS FUNCION * ENSAYO

Escriba un ensayo en el que explique qué es el valor absoluto. Presente
por lo menos un ejemplo para sustentar sus afirmaciones.

21. DESIGUALDADES ®* CONSTRUCCION OBJETO

Los siguientes son apartes de la soluciéon que un estudiante dio a un
problema. La gréfica hace parte de la solucion. Las frases entre comi-
llas fueron escritas por el estudiante. Todo lo que escribi6 el estudiante
estaba correcto. Usted debe reconstruir el texto del problema y hallar
su solucion.
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1. Funciones lineales

)
b= 2
3
]1
ll=l>
1 2 3 4X

“Como la recta Lies perpendicular a la recta L, y la recta L;corta el eje
x en x = -5, entonces” (...) “el conjunto solucién de la desigualdad pro-

puesta es (-oo, ...] U [%, )...”

22. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

Encuentre dos expresiones simbolicas para una funcién que tenga la
siguiente gréfica:

yp

Indicaciones:

1. Esta grafica resulté de haber aplicado valor absoluto a la grafica de
otra expresion. ;Cual era esa grafica?
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2.

La grafica que usted obtuvo en el punto anterior, también se puede
ver como la grafica de una funcion que se ha trasladado verticalmen-
te ;En que sentido se hizo? ;De cuanto fue? ;Cémo era la grafica an-
tes de la traslaciéon? ;Por qué?

. Esta tltima grafica, también se puede ver como el resultado de haber

aplicado un valor absoluto ;Como era la grafica antes de haber apli-
cado el valor absoluto? ;A qué expresion se le aplic6?

Recopilando todo lo que usted ya hizo en los tres pasos anteriores,
escriba una expresion simbolica que corresponda a la gréfica origi-
nal. Utilice la calculadora para verificar el resultado.

23. DESIGUALDADES ® DIVERSAS
REPRESENTACIONES

A continuacion se presenta un proceso de solucién de la desigualdad

5(3-2x) >10:

5(3-2x) =10 (1)
1 1
3-2x22 3)
3-2x+ (=3) 22+ (-3) (4)
“2x > -1 (5)
1 1

(_E) - (=2x) < (_E) (-1) (6)
X < —% 7)
1. Para cada uno delos pasos (1), (3), (5) y (7), haga la grafica de las fun-

ciones que se encuentran a ambos lados de la desigualdad corres-
pondiente y sefiale sobre el eje de las x los valores de x para los cuales
se cumple la desigualdad.
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1. Funciones lineales

2. A partir de lo hecho en a), explique la frase: “la propiedad de orden
en la adicion y la propiedad de orden en la multiplicacién mantie-
nen la desigualdad”.

3. Explique el concepto de desigualdades equivalentes con este ejem-
plo.

24. DESIGUALDADES ® DIVERSAS
REPRESENTACIONES

Dadas las gréficas de f y g en la figura, halle los conjuntos solucion de
las desigualdades propuestas:

jo¥]

- f(x) < g(x)

o

. g(x) < f(x)

n

fE(x)|<g(x)

(o

() 2]g (%)

o

fCO[<lg ()]
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25. DESIGUALDADES * ENSAYO

1. Interprete al menos de tres formas diferentes (por ejemplo: verbal-
mente, en una recta, en una desigualdad, en el plano) los siguientes
enunciados:

a. [x-2|<1
b. x-c <1
c |x-c<$

2. Trace las gréficas de las siguientes expresiones, utilizando transfor-
maciones de la grafica de y=x:

a. y = 4/x-3
b.y = 4x+2/-3
c lyl = 4)x+2/-3

3. Haga un comentario con respecto a la relacion que hay entre las gra-
ficas.

26. DESIGUALDADES ®* CONSTRUCCION OBJETO

El conjunto solucién de la desigualdad f(x) > g(x) es [-2,0) U (1,3]. Se
sabe que

A f es una funcion segmentada?® definida sobre todos los reales

A g es una funcién de la forma: g(x) =alx-b| + ¢, dondea, byc
son nimeros enteros

1. Encuentre expresiones para f y para g, de manera que cumplan las
condiciones dadas.

2. En el curso se denomina: “lineal, definida a trozos”.
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1. Funciones lineales

2. Resuelva la desigualdad planteada y muestre que tiene el conjunto
solucion propuesto.

27. DESIGUALDADES ®* CONSTRUCCION OBJETO

Halle los valores de a y b de tal forma que la siguiente afirmacion sea
verdadera:

“El conjunto solucién de la desigualdad—- [x + 2| + 4 >a es S = (b,0)".

28. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

De la funcién f se sabe que:
a. Esdelaforma f(x) = |la(x-b)|-c/-d, cona, b, cy d reales

b. Su expresion como funcién a trozos es de la forma

——————— si x<1

i l<x< . )
f(x) = 51 1<X<2 giendo e un ntmero real
——————— si 2<x<e

a(x-4) sie<x
c. f3)=-2
d. El conjunto solucién de f(x) <2 es (-1,5)

e. Una porcion de la gréfica de y = f(x) se muestra en la figura:

Ay
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Halle la funcién f. Usted puede utilizar tinicamente la informacion que
estd dada explicitamente. Para ello, usted debe:

1. Hacer la gréfica completa.
2. Hallar la expresién de f como funcién a trozos (forma b.).
3. Hallar la expresion simbolica de f en la forma a.

4. Verificar que la afirmacion d. es verdadera.

29. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

De una funcion f(x) se sabe lo siguiente:

a. Esdelaforma f(x)=al Ib(x-c)| +d|+e, cona, b, ¢, d y e nimeros
reales.

b. El conjunto solucién de f (x) -3 es (-0, 0] U {2} U [4, ).
c. f(1)=-1.
d. Parte de la grafica de f(x) es as:

Y‘.!

i

f <

e. La definicion a trozos de f(x) es de la forma:

f(x) =



1. Funciones lineales
Usted debe:
1. Completar la expresion a trozos de la funcion.
2. Hallar los valores a, b, ¢, d, y e de la expresion en valor absoluto.
3. Completar la grafica.

4. Verificar que satisface la desigualdad dada enla segunda condicion.

30. APLICACIONES * PLANTEO

1. Pruebe que los puntos A: (6,-13), B: (-2, 2), C: (13,10) y D: (21,-5) son
los vértices de un cuadrado. Para eso:

a. Determine qué datos le dan.

b. Determine qué le piden.

c. Represente graficamente la situacion.

d. Teniendo en cuenta las caracteristicas que tiene un cuadrado y
los datos que le dan, analice qué otra informacién puede obte-
ner.

e. Haga un plan para resolver el problema.

f. Desarrolle el plan.

g. ¢(Coémo verifica que sus respuestas son correctas?

31. APLICACIONES * PLANTEO

John es duefio de un restaurante de comida rapida, llamado John’s.
En su restaurante, él vende a sus clientes, por $1,200 pesos, un
paquete consistente en 6 gasesosas y 2 hamburguesas.

En otro restaurante, Jairo’s, el duefio propone otro negocio similar:
una gasesosa y una hamburguesa por $400.
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1. Explique por qué la relacion entre el precio posible de la gasesosa
(l1amelo x) y el precio posible de la hamburguesa (1ldmelo y) en el

restaurante John's es:y = —3x + 600.

2. Explique por qué en el caso del restaurante Jairo’s la relacion es:

y = —x+400.

3. En el plano cartesiano que aparece a continuacién se encuentran las
graficas de la relacion entre los precios de la gasesosa y de la ham-
burguesa tanto en John’s, como en Jairo’s. Identifique la grafica de
cada restaurante y justifique su eleccion.

600A y

500
400
300
200
100

100 200 300 400 500 600

4. Explique por qué en el restaurante John’s no es posible que la gase-
sosa valga $200 y la hamburguesa $300. Proponga un precio de ga-
sesosa y hamburguesa que sea posible en John’s, de acuerdo al
negocio que este restaurante propone. Haga lo mismo con Jairo’s.

5. Dé un ejemplo de un precio de gasesosa y un precio de hamburguesa
que no sea posible en John’s y una pareja de precios que no funcione
con el negocio de Jairo’s. Explique.

6. Halle el Gnico valor de la gasesosa y de la hamburguesa que son po-
sibles al mismo tiempo en John's y en Jairo’s. Resuelva esto simboli-
camente (con las ecuaciones) y justifique su respuesta graficamente.
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7. ¢(Para qué precios de la gasesosa, es mas cara la hamburguesa en Jo-
hn’s que en Jairo’s? Exprese este problema simbolicamente, resuél-
valo y justifiquelo graficamente.

32. APLICACIONES * PLANTEO

“-¢Cuénto cuestan los pasteles?- pregunt6 al dependiente

-Depende del tamafio; tenemos grandes y pequefios. Uno grande
cuesta lo mismo que tres pequefios.

-.Cuanto me costarian siete grandes y cuatro pequefios?

-$120 més que si comprase cuatro grandes y siete pequefios- fue la
enigmatica respuesta”.

¢Cuanto cuesta cada tipo de pastel?

33. APLICACIONES * PLANTEO

Una tienda de video ofrece dos planes de alquiler de peliculas. Si la
persona paga $9,000 de afiliacion al club de video, el alquiler por peli-
cula le cuesta $800. Si la persona no quiere afiliarse al club, alquilar
cada pelicula le cuesta $1,300.

1. Represente graficamente la variacion de costos de los dos planes
con respecto al nimero de peliculas.

2. (Cuaéntas peliculas puede alquilar una persona que llega por prime-
ra vez a la tienda con $15,000? ;Cuantas, otra que llega con $25,000?

3. ;Cuanto cuesta alquilar 10 peliculas en cada plan?

4. ;Esposible que haya un niimero de peliculas alquiladas para el cual
en los dos planes se pague 1o mismo? ;Porqué? Silo hay, ;cuél es ese
valor y cuanto hay que pagar?

5. Haga un comentario sobre cual plan es mejor.
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34. APLICACIONES * PROYECTO INVESTIGACION

En la casa de Camilo, cuando se cocina sopa en la estufa eléctrica para
cuatro personas, se hace lo siguiente en el tiempo:

Minutos Accion

0-10 Preparacion de los ingredientes

10-15 | Se pone la estufa en “alto”

15-25 | Se pone la estufa en “bajo”

25-30 | Se apaga la estufa

1. Haga un bosquejo de las gréficas de las siguientes variables en fun-
cién del tiempo:

a. El consumo total de energia eléctrica desde el momento 0 (en que
se comenzd a hacer la sopa).

b. La cantidad de energia eléctrica que se estd consumiendo en un
instante dado (vatios por segundo).

c. Latemperatura de la estufa en un momento dado.
d. El grado de cocimiento de las verduras que estan en la sopa.

2. Describa las relaciones que usted puede descubrir entre estas grafi-
cas. Por ejemplo, ;es posible deducir la forma de una grafica dada, a
partir de la forma de otra de las graficas?

3. Explique lo que sucede con las graficas si se dan las siguientes situa-
ciones (puede hacer las gréficas correspondientes, pero lo importan-
te es su explicacion).

a. Se hacen dos sopas iguales al mismo tiempo en la misma estufa.

b. Se hace una sopa para ocho personas.

c. El televisor esta prendido durante el tiempo en que se hace la
sopa.
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d. La sopa se hace en una estufa que gasta el doble de energia que
la estufa original.

4. Formule y resuelva este ejercicio bajo la suposiciéon de que el tema

ya no es la sopa, sino un automovil y las posibles variables de inte-
rés son, entre otras, distancia recorrida y velocidad.

35. APLICACIONES * PLANTEO

Se colocan dos luces en los extremos superiores de dos postes como se
ilustra en el dibujo:

luz

luz

L)

B

Una persona que esta en el poste A empieza a caminar hacia el poste
B. Se conoce la altura de la persona (170 cm), la de los postes 3y 2 m
respectivamente y la distancia que separa los postes (5 m).

1.

Explique como varia la longitud de la sombra que proyecta la per-
sona por efecto de la luz del poste A, a medida que la persona se ale-
ja del poste.

Dé una expresién para la longitud de esa sombra en funcion de la
distancia de la persona al poste A.

. Dé una expresion, en funcioén de la distancia de la persona al poste

A, para la longitud de la sombra que proyecta la persona por efecto
de la luz del poste B, a medida que la persona se va acercando al
poste B.

Verifique que las expresiones tienen sentido, tomando algunos va-

lores de la distancia de la persona al poste A, para los cuales usted
puede conocer cuanto miden las sombras.
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5. ¢Cuanto miden las sombras cuando la persona se encuentra a la mi-

tad del camino entre A y B?

6. ¢(Hay algin momento en el cual las dos sombras midan lo mismo?
(Por qué?

36. APLICACIONES ®* DIVERSAS REPRESENTACIONES

En este ejercicio se quiere determinar el volumen de un cilindro ins-
crito en un cono de radio 9 cm y de 16 cm de altura.

1. ;Cuéntos de estos cilindros se pueden construir? ;De qué depende
ese namero?

2. Las dimensiones del cilindro son el radio de la base y la altura. En
este caso ninguna de las dos se conoce pero cuando se conoce una, la
otra queda determinada. ;Por qué?

3. En cada uno de los conos siguientes, esta determinada una de las di-
mensiones de un cilindro que se puede inscribir. Complete el cilin-
dro en cada caso.

Entonces las variables del problema son dos, r (radio de la base del
cilindro) y h (altura del cilindro). Estas variables no son independien-
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1. Funciones lineales

tes. Estan relacionadas y se quiere hallar esta relacion. Para comenzar
se colocarén en el dibujo todos los datos que se tienen.

16
Ih

<9

Se puede hacer un corte vertical de esta figura para ver de otra forma,
codmo se relacionan estos datos.

16
Ih

9

Se busca establecer la relacion entre h y r. En esta figura hay varios
triangulos semejantes que permiten determinar esta relacion.

4. Escriba una ecuacién que relacione hy r.

5. Escriba h en funciéon derr.

6. ;Cuanto vale h, si el radio de la base del cilindro inscrito es 4, %, 9,
0, 372

Ademas se quiere determinar el volumen del cilindro inscrito.

7. ¢Cuél es el volumen de este cilindro?

8. Escriba el volumen del cilindro en funcién de r.

9. ;Qué volumen tiene el cilindro inscrito, si la base tiene de radio 4,

39,0, /32
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10.Escriba el volumen del cilindro inscrito en funcion de h.
11.Cuél es el volumen del cono?
Otra forma de encontrar la relacion entre h y r es colocar el corte verti-

cal de la figura sobre el plano cartesiano, ast:

16

-9 9\ X
L

12.;Qué coordenadas tiene el punto P?

13.Los puntos de la recta L satisfacen la ecuaciéon 144 - 16x=9y. P es un
punto de esta recta. ;Qué relacién hay entonces entre r y h?

14.Exprese r en funcién de h.

Existe otra forma de encontrar la relacion entre h y r. Por una parte, se
conoce el area del tridngulo que se genera al tener el corte vertical del
cono; esta area se puede expresar, a su vez, como la suma de las areas
de los tres tridngulos y el cuadrado —éste Gltimo corresponde al corte
vertical del cilindro-. Igualando esta suma de areas al valor del &rea
del triangulo se obtiene una ecuacién en dos incognitas.

15.;Cuél es esa ecuacion? ;Cudl es la relacion entre h y r?

16.Haga un comentario sobre los diferentes métodos utilizados para
encontrar la expresion que relaciona h y r.
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1. Funciones lineales

37. APLICACIONES ®* DIVERSAS REPRESENTACIONES

En el tridangulo is6celes ABC, de base 6 cm y altura ~tomada desde la
base— 4 cm, se quiere inscribir otro triangulo isoceles, segtin se mues-
tra en la figura:

A C

B

El objetivo de este ejercicio es determinar expresiones que muestren
coémo varian el perimetro y el area del tridngulo inscrito en funcién de
su altura. Para ello se buscara establecer una relacion entre la altura y
la base del triangulo usando diferentes caminos.

1. ;Cuéntos tridngulos pueden inscribirse?

2. ¢(Cuadles son los valores maximo y minimo que puede tomar la altu-
ra? ;Cuanto valen el perimetro y el drea en esos casos?

Semejanza de triangulos

3. Si la altura del tridngulo inscrito cambia, su base también cambia.
Establezca una relacién entre la altura y la base del triangulo utili-
zando semejanza de triangulos.

4. Escriba expresiones para determinar el perimetro y el drea del trian-
gulo inscrito en funcion de una de las dimensiones del tridngulo.

5. ¢Cuéanto valen el 4rea y el perimetro cuando las alturas de los trian-
gulos inscritos son 2, 5 /4, m, 0 y 4?

Plano cartesiano, primera posibilidad

6. SitGe el origen del plano cartesiano en el punto medio del segmento
AC del tridangulo dado.
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Situaciones problematicas de precilculo

a. Determine las coordenadas de los puntos A, By C.
b. Determine la ecuacion de la recta AB.

c. Utilice este hecho para establecer una relacion entre la altura y la
base del tridngulo inscrito.

Plano cartesiano, segunda posibilidad

7. Sitte el origen del plano cartesiano en el vértice B del triangulo da-
do.

a. Determine las coordenadas de los puntos Ay C.
b. Halle la ecuacion de la recta AB.

c. Use este hecho para establecer una relacion entre la altura y la
base del triangulo inscrito.

Areas

8. El hecho de que se conoce el area del triangulo ABC, se puede utili-
zar para determinar la relacion entre la altura y la base del tridngulo
inscrito. Diga como y halle la relacion.

Comentarios

9. ¢(Cuél estrategia es mejor? Explique.

38. APLICACIONES * PLANTEO

El objetivo de este ejercicio es trabajar en el proceso general de resolu-
cién de problemas. Se va a dar informacién sobre una cierta situacion.
Usted debe analizarla para efectos de responder las preguntas que se
formulan al final. No es necesario llegar a una solucion concreta; sera
necesario tomar muchas decisiones a lo largo del proceso para poder
llegar a alguna solucién coherente.
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1. Funciones lineales
El equipo de fiitbol®

Un equipo dispone de cierta cantidad de dinero para repartir entre sus
jugadores. Hay jugadores de primera y segunda categoria. Cada juga-
dor, segin un acuerdo previo, debe recibir por lo menos $300,000. Los
jugadores de primera categoria deben recibir por lo menos el doble de
los de segunda. El director del equipo recibe un 45% maés de lo que
recibe el mejor jugador del equipo.

Hay dos jugadores destacados. Jaime, quien recibi6 ofertas de otros
clubes y espera obtener, por lo menos el 10% del total repartido, y Car-
los, indispensable en el equipo, quien recibird dos tercios de lo que
reciba Jaime.

El club, aunque tiene una cierta cantidad de dinero disponible, esta
en dificultades econdmicas, pues los ingresos por taquilla han dismi-
nuido significativamente, el arriendo se increment6 en un 35% y algu-
nos empleados han solicitado aumentos hasta del 40%.

¢Coémo pueden repartir todo el dinero del que disponen?

Preguntas

1. ¢Qué se pide? ;Coémo debe ser la respuesta (un niimero, una férmu-
la, un nombre, un conjunto de niimeros)?

2. ;Cuales son las incégnitas? Haga una lista, e indique qué significa
cada una.

3. ;Qué datos, condiciones o relaciones se dan? Escribalos.

4. Haga un diagrama, una grafica, o presente un ejemplo con el que
pueda entender mejor la situacién. ;Son los datos y condiciones da-
dos suficientes? ;Son redundantes? ;Se contradicen entre si?

5. Elabore un plan, ya sea para resolver todo el problema o para resol-
ver una parte de él; si es necesario, cambie algunos datos, olvide al-
gunas condiciones, haga hipétesis o ponga condiciones adicionales
indicindolo claramente. Escriba su plan.

6. Desarrolle el plan.

3. La version original de este problema fue propuesta por la doctora Margarita de Meza.
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Situaciones problematicas de precilculo

7. Revise el trabajo previo, verificando sus argumentos, hipdtesis y re-
sultados. Verifique que su respuesta satisface lo que se pide en el
problema. ;Es posible avanzar més en la solucién del problema ori-
ginal?

39. APLICACIONES * PLANTEO?

Julio Mario Santodomingo, duefio de Avianca, ley6 en El Tiempo que
una aereolinea, en la que no tiene participacion, invirti6 16.5 millones
de dolares en la compra de 13 aviones de la Boeing. El sabe que la
Boeing vende tres tipos de aviones: el tipo A cuesta 1.1 millones de
dolares; el B, 1.3 millones y el C, 1.8 millones. Necesita saber cuantos
aviones de cada tipo pudo haber comprado la competencia.

1. ;Qué sugerencias le puede hacer?

2. Hay muchas maneras diferentes de encontrar la solucion (tenga pre-
sente que no es posible comprar pedazos —fracciones— de aviones).
¢Cual le parece mejor? Explique.

4. Adaptado de Sloyer, C. (1986). pp. 19-20.
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2. Funciones cuadraticas

ISTICAS FUNCION * TABLA

40. CARACTER

Complete los espacios en blanco. En las graficas, cada marca repre-

senta una unidad.

oSuey (o0 0]
oruruo(y 6 6 16
X=A e ugpeaI ued eunguny eqLLIE BDRY SapepIun
uondy SOp ap A ua ugne[seI],
VARIRER fg | Wl =X W = A Ml =X
0207 hw \ou mw du
errjowis ap afg 0=X
DNIIA 0=20 (T0)
edroquurs uorsaxdxg X = £ [—X = £

©PeID
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Situaciones problematicas de precalculo

oSuey

orurwo(q

X=A e ugpeaI uod
uonoy

BYDaIap e[ ey peprun
Bun ap X U UQe[sel],

peprun g /1 9p
£ ua uonereri(q

ZLIPAIQ

0004

ernjowIs ap afg
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©yeIn
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2. Funciones cuadraticas

oSuey

orurwo(q
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oSuey

orurwo(q

X=A e ugpeaI uod
uonoy
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41. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES ®* TABLA

Una parabola se puede expresar simbolicamente de cuatro formas dis-

tintas (se supone que a#0 y p=0):

a.y=a(x-h)2+k
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2. Funciones cuadraticas

b. y:ax2+bx+c

c. y=a(x-r)(x-1p)

d. 4p(y—y0) = (x—xo)2

Llene las casillas de la siguiente tabla:

owTuIA

OWITXEIA

X 33 19 uod s3310)

X [ [ uod s9310)

0=2+Xq+,Xe
ap ugmnjog

(Ox-x)=(04-£)dp

@-x)(tr-xye = £

2+Xq+xe = A

M+ (4-x)e = £

21125)
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Situaciones problematicas de precalculo
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1
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L
X

214 |10

42. CARACTERISTICAS FUNCION * FAMILIAS

., 2 -1s £
1. La expresiéon y = ax , con a # 0, representa una familia de parabo-
las. Describala en palabras.

2. Describa simbolicamente la familia de pardbolas que cortan el eje x
en los puntos -1y 2.
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2. Funciones cuadraticas

3. Complete los espacios de la tabla

x x2 25 Coordenadas | Coordenadas | Cortes
y =109 = ) del vértice del foco con x

4. Dé las coordenadas del vértice, el foco y la ecuacién de la directriz

de la parabola (x - %) (x+5).

5. Los puntos de la gréfica de la pardbola y = (x - %) (x+5) sonde

la forma (x, f(x)). Trace la grafica de los puntos de la forma (f(x), x).

43. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

A continuacion se presentan las distintas formas en que se pueden
expresar simbdlicamente las funciones cuadraticas (suponga que ay p
son niimeros reales diferentes de 0):

a. y = a(x—h)2+k
b. y = a(x-1y) (x-r1,)
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Situaciones problematicas de precalculo
2
c. y=ax +bx+c

d. 4p(y—y0) = (x—xO)2

Cada una de estas formas contiene unos parametros. Por ejemplo en la
forma b, los parametros son a, r; y rp. En el caso de la forma d, los

parametros son p, yg Y Xp-

A usted le seré asignada una de estas formas simbolicas para desa-
rrollar una serie de actividades.

Primera parte
Para cada pardmetro de la expresion que le correspondio:

1. Pinte, en un mismo plano cartesiano, dos pardbolas tales que el
parametro en cuestion tenga valores diferentes y los otros dos
pardmetros tengan el mismo valor en ambas parabolas.

2. Explique el significado grafico de cada parametro.

Segunda parte

Grupo y = a(x—h)2+k

Explique la relacion algebraica entre los pardmetros a, h y k y los

parametros de las demas formas dadas. Es decir, exprese a, h y k en
funcién de a, ry y r, de la forma b; haga lo mismo con las demés for-

mas.
Grupoy = a(x-r1;) (X-r1,)

Explique la relacién algebraica entre los pardmetros a, ry y 1, y los
pardmetros de las demés formas dadas. Es decir, exprese a, 11 y 1, en
funcion de a, h y k de la forma a; haga 1o mismo con las demas formas.

Grupoy = ax’ +bx +c

Explique la relacion algebraica entre los pardmetros a, b y ¢ y los
parametros de las demés formas dadas. Es decir, exprese a, b y ¢ en
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2. Funciones cuadraticas

funcion de a, h y k de la forma a; haga lo mismo con las demas for-
mas.

Grupo 4p (y -y = (X=X) ?

Explique la relacion algebraica entre los parametros a, Xy y yo y los
parametros de las demas formas dadas. Es decir, exprese a, xg y yg en

funcion de a, h y k de la forma a; haga lo mismo con las demas for-
mas.

Tercera parte

Identifique las técnicas matematicas que se requieren para hacer las
transformaciones que son necesarias en cada una de las relaciones
(por ejemplo, factorizacion, completacion de cuadrados, etcétera).
Cuarta parte

En la gréfica que se presenta en la Figura N° 1 identifique las coorde-

nadas de los puntos marcados utilizando los nombres de los
parametros que aparecen en las cuatro formas simbolicas trabajadas.

=

Figura N° 1.

Quinta parte
Grupoy = (x—h)2+k
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Situaciones problematicas de precalculo

Tomando como base la grafica de la figura 1, y suponiendo que a y k
permanecen fijos, describa lo que sucede con cada uno de los
parametros de las otras formas simbdlicas cuando h aumenta.

Grupoy = a(x-r;) (X~-r,)

Tomando como base la gréafica de la Figura N° 1, y suponiendo que a'y
rypermanecen fijos, describa lo que sucede con cada uno de los

parametros de las otras formas simbdlicas cuando r, aumenta.
2
Grupoy = ax” +bx+c
Tomando como base la grafica de la Figura N° 1, y suponiendo que a'y

b permanecen fijos, describa lo que sucede con cada uno de los
parametros de las otras formas simbdlicas cuando ¢ disminuye.

2
Grupo 4p (y -y, = (x=Xp)

Tomando como base la gréfica de la Figura N° 1, y suponiendo que p y
Xo permanecen fijos, describa lo que sucede con cada uno de los

pardmetros de las otras formas simbdlicas cuando y, disminuye.

Sexta parte

Para cada una de las conjeturas que acaba de formular, muestre que
ella concuerda con las relaciones simbdlicas que hall6 en la segunda
parte.
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2. Funciones cuadraticas

44. CARACTERISTICAS FAMILIA * FAMILIAS

1. Enlas Figuras 1 a 4 aparecen cuatro familias de funciones cuadrati-
cas. Describa simbolicamente cada una de estas familias.

Figura N° 2.

Figura N° 3. Figura N° 4.

2. Considere la forma simbdlica y = a(x-h) %+ K.Sise supone que
k=1, cada uno de los puntos del plano a-h representa una parabola
particular. En la Figura N° 5 se tiene un ejemplo de tres puntos en el
plano a-h (k=1) y sus correspondientes parabolas en el plano x-y.
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Situaciones problematicas de precalculo

(k=1) 2.
14 A c 1
h /—\
t t t > - +
-2 -1 1 2 -2 -
c —1 -
24 B. _ B
Figura N° 5.

De esta forma, una recta en el plano a- h (k fijo) representa una familia
de parébolas.

3. Hagala gréfica en el plano x—y de las familias de parabolas represen-
tadas por las rectas de las Figuras 6 a 11. Describa en palabras las fa-
milias representadas.

Aa (k=1) Aa  (k=1)
o4 4+
1+ 3
a
— 2
I 2 3 4h

-1+ 1
h
o4 —t ——

-2 -1 1 2
Figura N° 6. Figura N°7.
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2. Funciones cuadraticas

2 2
1 1
h h
> i >
1 2 2 - 1 2
Z1+
o4
Figura N° 8. Figura N°9.
ha | (2=1)  (k=1) )a
o4 2t
1 1
I h
2 2
1 P 3 4 -2 - 1 2
-1 —1
-2 —2
Figura N° 10. Figura N° 11.

45. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES * PLANTEO

Una bala se dispara hacia arriba desde la azotea de un edificio que
tiene 28 pisos (aproximadamente 100 metros de alto). Arranca con una
velocidad inicial de 32mts/seg y sigue una trayectoria que esta dada

por la expresion h (t) = —16t2+32t+100; h(t) representa la altura
de la bala (en metros) después de t segundos.

1. Haga en la calculadora una grafica de h(t). Use (-5, 5) como rango
para x; y (-20, 120) como rango para y.
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Situaciones problematicas de precalculo

2. ;Qué porcion de la grafica representa el recorrido de la bala (la situa-
cion del problema)?

3. ¢Para qué valores de x de la gréafica tiene sentido la situacion?

4. ;Qué altura alcanza la bala luego de medio segundo de su lanza-
miento?

5. ¢(En qué momento vuelve la bala a alcanzar la altura del edificio?

6. ¢(En qué momento alcanza la bala la altura maxima? ;Cual es esa al-
tura?

7. ¢Enqué parte de la grafica se ve que la bala toca el piso? ;En qué mo-
mento ocurre esto?

46. APLICACIONES * PLANTEO

La siguiente grafica representa la trayectoria de una pelota golpeada
por un golfista (se registran 22 segundos desde que la pelota recibe el
golpe hasta que llega al hoyo):
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2. Funciones cuadraticas

Las siguientes son gréficas que produjeron tres estudiantes para repre-
sentar la forma en que cambia la velocidad de la pelota cuando va por

el aire en este golpe de golf:

Velocidad de la pelota

tiempo

22
Figura N° 1.

Velocidad de la pelota

tiempo

22

Figura N° 2.

Velocidad de la pelota

tiempo

22
Figura N° 3.

Las justificaciones dadas por los estudiantes fueron:

Figura N° 1: “Porque la pelota sube y baja”

Figura N° 2: “La pelota sale rdpida, se para un instante y después va

otra vez rapida”

Figura N° 3: “La pelota acelera luego del golpe; pierde luego veloci-
dad; después gana velocidad y después cae en el hoyo”

1. ;Considera usted validas estas interpretaciones? ;Por qué si? ;Por

qué no?

2. Produzca una gréfica en la que se muestre como cambia la veloci-
dad de la pelota cuando va por el aire en este golpe de golf. Tenga
en cuenta aspectos como los siguientes: velocidad inicial, velocidad
cuando esta en el punto mas alto, velocidad cuando llega al hoyo,
velocidad minima que puede llevar, etc.

3. Con base en la gréfica que hizo en 2, produzca una grafica que re-
presente el espacio horizontal recorrido por la pelota.
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47. ECUACIONES ®* DIVERSAS REPRESENTACIONES

Se desea saber para qué valores de x la circunferencia con centro en
(3,2) y radio 1 esta por debajo de la parabola concava hacia arriba, con
vértice en (3,1) y dilatacion 1.

1. Halle la expresion simbdlica de la pardbola y de la circunferencia,

A Para el circulo en la forma canénica.

A Para la parébola en la forma y = a(x-h)*+k.

2. Haga la gréfica de las dos curvas en la calculadora sin utilizar la op-
cién CIRCLE! para la circunferencia y estime una solucién para el
problema.

3. A continuacién se da un esquema para resolver el problema de ma-
nera simbolica:

a. Usted debe llegar a la ecuacion

(x=3)2+ ((x=3)2-1)°-1 = 0

b. Haga en la calculadora la gréfica de la funciéon
f(x) = (x=3)2+ ((x-3)2-1)2-1

c. ¢Para qué sirve hacer esta grafica?

d. ;Como se compara la informacion que usted obtiene de esta gra-
fica con la que obtuvo en 2?

e. Utilice el siguiente “truco” de sustitucion: llame u = (x-23) 2,

Reemplace u en la ecuacion del punto 3a y resuelva simbolica-
mente el problema.

4. Compare estos resultados con los que usted estim6 en el punto 2.

1. Se hace referencia a la calculadora TI-85. Lo que se desea es que se utilicen las opciones que
permiten hacer graficas de funciones.
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48. DESIGUALDADES ®* CONSTRUCCION OBJETO

El conjunto solucion de la desigualdad f(x) < g(x) es [2, 5]. Se sabe que:

A f es una funciéon de la forma f (x) = (x—h)2+k.
A g es una funcion de la forma g (x) = alx-b| +c.

Usted debe:

1. Hallar dos funciones f y g que cumplan con las dos condiciones da-
das.

2. Resolver la desigualdad f(x) < g(x) y mostrar que tiene el conjunto
solucion propuesto.

49. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
e PLANTEO

Juan quiere comprarle un lote a Pedro. Pedro le vende a Juan el lote y
el alambre de ptas para cercarlo. El alambre de ptias mide 20 metros
y, cualesquiera que sean las dimensiones del lote que Pedro escoja, el
lote tiene que estar cercado por los 20 metros de alambre. El lote tiene
que tener una forma rectangular y Juan puede escoger las dimensio-
nes del lote. A Juan le interesa que el lote tenga la mayor 4rea posible y
a Pedro la menor area. Suponga que un lado del lote se llama x y el
otro lado se llama y.

1. ;Cuél de las graficas representa el comportamiento del lado llama-
do y del lote con respecto al lado x? Justifique su respuesta y expli-
que por qué tiene ese comportamiento.

2. ;Cual de las graficas representa el comportamiento del area del lote
con respecto al lado x? Justifique su respuesta.
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o51Y

20

154

)

54
-5 5 10 15 -5 | 5 10 15 -10

3. Explique por qué el area tiene ese comportamiento.

4. ;Cuales son las dimensiones posibles del lote? ;Por qué?
5. ;Cudles son las areas posibles del lote? ;Por qué?

6. ;Qué dimensiones le interesan a Juan?

7. ¢Qué dimensiones le interesan a Pedro?

50. CARACTERISTICAS FUNCION * ENSAYO

1. Comente la siguiente frase de un estudiante: “para hallar la dilata-
cioén de una parabola a partir de su grafica hay que hacer como con
las rectas; averiguar cuantas unidades avanza en y por una unidad
que avanza en x”. Puede usar la siguiente informacion: en el caso de
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2. Funciones cuadraticas

las parabolas y = X’ y= (x-h) 2y k, para las cuales la dilatacion es
a=1, las gréficas son las siguientes:

y YA
9 9a+k
8
7
6 4a+k
5
4
3
? a+|i§
hh+1 h+2 h+3 ;

2. ;Cudl cree usted que es el método mas sencillo para hallar la dilata-
cién de una parabola si se conocen sus desplazamientos en x y en y?
(Por qué?

51. APLICACIONES * PLANTEO

Un industrial requiere tornillos para efectos de ensamblar un pro-
ducto que esta fabricando. Tiene dos opciones:

a. Mandarlos a hacer en la fébrica “Su Repuesto S. A.”, que le
cobra $4 por el cuadrado del ntimero de piezas que encargue y
le ofrece una rebaja de $100 por cada pieza.

b. Fabricarlos él mismo. En tal caso debe comprar la maquina de
hacer los tornillos la cual le vale $1’000.000 y hacer la pieza. Esto
requiere la contratacion de personal y el pago de materiales de
fabricacion. Esto tltimo implica que fabricar cada pieza le
cuesta $30.

1. ;Qué le aconseja usted al industrial que haga? ;Por qué?
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2.

Suponga que usted debe fijar los precios en “Su Repuesto S. A.” ;Co-
mo lo haria para que le compraran cantidades inferiores a 1,000 tor-
nillos?

¢Cual deberia ser el descuento por pieza “Su Repuesto S. A.” y cuél
el costo por pieza en la fabrica del interesado, para que fuera mejor
ordenar a “Su Repuesto S. A.” cantidades inferiores a 800 tornillos?

¢ Cuél deberia ser el costo por el cuadrado de piezas en “Su Repuesto
S.A.” y cuél el costo por pieza en la fabrica para que fuera mejor or-
denar a “Su Repuesto S. A.” cantidades inferiores a 800 tornillos?

. Considere las dos nuevas férmulas de precios de “Su Respuesto

S. A.” obtenidas en 3 y 4. ;Cial es més conveniente para “Su Repues-
toS. A.”?

52. APLICACIONES * PLANTEO

Un organizador de conciertos espera que al proximo evento vayan
25.000 personas. Se esta pensando colocar un precio de $15.000 por
entrada. Por experiencia en conciertos anteriores, se sabe que por cada
$1.000 que se aumente el valor de la boleta, la asistencia se disminuye
en 500 personas.

1.

Determine una expresion simbolica que represente los ingresos del
organizador del concierto.

(Hasta donde puede el organizador subir el valor de la entrada para
asegurar ingresos?

¢Qué precio le da los mejores ingresos?

Si quiere tener ingresos superiores a 450 millones de pesos, ;cudl
debe ser el precio de la entrada?
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2. Funciones cuadraticas

53. APLICACIONES * PLANTEO

Las laminas de un &lbum del pasado mundial de fatbol tenian las
siguientes caracteristicas:

A Las laminas tienen en el centro la foto del futbolista y un
borde blanco alrededor, como se muestra en la figura:

". "".ﬂ #-.- Foto

-
qj:ll €& Borde

A El borde es de anchura uniforme
A El perimetro de la foto del futbolista (sin borde) es 12 cm
A El ancho de la foto es el doble del ancho del borde

1. ;Cuales deben ser las dimensiones de la ldmina para que la foto ten-
ga un area maxima?

2. Suponga que se requiere que el ancho de la foto sea 5 veces el ancho
del borde. Haga una conjetura acerca de las dimensiones de la lami-
na. Halle las dimensiones simbolicamente.

3. ¢(Qué puede decir acerca de lo que predijo? Explique.
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3. Funciones polinomicas

54. REPRESENTACION SIMBOLICA
* CONSTRUCCION OBJETO

1. Para cada situacién, busque un polinomio que cumpla las condicio-
nes dadas. Cuando no sea posible encontrar uno, explique las razo-
nes.

Grado 3; raices: 2 'y % .

o

b. Grado 4; coeficientes enteros; raices: = y

(ST
NI =

c. Grado 3; coeficientes enteros; raices:

NI =

y

[STR

d. Grado 3; coeficientes enteros; raices: /2 y J3.

e. Grado 4; coeficientes enteros; raices: /2 y J3.

2. Halle el wvalor de b para que el polinomio
p (X) = x3+bx2-13x + 10,

a. Sea divisible por x-2.

b. Al dividirlo por x-2 deje residuo 4.
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Situaciones problematicas de precalculo

55. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

Para cada una de las graficas de las Figuras 1 a 9 usted debe dar la
expresion simbolica correspondiente. Observe que algunas graficas
estan relacionadas entre si.

'l 'l 'l 'l X
+4 22 2 \ 4
Figura N° 2.

20"y

15T

10T

5--/\

X

i i i i 12 3 45
£4 \&2 2\ 4

Figura N° 3. Figura N° 4.
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3. Funciones polinomicas

1 X X
4 +4 D 2 4
Figura N°5. Figura N° 6.
y y
6 6
4 4
NTA § *
4  #42 N 4 2 L0 2
+4 +4
+6 +6
Figura N°7. Figura N° 8.
y
4
2 X
6 4 12_2 2
+4
+6
Figura N° 9.
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56. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES * TABLA

Para cada una de las funciones o familias de funciones de la columna
“funcién”, llene las casillas de la tabla que usted considera que es posi-
ble llenar. Suponga que a, b, ¢, d, h y k son reales y que a=0.

Funcion
Dominio
y rango
Grafica
Cortes con
los ejes
Simetria
Paridad

y =f(x) =2(x +2) x (x- 1)

y=f(x)-1

y = f(x +2)

y =-f(x)

y = [£() +2|

y = a(x-ry) (X-1,) (X—-13)
Iy, Ty, Tg reales

y = a(x-ry) (X—1,) (X—-13)
Iy, Ty, I3 reales; r=1,

y = a(x—rl) (X—I‘2) (X—I'3)
Iy, Ty, I3 reales; I|=T,=1g

y = a(x—rl) (X_rz) (X_r3)
r, y ry complejos

y = a(x—h)3+k

3 2
y = ax +bx +cx+d
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3. Funciones polinomicas

57. CARACTERISTICAS FAMILIA
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

Toda funcion ctibica se puede expresar de la forma
f(x) = ax° +bx” + ox + d. (1)
También se puede expresar de la forma:
f(x) = a(x—19) (x-1,) (X=T15). (2)
Sin embargo, no todas se pueden expresar en la forma
f(x) = a(x—h)° +k. 3)

1. Explique el significado grafico de los pardmetros de la forma (2).
Presente ejemplos.

2. Explique el significado grafico de los parametros de la forma (3).
Presente ejemplos.

3. Halle las relaciones simbdlicas entre los pardmetros de la forma (3)
y los de la forma (2). Es decir, ;como se puede expresar k en funcién
de ry, 1, y r3? Haga lo mismo para h.

58. CARACTERISTICAS FAMILIA ®* FAMILIAS

1. Suponga que a = 1. La Figura N° 1 muestra el plano h-k, donde un

punto (h, k) representa una funcién ctibica de la forma y = (x - h)* +
k. Dibuje en diferentes planos cartesianos x—y las funciones o fami-
lias de funciones correspondientes a A, L1, L, y Ls.
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(a=1)

Figura N° 1.

2. Suponga que h = 2. La Figura N° 2 muestra el plano a-k, donde un

punto (a, k) representa una funcién ctibica y = a(x - 2P +k. Dibuje en
diferentes planos cartesianos x-y las funciones o familias de funcio-

nes correspondientes a A,

Ll’ L2 y L3.

(h=2) 3Ak L2
A.o. #
1+
—t+—t Z e
-3 2 -} /'1 P
Y
L
/3 |

Figura N° 2.

. Suponga ahora que a =1y r| =r,, en la expresion ctibica de la forma

f(x) =a(x-ry) (x-1,) (X-15).La Figura N° 3 muestra el plano

r;—13. Dibuje en diferentes planos cartesianos x—y las funciones o fa-

milias de funciones correspondientes a A, Ly, L, y Ls.
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3. Funciones polinomicas

>
w

e |

Figura N° 3.
4. ;Cuales son las funciones ctibicas en el plano ry-r3 de la Figura N° 3

que se pueden expresar en la forma f (x) = a(x-h) 3 +k?

5. Si se conocen las raices de una funcién ctbica, ;como se puede saber

si ésta se puede expresar en la forma f (x) = a(x-h) 3 +k ono?

59. CARACTERISTICAS FUNCION *TABLA

En la tabla se encuentra informacion sobre seis funciones polindmicas.
Para cada una de estas funciones polinémicas, y a partir de la infor-
macién dada, usted debe completar el resto de la tabla de tal forma
que se describa esa funcién con todo el detalle posible. Para cada dato
que usted halle sobre la funcién, escriba un argumento que sustente
su hallazgo y en el que se haga explicita la aplicacion de los teoremas
de factorizacion.
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eogers uorsaxdxy

\/x

o
i
[
[q\ x
x | o _
< + 2
t |«
< X 9
x <t Y
s :
eorjoquurs uorsaxdxyg| O i
x o\l RV
I + I
< _
2| c}
— I <8
oW
—_
X
N—
¥
= =
Q Q
(SN o
£ X E X
s31030e] g5 3
N N T
£ +
X X
N~—" N~—"
(=}
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o
I
orwourfod |2 ewroy 2 | e | =)
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sojdurafg ~ ~ = F
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3. Funciones polinomicas
60. CARACTERISTICAS FAMILIA * TABLA

Usted va a llenar una serie de tablas en las que se consigna informa-
cién relevante relacionada con las funciones polinémicas de grado 3,
4, n par y n impar. Se espera que usted generalice las caracteristicas
que se aprecian en las funciones polinémicas de grado 2, 3 y 4 a las
funciones polindmicas de grado n. A continuacion se presenta la tabla
correspondiente a la funcién polindmica de grado 2.

Funcién polinémica de grado 2
«
3 3 o = I
— — 7)) — o
s | s » Rt ] © o=
v [ v » < ] 2 ©
= = & O & = < dut =) E O =
0 g \E -a o 154 pl - = '_d-‘ oD
] Y .= == | g & v =Rt c
£ g% (g5 |3 5 > B £E
- S a|T g 8 O .-g 2o 23
v (o ¥ | 8 ¢ = ST
s | z = Z g &
° ° Z o, b
Z Z * v
v
= )
I <
g z
= B o
210 0 |2 1 ~ ™
*
B S — <t
> Il >
>
> A > 1>
(q\] o]
J'_
1 D L
2 doble 0 2 1 = b \
[
—————— I
>
=
N x
x [
N
~
[
0 0 lpar| 2 1 o o <
< o
R ——— I e ——
=
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Funcién polinémica de grado 3

eogerd uorsaxdxa
ordurafg

edrfoquurs uorsaxdxa
‘ordwa(g

S2D1A 3P (N

egerd

S3dTRI P 2303 N

sefardurod
S301RI 3P N

0

1 par

seppadaz
SO[edX SIDIRI AP (N

1 doble

SO[edI SADIRI AP (N

3
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3. Funciones polinomicas

Funcién polinémica de grado 4

eogerd uorsazdxa
ordwa(g

edroquurs ugrsardxa
‘ordurafg

S2D1A 3P (N

2)1125)

S9dTRI 3P [210} N

sefarduwod
S3dIRI 3P (N

2 pares

seprjadar
S3[eaX SIdIRI AP N

S3[BAI SAdIRI AP N
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Situaciones problematicas de precalculo

.2

Funcién polinémica de grado n, n impar

eogerd uorsaxdxa
ordwa(g

edrjoquurs ugrsardxa
‘ordurafg

S1A 3P (N

egeIn

YA

S3dTRI P [e30) (N

sefordurod
SOTEI 3P N

2 pares

seprjadaz
S9[eax SADIRI AP N

2

m raices

<n—1

dobles,

S9[eax SAdIRI AP (N
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3. Funciones polinomicas

Funcién polinémica de grado n, n par

eogeird uorsaxdxa
ordurafg

edroquurs ugrsardxa
‘ordurafg

SIDI2A 3P N

egerd

Ay)

S90TEI 3P [210} N

sefardurod
S3d1RI 3P N

v g
sepnjadax 5 = n/v_?_ -
S3[eaI SITRI AP (N 5 s g
~ £
N
SO[eax SDTRI AP (N = = b
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Funcién polindmica de grado n, n par

[+
3 3 0 - «
— — (] » — [#]
8 g 7] - U © =l
= = @ L a2 < 9 ~ 2 ©
] U« - ] = o O -
7] D g - ° s + = 8 - B0
g gz = | T & ) &3 | Eg
= = = Ny > E E Ne)
=) = ] — - [=
= - =} E 8 0 ) 9 0o 23
v 5 © - v
[} (%) ° =} [=3] 23]
=1 o1 = ° ] =
< o Z 5 7 g oL
< ) Z [ 6
Z 4 3
n-k, k
0
par
0

61. CARACTERISTICAS FUNCION

Considere el polinomio p(x) = ax3+ (b-2a) x2+ (c-2b)x-2c,

donde a, b y c son nimeros enterosy a#0.

1.

;Cudntas raices tiene la ecuacién p(x)=0? ;Por qué? (Utilice en su ar-
gumento los teoremas de factorizacion).

Utilizando el teorema del factor, muestre que (x-2) es factor de p(x).

. Explique por qué el hecho de que (x-2) sea factor de p(x) esta de

acuerdo con el enunciado del teorema de la raiz racional.

Halle q (x) = %

;Qué condiciones (sobre a, b y ) se deben cumplir para que todos los
ceros de p(x) sean reales? Justifique.
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3. Funciones polinomicas
6. ;Qué debe suceder para que p(x) tenga una raiz real doble?

7. Haga la gréfica de un polinomio tipico (de los que resultan de darle
valores a a, b y ¢) que tenga una raiz real doble.

8. ;Qué debe suceder para que p(x) tenga tres raices reales diferentes?

9. Haga la grafica de un polinomio tipico que tenga tres raices reales
diferentes.

10.;,Qué condiciones se deben cumplir para que p(x) tenga una raiz
compleja?

11.Haga la grafica de un polinomio tipico que tenga una raiz compleja.

12.Explique las diferencias y similitudes entre las tres gréficas que ha
hecho.

13.Halle todos los ceros de p(x) (en funcién de a, by c).

14.Muestre que si p(x) tiene ceros complejos, entonces estas raices
cumplen con el enunciado del teorema de la raiz conjugada.
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62. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

1. Las Figuras 1 a 4 muestran la grafica de 4 funciones polindmicas. Dé
las expresiones simbdlicas de cada una de ellas.

y y
0
10
5 5
—4—212\4X —4&2(%2\4"
Figura N° 1. Figura N° 2.
yi
42 | 2|4 x
4 -2 i > 4 X =
Figura N° 3. Figura N° 4.

2. Plantee una desigualdad entre las funciones de las Figuras 1y 3, de
manera que el conjunto soluciéon sea de la forma {a} U [b,c] cona,
by creales.
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3. Funciones polinomicas

63. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

1. Dé la expresién simbdlica de las funciones cuyas graficas se presen-
tan en las Figuras 1y 2. Para cada una, usted debe encontrar una ex-
presion que no requiera la definicién a trozos.(Ayuda: parta de la

graficade f(x) = (-x-— 1y para construir la expresion de una de
ellas; la expresion contiene un valor absoluto).

y

4 y
3 6
2 4
2
~4 7o 4 X 4 -2 o 4 X
—2 —4
-3 —6
Figura N° 1. Figura N° 2.

2. A partir de la grafica que se presenta en la Figura N° 3:

A o oo <

Pl NG

Figura N° 3.

a. Identifique la expresién simbodlica (que no requiera definicién a
trozos) de las dos funciones.
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b.

Identifique la expresion simbolica de cada una de las partes de
las funciones que alli aparecen.

Proponga una desigualdad entre esas dos funciones.

. Escriba las ecuaciones que le permitirian hallar los puntos de

corte por medio de los cuales es posible determinar el conjunto
solucion de la desigualdad propuesta.

Con la calculadora, halle valores aproximados de estos puntos
de corte.

Verifique que estos valores aproximados cumplen con las ecua-
ciones propuestas en d).

Dé el conjunto solucion de la desigualdad.

. Halle simbolicamente los puntos de corte.

64. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

De una funcion f(x) se sabe lo siguiente:

A Para x <0 es una parabola que corta el eje Y en 3, tiene como
eje de simetria x= -1 y tiene un s6lo corte con el eje X.

AParax>Oesx3+3.

1. Dé la expresioén simbolica y gréfica de f(x).

2. Indique el conjunto solucién de f(x) < x + 3.
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3. Funciones polinomicas

65. CARACTERISTICAS FAMILIA
* CONSTRUCCION OBJETO

En este ejercicio usted va a trabajar con una familia de polinomios. Se
sabe que cualquier polinomio P que sea miembro de esta familia cum-
ple con las siguientes condiciones:

A P tiene grado 7

A 1 esraiz doble de P
A 2iesraizdeP
AP(-1)=0

A (x+2) es factor de P(x)

A Si r es la raiz que no estd determinada por las condiciones
anteriores y a es la dilatacién del polinomio, entonces la
familia de polinomios esta determinada por la relacién que
se muestra en la figura

1. Halle una expresion simbdlica que describa a todos los miembros de
la familia.

2. Se sabe que para el polinomio Q, miembro de esta familia, Q(0) = 1
y -2 no es una raiz doble de Q. Halle Q(x).
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66. CARACTERISTICAS FUNCION
* CONSTRUCCION OBJETO

Un polinomio p tiene las siguientes caracteristicas:
A Es de grado par
Ap(-3)=0
A Su grafica es simétrica con respecto al eje Y
A Tiene tres vértices
A Tiene dos puntos de inflexiéon
A 0 es una raiz doble
A p(2)=10
A iesraiz

Halle la expresion simbolica de p y haga su grafica.
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3. Funciones polinomicas

67. CARACTERISTICAS FAMILIA®* CONSTRUCCION

OBJETO
1. Considere la familia de funciones de la forma
F(x) = -2(x~-r)) (x-1,) conryy r; relacionados como se mues-
tra en la grafica:
Aro
4 +
2 +
-4 2 2 4
T T : T T F.I
—2
_4 +

a. Dé una expresion simbdlica para las funciones que pertenezcan
a esta familia.

b. Haga un bosquejo de la grafica de la familia.

c. Dé las caracteristicas que tiene una funcién que pertenece a esta
familia.

2. Encuentre la expresion simbolica y grafica de un polinomio P(x) de
grado 4 que cumple con las siguientes caracteristicas:

A Es de la forma P(x)Q(x), siendo P(x) un polinomio de la
familia descrita en el punto 1

A 2ies raiz

Ar2=1
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68. APLICACIONES * PLANTEO

Se quiere construir un rectangulo dentro de una parébola tal y como se
muestra en la figura:

4
P(x,y /—\

N

1. Determine la expresién de la parabola.

xy

2. ;Qué area tiene un rectangulo de base 2?

3. Escriba una expresion para el drea del rectdngulo en funcién de su
base. ;Qué dimensiones tiene el rectangulo de méxima area?

4. Si en vez de escribir el drea del rectangulo en funcién de la base, se
escribe en funcion de x, ;como cambia el ejercicio? ;Se obtienen res-
puestas diferentes? ;Son equivalentes los métodos? Compare las dos
alternativas de solucién.

69. APLICACIONES * PLANTEO

La suma de la longitud y el perimetro de la base de un bulto postal es
de 60cm. El paquete puede ser rectangular y de seccién recta cuadrada
o cilindrico.

1. ;Cual de las dos formas origina mayor volumen?

2. ¢Cual de las dos formas es mejor?

122



3. Funciones polinomicas

70. FUNCIONES POLINOMICAS

La fabricacion de una lata de metal cilindrica requiere que las dos
tapas sean soldadas y que se haga también una soldadura a lo largo de
la altura de la lata. El productor de latas tiene la restriccién de mante-
ner el costo total de soldadura de una lata en $24. El costo del centime-
tro de soldadura es de $2 y el costo del centimetro cuadrado de metal

es de $% . Por cada centimetro ctibico de volumen que se pueda alma-

cenar en la lata, el productor obtiene $§1—? de ingresos.

¢;Para qué latas (dimensiones) los ingresos son mayores que los
egresos?

71. APLICACIONES * PROYECTO INVESTIGACION

Tome una hoja tamarfio carta (22cm x 28cm). Se desea construir con esa
hoja una caja con tapa, que se va a sellar con cinta pegante y que cum-
pla con las siguientes condiciones:

A Use la mayor cantidad de papel posible

A Use el minimo de cinta pegante

A Almacene el mayor volumen posible

Primera parte

1. Haga un anélisis en papel de los diferentes disefios que pueden
usarse para construir la caja.

2. Haga una critica de los disefios, suponiendo que ademas, se quiere
utilizar el minimo de cinta pegante.

3. Escoja uno de los disefios. Llame x a la altura de su caja. ;Es posible
expresar las demas dimensiones de la caja (largo y ancho) en fun-
cién de x? En caso afirmativo, dé las expresiones; en caso contrario,
explique porqué no se puede.
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4. Repita el proceso para otro disefio.

5. Suponga que usted necesita construir cajas, pero que no sabe cuél di-
sefio le implica menos gasto de cinta pegante. Con la informacién de
los puntos b y ¢, ;es posible saber cuél de los dos disefios le convie-
ne? Comente.

Segunda parte

Tenga en cuenta los dos disefios analizados para responder las dos pre-
guntas siguientes:

6. (Cuénta cinta pegante requiere una caja de 3cm de altura?

7. ¢Qué dimensiones tiene una caja que requiera 40 cm de cinta?
Tercera parte

Se desea construir con una hoja metélica de 22 cmx28 cm. una caja con
tapa y se va a utilizar soldadura para armarla. En esta ocasién se desea
estudiar la cantidad de material que se requiere. A su grupo se le asig-

naran dos disefios para analizarlos.

8. Para los dos disefios asignados, diga qué area superficial tiene una
caja de altura 3cm. ;Con cuél disefio se utiliza mas material?

9. Escoja uno de los disefios. Llame x a la altura de la caja.
A Exprese el rea superficial en funcién de x

A Exprese la cantidad de soldadura que se requiere en funcién
de x

10.Repita el proceso para el otro disefio.

11.;Cuéntas cajas de area superficial 225 cm 2 se pueden obtener con los
disefios dados? ;Por qué?

12. Analice las funciones de drea superficial y de cantidad de soldadura
de cada uno de los disefios para efectos de:
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3. Funciones polinomicas

A Encontrar las dimensiones de la caja de mayor area superfi-
cial

A Encontrar las dimensiones de la caja que utiliza menos sol-
dadura

13.Atendiendo al criterio: menos soldadura y mayor area superficial,
(cudl disefio es mejor?

Cuarta parte

14.Suponga que cada cm de soldadura cuesta $12 y que reciclar un cm?

de lamina sobrante cuesta $8. Analice la funcién de egresos resul-
tante, para efectos de ver si hay cambios con respecto a la respuesta
dada a la pregunta 13.

Quinta parte

En esta Gilltima entrega del proyecto, se quiere investigar cdmo se com-
porta el volumen de las cajas que se han estado analizando. Ustedes
deben analizar los dos disefios con el fin de decidir cual de ellos es el
que permite construir la caja que:

A Usa la mayor cantidad de papel posible
A Usa el minimo de cinta pegante
A Almacena el mayor volumen posible

Por otra parte, deben mostrar que la situaciéon cambia cuando se colo-
can precios a cada elemento que se estd considerando. Para esto
altimo, supongan que cada cm de soldadura cuesta $12; reciclar un

cm? de lamina sobrante cuesta $8 y que se reciben $3 por cada cm?® de
volumen que almacene la caja. Se espera un andlisis de las funciones
de cantidad de &rea, cantidad de soldadura y volumen y de las funcio-
nes de ingresos y egresos correspondientes.
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4. Otras funciones

72. CARACTERISTICAS FUNCION
* CONSTRUCCION OBJETO

De una funcién racional se conoce lo siguiente:
A Tiene dos asintotas verticales
A CortaelejeXenOyen3

A Es creciente en todo su dominio

A Es concava hacia arriba en (-0, -4) U (0,1) y concava hacia
abajo en (-4,0) U (1,00)
A Cuando x tiende a -o° y a oo la funcién tiende a 1
1. ;De qué funcién (o funciones) se trata?

2. Muestre que todas las representaciones (simbolica, verbal y gréafica)
de la funcién satisfacen las condiciones dadas.

73. CARACTERISTICAS FUNCION
* CONSTRUCCION OBJETO

La expresion simbdlica de una funcién es la siguiente:

g(x) = m conn, hy a reales diferentes de 0.
Se cumplen ademas las siguientes condiciones:
Ag17)=-2
A 1 es una solucién de la ecuacién g(x) =0
A En -1 hay un punto de inflexién

A Fl dominio de la funcion es R
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Situaciones problematicas de precilculo

A El rango de la funcién es (_w’ei/% }

a. ;Cuadles son los posibles valores que pueden tomar n, h y a, para
que se cumplan las condiciones anteriores?

b. Para un caso particular, verifique que la funciéon cumple con
todas las condiciones dadas. ;Qué otras caracteristicas describen
a la funcion?

74. DESIGUALDADES
* CONSTRUCCION OBJETO

Sean f (x) = x+1 yg(x) = Jx+1.

x—-1

1. Haga las gréficas de f y g, explicando y justificando todas las carac-
teristicas que usted considere relevantes.

2. Establezca una desigualdad entre f y g y resuélvala.

75. CARACTERISTICAS FUNCION
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

El estudio de las funciones racionales implica algunas dificultades sim-
bolicas y gréficas. Aunque la forma general de una funcién racional es
P (x)
Q(x)
aqui vamos a considerar tinicamente el caso en que P(x) es de grado
menor o igual a 1 y Q(x) es de grado 1.

f(x) =

, donde P(x) y Q(x) son polinomios de cualquier grado,

1. Explique el comportamiento de la grafica de la funcién f (x) = )1—( .

a. ¢Por qué la grafica se comporta de esa manera?
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4. Otras funciones

b. ;Dénde quedan y qué son las asintotas?
c. ¢(Cudl es el dominio y por qué?
d. ;Cual es el rango y por qué?

2. Explique el comportamiento de la funcion f (x) = ﬁ +k, donde

a, h y k son ntimeros reales.
a. Haga la grafica de una funcion que pertenezca a esta familia.

b. ;Cual es el significado grafico de a, h y k? ;Cémo se relaciona

esta grafica con la grafica de f (x) = )1(?

c. ¢(Donde quedan las asintotas? ;Cual es el dominio y por qué?
¢Cual es el rango y por qué?

76. CARACTERISTICAS FAMILIA
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

_ P

Q(x)’
Py Q son polinomios con coeficientes reales. Cuando tanto P> como Q
son polinomios de grado 1 existen 3 formas simbdlicas diferentes de
representar las funciones racionales:

La forma general de una funcién racional es f (x) en donde

f(x) = Xi‘h+k 1)

_ m(x-r)
f(x) = T D nz0 (2)
f(x) = ;f(i‘jl (3)

1. Explique cual es el significado grafico de los parametros de cada
una de las tres formas simbolicas.
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Situaciones problematicas de precalculo

2. Encuentre la relacion simbolica entre los pardmetros de las tres for-
mas; es decir, exprese a, de la primera forma en funcién de:

A m, n, rytdelasegunda

A s, u,py qdelatercera

3. Muestre como al cambiar un pardmetro en una de las formas cam-
bian los pardmetros de las demas formas y como se refleja esto en las
gréficas. ApOyese en las expresiones encontradas en el punto 2.

77. CARACTERISTICAS FAMILIA
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

La forma general de una funcién racional es f (x) = g(():())
polinomios con coeficientes reales. Suponga que P es de grado 1y que
Q es de grado 2. La forma general de tipo de funciones racionales es la

siguiente:

,conPyQ

f(x) = —X+u 1)

pX +qx+v
donde s, u, p, q y v son niimeros reales y p=0.

También se puede expresar una funcién de este tipo en la siguiente
forma:

a; (x— tl)
a, (x-ty) (x-t3)

f(x) = ()

en donde a;, a, y t; son reales, a,#0 y t, y t3 pueden ser reales o com-
plejos (;Por qué?).

1. Explique cudl es el significado gréfico de los parametros de la forma
simbodlica (2). Suponga que todos los parametros son reales.

2. Suponga que todos los pardmetros son niimeros reales. ;Como son
las gréficas de estas funciones cuando sucede que t; < t, < t3?
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4. Otras funciones

3. Haga un anélisis para otras posibilidades para ty,t; y t3.

4. Analice la situacion para el caso general.

78. CARACTERISTICAS FAMILIA
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

Primera parte

Proponga dos funciones cualesquiera f(x) y g(x) que sean lineales y
g f(x)
haga la gréfica de ——.
sr8 g (%)

1. Halle los valores de x para los cuales f(x) = 0. ;A qué corresponden
en la grafica?

2. Halle los valores de x para los cuales g(x) = 0. ;A qué corresponden
en la grafica?

3. Analice simbolicamente qué sucede cuando x tiende a —c<. ;Qué se
aprecia en la gréfica?

4. Analice simbolicamente qué sucede cuando x tiende a +o0. ;Qué se
aprecia en la gréfica?

5. ;Qué se observa cuando x=0?

f(x)
g (x)
¢ Coincide con lo que se aprecia en la gréfica?

6. ¢Para qué valores de x, < 0? Encuéntrelos simbolicamente.
Segunda parte

Proponga dos funciones f(x) y g(x) cualesquiera, de manera que f(x)
f(x)
g(x)

sea lineal y g(x) sea cuadrética. Haga la grafica de

7. Halle los valores de x para los cuales f(x) = 0. Sefialelos en la gréfica.

133



Situaciones problematicas de precilculo

8. Halle los valores de x para los cuales g(x) = 0. ;Es posible reconocer-
los siempre en la gréfica? ;Cuando si? ;Cuando no?

9. Analice simbolicamente qué sucede cuando x tiende a - y a +oo.
(Qué se aprecia en la grafica?

10.;Qué se observa cuando x=0?

11.Para qué valores de x, f(x)/g(x) < 0? Encuéntrelos simbolicamente.
¢ Coincide con lo que se aprecia en la gréfica?

12.;Qué sucede si f(x)=0 y g(x)=0 tienen una solucién comtn? Tome un
ejemplo concreto y haga la gréafica. ; Como cambian las respuestas de
las preguntas 7 hasta 11?

Tercera parte

Proponga dos funciones f(x) y g(x) cualesquiera, de manera que f(x)
sea cuadrética y g(x) sea lineal. Haga la grafica de é%))— .

13.Halle los valores de x para los cuales f(x) = 0. ;Es posible reconocer-
los siempre en la grafica? ;Cuando si? ;Cuando no? Verifiquelo en
su grafica.

14.Halle los valores de x para los cuales g(x) = 0. Seidlelos en la grafica.

15.Analice qué sucede cuando x tiende a —o° y a +o0. ;Qué se aprecia
en la grafica?

16.;Qué se observa cuando x=0?

f(x
g (x)
¢ Coincide con lo que se aprecia en la gréfica?

17.;Para qué valores de x, < 0? Encuéntrelos simbolicamente.

18.;Qué sucede si f(x)=0 y g(x)=0 tienen una solucién comtn? Tome un
ejemplo concreto y haga la gréafica. ; Como cambian las respuestas de
las preguntas de 13 hasta 177?
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4. Otras funciones

Cuarta parte

A partir de lo hecho y teniendo en cuenta el tipo de analisis desarro-
llado, escriba un parrafo en el que se describa un procedimiento que
se pueda aplicar para trazar la grafica de una expresion racional cual-
quiera, suponiendo que usted no va a tener calculadora a la mano.

79. CARACTERISTICAS FAMILIA
* ENSAYO

Escriba un ensayo sobre la familia de funciones de la forma
_a
Q)

son nimeros reales

f(x) = +b, donde Q(x) es un polinomio de grado 2, yayb

80. CARACTERISTICAS FUNCION
* CONSTRUCCION OBJETO

1. Para cada una de las dos funciones cuyas graficas se presentan, us-
ted debe:

A Hallar la expresion simbolica de la funciéon
A Identificar todas las caracteristicas de la funcion

Se sabe que:

A fes una funcién racional de la forma

a
x—h+2 conay hrea-
les, a diferente de 0

A g es una funcion con radicales
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Situaciones problematicas de precilculo
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2. Muestre que los puntos de corte entre las dos funciones satisfacen la

siguiente ecuacion: x>+ 11x7 +37x + 38 = 0.

3. Busque con la calculadora uno de los puntos de corte. Usando divi-
sion sintética, compruebe que efectivamente ése es un corte.

4. Explique por qué este corte satisface el teorema de la raiz racional.
5. Halle simbolicamente el otro corte.

6. Defina una desigualdad entre estas dos funciones.

7. Halle el conjunto solucién de la desigualdad propuesta. (Tenga en

cuenta los dominios de las funciones para escribir el conjunto solu-
cion)

81. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

La desigualdad: x3-p >g(x) tiene como conjunto solucién:

[0,d) U [24,00).
Se sabe que:

A p y d son naimeros reales positivos
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4. Otras funciones
A g(x) corta el eje de las X en 4
A -3 no pertenece al rango de g(x)

A La figura muestra la gréafica de g(x)

yA

-10.‘\

1. Halle p, d y g(x).

2. Verifique que la desigualdad tiene el conjunto solucion propuesto.

82. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

El conjunto solucion de la desigualdad g (x) > (hef) (x) es (0,1).

A partir de la informacion que se da a continuacién usted debe:
1. Hallar las expresiones gréficas y simbolicas de las funciones f, g y h.

2. Comprobar que el conjunto solucién propuesto es correcto.
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Situaciones problematicas de precilculo

De la funcion f se sabe que es una funcion con radicales. Su representa-
cion grafica se muestra en la figura.

\Z
\ .
3\‘:4

Grafica de f
De la funcién g se sabe que:
A Es una funcién racional
A Tiene dilatacion negativa
A El dominio de la funcion es (-o0, 1) U (1,00)
A Cortaelejexenx=-1
A Tiene un asintota horizontal y una asintota vertical

A Cuando x tiende a o, la funcién tiende a -2

La funcion h es de la forma: h (x) = { x si x=0
—x si x<0

83. CARACTERISTICAS FAMILIA * TABLA

Se desea estudiar las caracteristicas de algunas funciones pertenecien-
tes a la familia de las funciones con radicales. Para ello llene la tabla
que se presenta a continuacion, teniendo en cuenta las restricciones
dadas a los pardmetros de la expresion simbolica.
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4. Otras funciones
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Situaciones problematicas de precilculo

y= 3/a(x-h) +k
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84. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

1. Construya una funcién racional, f(x), que tenga, por lo menos, las si-
guientes caracteristicas:

A f(x) tiene una asintota horizontal negativa
A f(x) tiene una asintota vertical
A f(x) es creciente siempre
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4. Otras funciones
A f(5)=-5

A f(x) tiene un corte con el eje X

2. Encuentre el conjunto solucién de: | f(x) | < (x-5)% + 5.

85. DESIGUALDADES * CONSTRUCCION OBJETO

La siguiente desigualdad: % <g(x), tiene como conjunto solucion

el intervalo (0, b). Se sabe que g(x) es una funcién con radicales de la

forma: g (x)= ~h-x. Encuentre h, b y verifique que la desigualdad
tiene el conjunto solucion propuesto.

86. ECUACIONES * FAMILIAS

Se tienen dos familias de funciones lineales:
-ax +2y =3 (1)
X+y=a 2)

1. Describa las familias de funciones.

2. Fije varios valores de a y trace en un mismo plano cartesiano las rec-
tas correspondientes. Sefiale los puntos de corte para cada par de
rectas determinadas por un mismo valor de a. ;Puede descubrir al-
gn patrén de comportamiento de los puntos de corte de las dos fa-
milias?

87. APLICACIONES * PLANTEO

Para construir latas cilindricas sin tapa que almacenen 1000 cc, la com-
pafiia A utiliza un material que tiene un costo por cm? de $3. Para
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Situaciones problematicas de precilculo

sellar cada lata (por el contorno inferior y por el costado) requiere un
sellante especial que cuesta $2 el cm.

La compaifiia B para producir sus latas, usa material que cuesta $2.50 el
cm? y sellante que cuesta $2.50 el cm.

1. ;Qué dimensiones tiene la lata menos costosa en A? ;Qué dimensio-
nes tiene la lata menos costosa de B? ;Para qué dimensiones de las
latas, son menores los costos en A que en B?

2. Una tercera compafiia, C, ofrece latas que no necesitan sellamiento
lateral. El material que se necesita cuesta $4.50. ;Qué ventajas puede
ofrecer esta compariia sobre los otros dos competidores?

88. APLICACIONES * PLANTEO

Las ciudades A y B se encuentran sobre las orillas de un rio. La ciudad
A estd en la margen derecha y la B en la izquierda. Las ciudades no
estan enfrentadas. La ciudad A dista de la ciudad B, diagonalmente
13km en linea recta. Un atleta que estd en A y debe ir hasta B, debe
escoger entre nadar perpendicularmente los 5 km que tiene de ancho el
rio y correr el resto del recorrido por el borde del rio hasta B o nadar
directamente hasta llegar a B. También puede escoger alternativas dife-
rentes, nadando en diagonal hasta cierto punto de la otra orilla y correr
el resto del trecho. El nada a una velocidad de 4 kph. y corre a 6 kph.

1. ¢Con cuél recorrido gasta el mayor tiempo?
2. ;Con cual recorrido gasta el menor tiempo?

3. (Con qué velocidad deberia correr para que el tiempo minimo se ob-
tuviese cuando el atleta use los siguientes recorridos:

a. Nadar perpendicularmente hasta llegar a la orilla opuesta y
correr el resto.

b. Nadar en diagonal hasta el punto en que restan 6 km de reco-
rrido hasta B.

c. Nadar directamente hasta B.
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4. Otras funciones

89. APLICACIONES * PLANTEO

En una discoteca se tiene una superficie circular de radio 3 metros. Se
quiere inscribir en ella un rectingulo que delimitard una pista de

baile:

=

Adicionalmente se quiere decorar la pista, inscribiendo un rombo, tal
y como se muestra en la siguiente figura:

3m

NS

Los contornos de las dos figuras se delimitardn con material sintético
fluorescente.

1. ¢En qué casos (para qué valores de x) se necesita més material para
delimitar el rombo que para delimitar el rectangulo?

2. ;Como se interpreta la situacion en que x =0? ;Puede deducirse esta
interpretacion a partir de un razonamiento grafico o de un razona-
miento simbolico? Explique.

Se quiere utilizar material sintético de diferentes colores para delimitar
las dos figuras. El que se quiere utilizar para el rombo cuesta la cuarta

parte de lo que cuesta el que se quiere utilizar para hacer el rectangulo.

3. ¢(En qué casos es mas caro decorar el rombo que el rectangulo?
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Situaciones problematicas de precilculo

90. APLICACIONES * PLANTEO

Antiguamente los frascos de crema Ponds’ tenian la forma de un cilin-
dro. Sin embargo, con el proposito de ahorrar algo de dinero, los pro-
ductores disefiaron un frasco en el que la base no era plana: la base era
una semiesfera de tal forma que la cantidad de crema en el frasco era
menor de lo que el cliente podia intuir. El frasco, incluida la tapa,
estaba fabricado del mismo material que de hecho era lo que més cos-
taba del producto. El frasco tenia el mismo grosor en todas partes.

Para un volumen dado, ;cuales deberian ser las dimensiones del
frasco de tal forma que se minimice el costo del frasco? Halle la fun-
cién del radio y del volumen a partir de la cual, para un valor del volu-
men, se puede hallar con la calculadora el valor del radio que
minimiza el costo.

Halle las dimensiones del frasco para volamenes de 50, 100 y 200

Cm3.
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5. Generalidades

91. FUNCIONES!

La gréfica representa una funcién (los puntos en la gréfica tienen por
tanto coordenadas (x,f(x))). A partir de la gréfica responda las siguien-
tes preguntas calcandola tantas veces como sea necesario.

Ay

1. Halle aproximadamente el valor de:

a. f(1) b. £(0) c. f(-2)

2. Halle aproximadamente los valores de x tales que:

a. f(x) =1 b. f(x)=0 c. fx)=-2

3. Diga cuéles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles
son falsas, justificando su respuesta:

a. f(-1)<3 b. 21(2)>-5/2 c. f(0)<f(3).
d. f crece cuando x varia e. Si-1<x<1 entonces -3 < f(x)<3.
entre -2y 0.

f. Si-3<f(x)<3entonces-1<x<1.

1. Problema disefiado por Margarita de Meza.
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Situaciones problematicas de precalculo

4. Sitae los puntos (x, y) tales que x = 2.
a. y=1£(x) b. y=f(x) +1 c. y=21(x)

d. y= —%f(x) e. y=1f(x-2) f.y=If(x)]

5. Sittie los puntos (x, y) tales que:
a.y=2 b. y=£f(x)=3 c. y=1f(x)+3=2
d. y=2f(X)=2 e. y:|f(x)| =2
6. Sitae los puntos (x, y) tales que (x, y) esté en la grafica y f(x)<0.
7. Sitte en el eje x los valores de x tales que f(x) < 0.

8. Sitte en el eje y los valores de y tales que f(x) < 0.

9. Trace la gréfica de g(x) = )2( + 1.

10.Resuelva graficamente: f(x) <

)§(+1

11.Trace la gréfica de f(x) + g(x).
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5. Generalidades

92. GENERALIDADES

1. Dadas las siguientes expresiones:
f(x) = (x+1) (x-3)

- (1)
h(x) = g(x+5)

jx)= (fogoh) (x)

a. Diga si son funciones o no y por qué.

b. Halle el dominio y el rango de cada una.

2. Encuentre una funcion k(x) tal que (fo k) (x) = [x|2-2[x|-3.

3. Dé el dominio y el rango de la funcién (fo k) (x).

93. GENERALIDADES * TABLA

Para las siguientes relaciones, suponga, en el caso de los diagramas,
que el conjunto de partida, A, es el conjunto {a, b, ¢, d} y el de llegada
B, es el conjunto {1, 2, 3, 4}. Para los demas, el dominio y el codominio
es el conjunto de los niimeros reales, K. Llene el cuadro, dando una
explicacion en cada caso.

149



Situaciones problematicas de precalculo
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A X
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p-X) = ()]

—X
+ X

N

(a\l

= (X3

= (X)}

©SISAUL B[ 9p

uorsardxyg

(BSIDAUL

auoary?

Jeandafig?

;eAT}Da421q05?

JeATIRAUT?

oduey

Juonung?

152



5. Generalidades

94. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES

A partir de la gréfica dada, la cual representa la funciéon f(x), realice
cada uno de los ejercicios propuestos:

VANERE:

e

1. Sittie los puntos (x, y) tales que x = 3 y ademas:

a. y=f(x)
b. y=1£(x)+1

c. y=2f(x)
1
d.y= _if (x)

e. y=1f(x-2)
2. Sitte los puntos (x, y) tales que
a. y=3
b. y=£f(x)=3
c y=f(x)+1=3

d. y=2f(x)=3
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Situaciones problematicas de precalculo
1
e. y= —if(x) =3

f. y=1f(x-2)=3

3. Sitte los puntos (x, y) tales que:
a. y=f(x)+1
b. y=1f(x)I

4. Sittie los puntos (x, y) tales que (X, y) esté en la gréfica de f y ademas
f(x) <0.

5. Sittie en el eje X los valores de x para los que f(x) < 0.
6. Sitte en el eje Y los valores de y para los que f(x) > 0.
7. Resuelva gréaficamente la desigualdad f(x) < 2x + 3.

8. Resuelva graficamente la desigualdad f(x) < 12x + 3 1.

95. GENERALIDADES

1. Haga la graficade f(x) = 2g(x+2) +1,si x>-2, siendo g(x)zxz.
2. Determine f~1, su dominio y rango.

3. Se construye un triangulo rectdngulo con uno de sus catetos sobre el
eje x, un vértice coincide con una raiz de f~! y el otro vértice se mue-
ve hacia la derecha sobre la funcién f~1. Determine una funcién que
defina el area del triangulo.
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5. Generalidades

96. APLICACIONES

La pendiente de la tangente en un punto a del dominio de la funcion
yz)l—( esta dada por —12. Determine el drea del tridngulo que determina
a

la tangente en cualquier punto con los ejes coordenados.

97. RELACION ENTRE REPRESENTACIONES
* DIVERSAS REPRESENTACIONES

La siguiente es la grafica de f(x):

QHI
b

a. Dibuje y=2f(x-1)-1.

b. Dibuje f1(x).

c. Invéntese un expresion para f(x).

d. Halle -1 (x).

e. Trace la recta x=a. Esta recta corta cada una de las graficas de f y

de f~1. Determine las coordenadas de los puntos de corte en tér-
minos de a.
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Situaciones problematicas de precalculo

98. GENERALIDADES * TABLA

Se dan tres funciones, f(x) = )):—;2, g(x) =2y h(x) = Ix|. Haga la gra-

fica de las expresiones que resultan luego de hacer las operaciones que
se piden. Explique qué pasa, en cada caso, con respecto a las funciones
originales, teniendo en cuenta aspectos como dominio, rango, cortes,
simetrias, etcétera. Al final haga un comentario acerca de las propieda-
des de las operaciones involucradas.

Expresion

Operacion 5 1.
p simbolica

Expresion grafica | Aspectos | Comentarios

g(x) + f(x)

g(x) — £(x)

f(x) - g(x)

g(x) x f(x)

(foh)(x)

(ho f)(x)
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99. GENERALIDADES * TABLA

5. Generalidades

1. Usted va a trabajar con dos funciones, f(x) = (x-2)(x+3)(x-1) y

f(x) = /3 — x. En cada fila obtenga la grafica y la expresién simbolica
de la funcién g que se obtiene a partir de la de f.
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2. Dé argumentos simbolicos para explicar:
A Larelacion que hay entre los cortes de fy los de g

A El comportamiento de las abscisas y las ordenadas de los
maximos y minimos de g en comparacién con los de f

A El comportamiento del crecimiento de la funcién g compa-
rado con el de la funcién f

3. Refiérase a la expresion de g de la fila 1. ;Qué funcién, llamela h(x),
es tal que (ho f)(x) = g(x) 6 (foh)(x) = g(x)?

4. Repita el ejercicio para las expresiones de g de las filas 2 y 3.

100. GENERALIDADES * TABLA

De la misma manera que es posible resolver una ecuacién del tipo

3+x = 4, (1)
se puede resolver una ecuacion del tipo

(fo g)(x) = f(g(x)) = h(x), conocidas f y h. (2)

En la ecuacion (1), la incdgnita es x; en la ecuacion (2), la incognita es
g(x). El objetivo de este ejercicio es que usted resuelva las ecuaciones
que se plantean en cada fila de la tabla. En la columna de graficas, trace
las gréficas de todas las funciones involucradas y analice su comporta-
miento en relacion con la ecuacion propuesta.

f(x) h(x) Ecuacién Solucién Gréficas

x+3 2x-7 f(g(x)) = h(x)
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5. Generalidades

£ h(x) Ecuacién Solucién Graficas
x+3 | 2x7 | g(f(x))=h(x)
xX2-4 | 2x-7 | f(g(x))=h(x)
x2-4 | 2x-7 | g(f(x) =h(x)
xX2-4 | x g(f(x)) = h(x)
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