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INTRODUCCION

Lo més prudente que puede decirse de las relaciones entre la investigacion
en educacién matemadtica y la practica docente es que son complejas. Es
habitual encontrarse entre los profesores en ejercicio con la opinién de que
la investigacion no atiende a los problemas que realmente tienen los profe-
sores en su practica cotidiana y que sus resultados no les son de ninguna
utilidad. Por otra parte, como sefiala Filloy (in progress), entre algunos
practicantes de la investigacién en educaciéon matemdtica “es corriente
encontrar la opinién de que se han desarrollado marcos tedricos que, dado
su nivel de complejidad, desbordan la posibilidad de ser entendidos por los
maestros en servicio. Incluso se va més alld y se defiende que ‘existe una
objetividad de los procesos didécticos’, deslindable de las practicas concre-
tas en que los procesos de ensefianza-aprendizaje de las matemadticas se lle-
van a cabo en los sistemas escolares actuales, pudiendo pensarse la
Did4ctica de las Matemadticas como un cuerpo de conocimiento cuyo obje-
tivo de estudio la aleja de la transformacién de las practicas docentes”.
Desde la posicién del profesor en ejercicio escéptico o desencantado y la
posicién del investigador autonomizado por el desarrollo conceptual de su
disciplina que critica Filloy, poco puede hacerse para que la relacién entre
los campos de actividad de ambos sea fructifera o siquiera pueda darse.
Afortunadamente, éstas no son las Unicas posiciones que profesores en
ejercicio e investigadores adoptan y es posible tender puentes de estilos
variados entre uno y otro campos.

En este libro se recogen parte de las intervenciones de un conjunto de
personas, mayoritariamente profesores e investigadores a la vez, en un
seminario que se celebré en Madrid, auspiciado por el Centro de Investiga-
cién y Documentacién Educativa del Ministerio de Educacién y Ciencia de
Espaiia, con el objetivo de abordar esa relacion compleja entre la investiga-
cién en Educacién Matemadtica y la practica docente en cualquiera de los
sistemas escolares. Los textos que publicamos son los escritos que ponen-
tes del seminario entregaron, correspondientes a sus intervenciones orales,
y los hemos reordenado.

En primer lugar, figuran textos de miembros de la International Com-
mission on Mathematical Instruction (ICMI), que presentan en cierta
manera los puntos de vista del organismo que la comunidad internacional
de educadores matematicos ha elegido como su representante oficial. El
texto del presidente de ICMI, Miguel de Guzmadn, encabeza la seleccidn,
seguido por el de Mogens Niss, que aborda la pregunta general ;Por qué
enseflamos matemadticas en la escuela? y el de Jeremy Kilpatrick, que trata
de como juzgar la calidad de la investigacion en educaciéon matemdtica. La
representacion del ICMI se cierra con un texto de Colette Laborde, que dis-
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VI INTRODUCCION

cute un terreno concreto de investigacion: los problemas didacticos que
plantea el poderoso mundo del Cabri.

En segundo lugar, figuran tres textos que abordan desde la universidad
la problematica de la investigacion en didactica de las matemadticas, ya sea
su institucionalizacién y desarrollo, su naturaleza o la teorizacién de su
relacién con la préactica docente. Son los textos de Luis Rico, Luis Puig y
Juan Diaz Godino.

Finalmente, el libro se cierra con dos voces que se erigen en represen-
tantes de los profesores en ejercicio. Son la de Florencio Villarroya, que
presenta algunas cuestiones que preocupan a un profesor de secundaria
acerca de la investigacién en didactica de las matemadticas, y la de Juan
Antonio Garcia Cruz, que deja bien claro en el titulo de su texto, Investiga-
dores y profesores: dos culturas, cudl es la naturaleza del problema que se
debate.

No me cabe la menor duda de que la difusién de estos textos, fruto de
un debate que tuvo lugar en Espaiia, por “una empresa docente®” a través
del Grupo Editorial Iberoamérica entre un ptblico mucho mds amplio que
el que ha tenido acceso a ellos hasta ahora en Espaifia contribuird a que las
complejas relaciones entre la investigacién en educacion matemadtica y la
préctica docente sean mejor comprendidas y puedan ser mds fructiferas
para los practicantes de cualquiera de las dos actividades. Lo que redundara
en definitiva en beneficio de la educacion de los pueblos.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Filloy, E. Aspectos tedricos de la investigacion en dlgebra educativa. (Work in pro-
gress).



CAPITULO 1

MADUREZ DE LA INVESTIGACION EN
EDUCACION MATEMATICA. EL PAPEL DEL ICMI

MIGUEL DE GUZMAN
UNIVERSIDAD COMPLUTENSE DE MADRID

Los estudios sistematicos iniciales en Educacion Matemética que se desa-
rrollaron en torno a los comienzos del siglo 20 estdn intimamente relacio-
nados con los origenes y consolidacién de la Comisidn Internacional en
Educacion Matematica, el organismo que hoy llamamos ICMI (Internatio-
nal Commission on Mathematical Instruction). Se puede afirmar que el
ICMI ha propulsado con eficacia los estudios relativos a los problemas de
la Educacién Matematica a lo largo del siglo 20 y ha contribuido muy
poderosamente a la constitucion de la nueva disciplina cientifica que se
ocupa de los problemas relacionados con la Educacién Matematica.

En estas notas trataré de sefialar brevemente algunos momentos de par-
ticular importancia en esta marcha y algunas de las caracteristicas mas
salientes de la situacién actual que revelan la madurez de la investigacion
en Educaciéon Matematica.

EL ICMI

La actividad cientifica se organiza a nivel global en la actualidad a través de
un organismo internacional e interdisciplinar que se denomina el Consejo
Internacional de Uniones Cientificas. Lo forman 20 uniones cientificas
entre las cuales se cuenta, como 6rgano internacional que de algtin modo
coordina las diversas actividades en torno a la matematica, la Unién Mate-
matica Internacional (la IMU, International Mathematical Union).

La actividad matematica internacional se estructura por tanto a través
de la IMU, un organismo que coordina las acciones comunes en el campo
matematico de 52 paises actualmente. Cada uno de ellos envia representan-
tes a las Asambleas Generales de la IMU que se celebran cada 4 afos,
generalmente en el transcurso del Congreso Internacional de Matematicos.
Ellos eligen los miembros del Comité Ejecutivo de la IMU, asi como los
miembros del Comité Ejecutivo del ICMI (Comisién Internacional de Edu-
caciéon Matemadtica), que se encarga de coordinar las actividades en el
campo de la educacién matematica de los diferentes niveles de la educacion
propiamente académica, asi como las que se refieren a la interaccion de las
matematicas con la sociedad. Ademas del ICMI, existe otra Comision
(CDE, Commission on Development and Exchange) que se encarga de
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2 MIGUEL DE GUZMAN

fomentar el desarrollo propiamente matemadtico a través del intercambio
personal e institucional.

El ICMI agrupa de una forma u otra a mds de 70 paises actualmente.
Todos los paises miembros de la IMU son autométicamente miembros de
pleno derecho del ICMI, pero existen otros que pertenecen al ICMI aun sin
ser, por diversas razones, miembros de la IMU.

El ICMI se estructura en la actualidad alrededor de un Comité de unas
10 personas elegidas por la Asamblea General de la Unién Matematica
Internacional para un periodo de cuatro afios. A nivel nacional existe en
unos cuantos paises, como se recomienda intensamente, una Subcomision
del ICMLI, en la que se integran, fundamentalmente, los organismos nacio-
nales que tienen que ver con los problemas de la Educacién Matemitica a
nivel practico y teérico, que normalmente se encarga de elegir los represen-
tantes del respectivo pais en las Asambleas del ICMI, que tienen lugar
usualmente cada cuatro afios aprovechando la celebracién de los Congresos
Internacionales en Educacién Matemadtica. Se piensa que esta forma de
estructura nacional logra dar un mayor dinamismo y una mayor permanen-
cia de la influencia del ICMI que si sus actividades se hacen depender
demasiado estrechamente del interés y personalidad de uno o dos indivi-
duos.

El ICMLI, en realidad, es un 6rgano mucho mas antiguo que la Unién
Matemadtica Internacional, que nacié en 1952. El ICMI fue fundado en
1908, a partir de una idea del matematico americano David Eugene Smith,
quien la propuso en el marco del cuarto Congreso Internacional de Mate-
maticos, celebrado entonces en Roma.

Su primer Presidente fue el matemadtico aleman Felix Klein, y su érgano
oficial fue entonces, y lo sigue siendo actualmente, la prestigiosa revista
L'Enseignement Mathématique (Suiza). Otros Presidentes fueron, por
periodos en general de 4 afios, con algunas interrupciones en la actividad
debidas a las guerras mundiales, sucesivamente: Smith (Estados Unidos),
Hadamard (Francia), Behnke (Alemania), Stone (Estados Unidos), Lichne-
rowicz (Francia), Freudenthal (Holanda), Lighthill (Gran Bretafia), Iyanaga
(Jap6n), Whitney (Estados Unidos), Kahane (Francia). Siendo Presidente
Chatelet en 1952 se cred la Unién Matemadtica Internacional y fue entonces
cuando se decidi6 que el ICMI pasara a ser una Comisién de la Union.

Una de las actividades mds importantes del ICMI actualmente es la
supervision de los Congresos Internacionales de Educaciéon Matematica
(ICME, International Congress on Mathematical Education), que se cele-
bran cada 4 afios. Los ultimos Congresos de este tipo se han celebrado en:
Adelaide (Australia, 1984), Budapest (Hungria, 1988), Québec (Canad4,
1992). En el de Québec, asistieron unos 3.500 matemadticos de todo el
mundo, especialistas en la educacién matematica de los diferentes niveles,
que trataron de examinar los problemas que desde los diferentes puntos de
vista la ensefianza matemadtica propone a la comunidad de matemadticos y a
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la sociedad. El Octavo Congreso Internacional de Educaciéon Matematica
tendra lugar en Sevilla en Julio de 1996.

El ICMI acoge en su entorno diversos grupos de estudio en algliin modo
afiliados a €l. Se trata de grupos constituidos para el desarrollo de la inves-
tigacién en torno a problemas especificos relacionados con la educacién
matemadtica. Tales son en la actualidad: The International Organization of
Women and Mathematics Education (IOWME), The International Study
Group for the Relations between the History and Pedagogy of Mathematics
(ISGHPM), The International Study Group for the Psychology of Mathe-
matics Education (PME), The World Federation of Mathematical Olym-
piads (WFMO). A través de tales organizaciones, algunas de ellas con una
muy potente vitalidad, se realiza con permanencia una buena parte de la
actividad del ICMI en torno a problemas muy importantes.

EL FOMENTO DE LA INVESTIGACION EN
EDUCACION MATEMATICA

El ICMI, desde su mismo comienzo a principios de siglo, ha propiciado
muy intensamente la investigacioén en educacion matemadtica. L'Enseigne-
ment Mathématique, incluso antes de constituirse en 6rgano oficial del
ICMLI, tuvo una gran influencia en el desarrollo de diversos campos de estu-
dio alrededor de la investigacién en educacién matemadtica. El estudio-
encuesta publicado entre 1905-1907 sobre las formas de trabajo de los
matematicos, los estudios comparativos sobre la ensefianza matemadtica en
diversos paises europeos, son buena prueba del interés en los comienzos del
siglo veinte por temas importantes relacionados con la educacién matema-
tica.

Desde 1969 se vienen celebrando cada cuatro afios los ICMEs, Congre-
sos Internacionales de Educacién Matematica (1969 Lyon, 1972 Exeter,
1976 Karlruhe, 1980 Berkeley, 1984 Adelaide, 1988 Budapest, 1992 Qué-
bec). Tales congresos constituyen una de las piezas clave en el intercambio
de informacion en torno a los principales problemas de la educacién mate-
matica, convirtiéndose en vitales foros de discusion, en donde se debaten
los principales temas de estudio del momento con espiritu critico y abierto.

Fiel a este espiritu, el ICMI, sobre todo a partir de la década de los 80,
bajo la inspiracién de Jean-Pierre Kahane y de Geoffrey Howson, viene
supervisando también en la actualidad la organizacién de reuniones de
estudio enfocadas hacia problemas mas especificos, como los siguientes:

¢ Influencia de la informadtica sobre la matematica y su ensefianza
(Strasbourg, 1985).

¢ La ensefianza de la matematica en los 90 (Kuwait, 1986)
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* Cognicién y educacién matemdtica (juntamente con el grupo
Psychology of Mathematical Education).

e Matematica como ciencia auxiliar (Udine, Italia, 1987).

* Popularizacién de la matemadtica (Leeds, Gran Bretafia, 1989).
¢ Evaluacion en la ensefianza matematica (Costa Brava, 1991).
* Género y Educacién Matematica (Hoor, Suecia, 1993).

¢ ;Qué es investigacién en Educacién Matemdtica? (Washington,
1994).

* La ensefianza de la geometria hacia el siglo 21 (Catania 1995).

Los estudios correspondientes han sido publicados por Cambridge Univer-
sity Press y Kluwer Academic Press. (El estudio realizado en Kuwait se pu-
blicé en espafiol con el titulo “Las matemadticas en primaria y secundaria en
la década de los 90, Editorial Mestral, Valencia, 1987).

Se puede afirmar que el estudio de Washington sobre la naturaleza de la
investigacion en educaciéon matematica viene a sefialar la madurez como
disciplina cientifica, con objetivos y métodos propios, de los estudios que
se han venido realizando ya por largo tiempo.

Son muchos los temas que se perfilan como problemas muy importan-
tes que hay que explorar y escudrifiar a fondo a fin de poder realizar con
mayor efectividad las tareas propias de la educacién matemdtica. Como
ejemplos enunciaré tan s6lo algunos de ellos:

* pensamiento matematico avanzado, con muchas preguntas:
—la peculiar psicologia del pensamiento matematico,
—el cardcter cognitivo especial del pensamiento matematico,
—la abstraccion,
—la representacion simbodlica,
—la representacion gréfica,
—la utilizacion de modelos diferentes visuales,
—la aparente transparencia y la relativa opacidad de los proce-
sos de transmision;

aplicaciones en la construccién y disefio a diferentes niveles;

la demostracion a lo largo del tiempo, la demostracién hoy, el
papel de la demostracién en los procesos de transmision y
aprendizaje.

La madurez de la investigacién en educaciéon matemadtica como disciplina
cientifica se pone de manifiesto en la existencia de mds de 250 revistas en
todo el mundo cuya finalidad principal es el estudio de los temas relaciona-
dos con ella, asi como la actividad de escuelas de pensamiento en diferentes
paises con caracteristicas de pensamiento y de métodos de trabajo bien asen-
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tados, que viene a enriquecer el panorama de la investigacién mediante la
complementariedad de sus paradigmas propios.

Las muchas publicaciones y congresos de diferentes tipos, a escala
local y global que se van realizando son una buena muestra de la pujante
vitalidad del estado actual de la investigacion en educacion matematica.






CAPITULO 2

(POR QUE ENSENAMOS MATEMATICAS
EN LA ESCUELA?

MOGENS NISS
ROSKILDE UNIVERSITY, DINAMARCA

(POR QUE DEBE PREOCUPARNOS ESTA PREGUNTA?

Introduccion

Comencemos por advertir que la pregunta del titulo no es de hecho una pre-
gunta que se haga habitualmente en serio. A veces se hace con intencién
retérica o provocativa, otras para hacer promesas de boquilla a instancias
ajenas a la ensefianza de las matematicas, de las que se espera que tengan
algo que decir o influyan en las condiciones de la ensefianza de las matema-
ticas. Casi siempre damos por sentada la existencia de las matemadticas
como asignatura en la escuela y lo hacemos con la sensacién de confianza y
seguridad que da el estar tratando con una materia que tiene casi tres mile-
nios de antigliedad y que disfruta de la categoria de ser la Unica asignatura
que se ensefla en todas las escuelas del mundo.

Aun asi, igual que con cualquier otra materia, la presencia de las mate-
maticas en el curriculo no es en absoluto evidente por si misma, especial-
mente si la consideramos en relacién con distintos grupos de receptores.
Ninguna materia tiene derecho automdticamente a figurar en el curriculo.
Hay que justificar su presencia respecto al conjunto general de fines y
metas de la educacion en la sociedad y cultura que sean propios del (sub)-
sistema de ensefianza en cuestion. Esto no implica necesariamente que sea
dificil justificar una asignatura dada en un curriculo dado, s6lo que la ley de
la inercia no proporciona esa justificacion per se, aunque puede muy bien
ser de hecho una razon en la préctica.

En otras palabras, hay un problema de justificacion, o al menos existe la
cuestion de justificar cualquier asignatura escolar y, por tanto, también las
matematicas. Aunque puede ser perfectamente posible justificar la inclu-
sion de las matematicas en el curriculo con razones y argumentos muy dife-
rentes, incluso contradictorios, la cuestiéon no es que el problema de
justificacién sea un asunto de acuerdo (inherente o negociado) o consenso,
sino sencillamente la observacién de que tiene que haber razones para la
presencia de las matematicas en el curriculo. Puede muy bien darse el caso
de que esas razones sean indirectas, implicitas y difusas, o largamente olvi-
dadas. Sin embargo, si no hubiera una razén efectiva para mantener las
matemadticas en el curriculo, en un entorno en el que cientos de materias no
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8 MOGENS NIss

estdn incluidas, ni siquiera la fuerte ley de la inercia podria, a la larga,
haber evitado que las matematicas fuesen suprimidas del curriculo.

Tres respuestas a la pregunta *“;por qué preocuparnos?”
En primer lugar me parece intelectualmente inaceptable —o al menos no
satisfactorio— no saber por qué ejercemos nuestras distintas profesiones
pertenecientes al campo de la educacién matematica. Deberiamos compro-
meternos a reflexionar y hablar sobre los fines y propdsitos tltimos de lo
que hacemos. Esto, claro estd, no es exclusivo de las matematicas, pero el
problema de la justificacién es un poco mas dificil de abordar aqui que en
otras materias. Ademds, resulta que nos ocupamos de las matemadticas ;no
es asi?, que otras materias hablen y contesten por si mismas.

En segundo lugar, deberiamos estar preparados y listos para dar argu-
mentos que justifiquen la ensefianza de las matematicas: de cara a nuestros
alumnos, o a la comunidad, es decir, a la sociedad en general (politicos,
empresarios, medios de comunicacion, instituciones de educacién), pero
también de cara a entornos mas cercanos como padres, autoridades respon-
sables del curriculo, compaiieros de otras materias, etc.

En tercer lugar, y en mi opinién lo mds importante, las respuestas que
demos a la pregunta del titulo contribuyen de manera decisiva a fijar los
propdsitos, metas y aspiraciones de la ensefianza de las matematicas que
ofrecemos a nuestros alumnos, y la forma de percibir, organizar, llevar a
cabo y poner en préctica a diario la ensefianza y el aprendizaje de las mate-
maticas.

TIPOS DE RESPUESTAS QUE TRADICIONALMENTE
NOS ENCONTRAMOS

En lo escrito sobre la ensefianza de las matematicas (dentro de un amplio
espectro que va desde documentos legales oficiales, pasando por articulos
de investigacion, a declaraciones personales) encontramos diversos inten-
tos, de todos los tiempos, de hablar del problema de la justificacion de la
ensefianza de las matemadticas. En 1901, John Perry, un profesor britdnico
de ingenieria, después de haber establecido que “el estudio de las matema-
ticas comenz6 porque era util, continda porque sigue siendo util, y es
valioso para el mundo por la utilidad de sus resultados”, sugiri6 las ocho
“formas obvias por las que es 1til” que se citan a continuacién (citado en
ME, 1958):

(1) es la causa de intensas emociones y proporciona placer a la mente,
(2a) desarrolla el cerebro,

(2b) da lugar a formas logicas de pensamiento,

(3) las herramientas matemdticas sirven de ayuda al estudio de la fisica,
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(4) sirve para aprobar los exdmenes,

(5) al dar al hombre herramientas mentales tan fdciles de usar como
las piernas y los brazos, le permite continuar su educacion (desarro-
llo del alma y del cerebro) a lo largo de la vida, utilizando para este
propdasito toda su experiencia. Hay una analogia exacta con el poder
de educarse a st mismo a través de la aficion a la lectura.

(6) Quizd incluido en (5): al ensefiar al hombre la importancia de
pensar las cosas por si mismo le libra asi del actual y terrible yugo
de la autoridad, y le convence de que, ya sea obedeciendo o dando
ordenes, es una de las criaturas mds elevadas.

(7) Hace que los hombres de cualquier profesion de ciencia aplicada
sientan que conocen los principios sobre los que se funda y segiin los
cuales se desarrolla.

(8) Da a mentes filosdficas agudas un ideal logico de perfeccion en-
cantador y satisfactorio a la vez, e impide asi que intenten desarro-
llar cualquier tema filosdfico desde un punto de vista puramente
abstracto, porque lo absurdo de tal intento se hace obvio.

Afios después, en nuestro siglo, un profesor aleman de mateméticas en una
escuela secundaria de Bielefeld, W. Schmiedeberg, gané el primer premio
en un concurso organizado en 1915 por la Asociacion para el fomento de la
ensefianza de las Matemadticas y las Ciencias. En su trabajo (ver Niss, 1981),
W. Schmiedeberg sefialaba que el propésito de la ensefianza de las matema-
ticas debe ser contribuir a propdsitos generales de la ensefianza tales como:

Necesitamos un pueblo fuerte que pueda defenderse a si mismo, gen-
te trabajadora que pueda generar grandeza economica, gente leal y
patriota que se entregue con su fuerza 'y su trabajo conscientemente
a los ideales de la nacion.

Y mas adelante

Si reconocemos que el futuro de Alemania depende del mantenimien-
to y desarrollo posterior del trabajo de calidad, nos daremos cuenta
de que una ensefianza que conduzca a la devocion absoluta al deber
deberia ser nuestra meta principal en educacion para todo tipo de
escuelas.

También hay una cita britdnica de mas o menos la misma época: En 1919 la
Mathematical Association escribi6 (Niss, 1981):

1. La enseiianza que damos a un chico en la escuela deberia prepa-
rarlo para ser un ciudadano en el sentido mds amplio de la palabra:
asi, con este fin, se deben desarrollar las facetas moral, literaria,
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cientifica (incluyendo matemdtica), fisica y estética de su naturaleza.
Asi, en lo que a las Matemdticas se refiere, su educacion debe capa-
citarlo no solo para aplicar las matemdticas en asuntos prdcticos,
sino también para entender aquellos grandes problemas del mundo,
cuya solucion depende de las matemdticas y la ciencia.

2. El aspecto utilitario de las matemdticas debe recibir una buena
parte de atencion en los cursos de matemdticas.

Damos ahora un salto a los tiempos modernos donde se han introducido nue-
vas facetas. Zoltan Dienes (en Wain, 1978) propone que

[...] la meta principal de la enseiianza de las matemdticas debe ser
el desarrollo de ciertas pautas de pensamiento, de ciertas estrate-
gias, que la gente puede desarrollar al enfrentarse a situaciones nue-
vas en las que nunca se habia encontrado antes.

En su andlisis, Dienes halla que las matemadticas pueden contribuir al desa-
rrollo de cuatro capacidades generales: abstraer, generalizar, descifrar y co-
dificar mensajes.

Nuestra cita final y popular es del Informe Cockcroft (Las Matemdticas
st cuentan, DES 1982). Este informe formula los propdsitos de la ense-
flanza de las matemadticas indirectamente a través de las tareas que el profe-
sor de matemdticas deberfa (luchar por) cumplir:

—posibilitar que cada alumno desarrolle, dentro de sus capacida-
des, la comprension y destrezas matemdticas exigidas para la vida
adulta, para el trabajo y para posteriores estudios y aprendizajes, te-
niendo presentes las dificultades que algunos alumnos experimenta-
rdn para lograr una comprension apropiada;

—proporcionar a cada alumno las matemdticas que pueda necesitar
al estudiar otras asignaturas;

—ayudar a cada alumno a desarrollar, en la medida de sus posibili-
dades, el gusto por las matemdticas mismas, y a tomar conciencia
del papel que han desempeiiado y seguirdn desempeiiando en el de-
sarrollo, tanto de la ciencia y la tecnologia, como de nuestra civili-
zacion;

—y, sobre todo, hacer consciente a cada alumno de que las matemd-
ticas le proporcionan un poderoso medio de comunicacion.

Como preludio al esquema que sigue en el que analizamos estas y otras ra-
zones relacionadas con la ensefianza de las matematicas, tenemos que poner
de manifiesto que para que un argumento con este efecto evite ser circular
(“la razoén por la cual ensefiamos matematicas es porque debemos hacerlo”)
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—requisito minimo para un razonamiento que tenga sentido— tiene que ce-
fiirse y referirse a asuntos fuera de las matematicas en si mismas.

En las citas presentadas, asi como en muchas otras publicaciones sobre
el problema de la justificacion, encontramos dos categorias principales de
razones: las utilitarias y las de ensefianza en general. Mdas especificamente
nos encontramos con las siguientes

razones utilitarias
* las necesidades profesionales;
* que la gente tenga un dominio de su vida personal cotidiana;

* requisito previo para estudiar otras asignaturas;
y las siguientes

razones de la ensefianza en general

¢ el desarrollo de capacidades formativas, tales como
— reforzar las facultades mentales, incluyendo

— el pensamiento légico,
— el pensamiento estructurado, sistemdtico y analitico,
—la memoria,
—la imaginacion,
—la claridad y la precision en la expresion,
—la creatividad y la intuicidn;

¢ el desarrollo de la personalidad y las actitudes
— pensamiento y conducta independientes y auténomos,
— actitudes criticas e investigadoras,
— actitudes de cara a resolver problemas,
— tener conciencia de uno mismo y confianza en si mismo,
— puntualidad y exactitud,
— disciplina y perseverancia en el trabajo;

* disfrute estético y recreativo;

* profundizar en la cultura humana y sus realizaciones.

(Me gustaria que quedara claro que estos argumentos se dan como ejemplos
de lo que podemos encontrar escrito, y por tanto atributos asignados a la en-
seflanza de las matemadticas por distintos autores de la especialidad. As{
pues, dichos argumentos no son necesariamente algunos en los que yo crea
0 que yo sostenga).

Ambas categorias de argumentos se pueden invocar como ayuda en la
consecucion de dos tipos distintos de fines globales de la ensefianza de las
matematicas. El fin de la ensefianza de las matematicas puede ser
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servir a la sociedad como un todo, en lo que se refiere a

* la demanda de trabajadores cualificados para un mayor desarro-
llo econémico/tecnolégico;

* ideologia y politica;

e cultura;

o servir a las necesidades individuales, relativas a su
* bienestar socioecondmico y profesional;
e vida privada diaria;
* vida social y ciudadanfia.
Si consideramos las dos categorias de argumentos con los tipos de fines que

acabamos de esbozar como dimensiones de nuestra problemdtica y las com-
binamos obtenemos lo que podriamos llamar matriz argumento-fin

Fin| Servir a la sociedad | Servir al individuo
Argumento

Utilitario

Educativo

Las cuatro casillas son no vacias, tanto desde una perspectiva analitica como
en el sentido de que podemos encontrarlas representadas en documentos y
escritos sobre la ensefianza de las matematicas. En épocas y lugares distintos
se ha dado distinto peso a las distintas casillas. A menudo, la educacién ba-
sica proporcionada por la sociedad ha estado dirigida a fines sociales. Por
ejemplo, el argumento utilitario de que las matematicas tienen una impor-
tante contribucién que hacer en la educacién de la futura fuerza laboral (p.
e.,en épocas anteriores: el hombre como una calculadora viviente) con la in-
tencién de que la sociedad disponga de recursos para su mantenimiento y
desarrollo es un ejemplo importante de un par especifico (argumento, fin)
que encaja en la casilla superior izquierda. Tradicionalmente, la educacién
superior ha puesto relativamente mas énfasis en fines individuales como, por
ejemplo, la ensefianza de las matemdticas como “ascensor”, fuerza que im-
pulsa, social (si un individuo es mejor en matemadticas que la media de sus
iguales en formacion, ese individuo puede conseguir un empleo que le per-
mitird alcanzar cotas sociales y econémicas mas altas (casilla superior dere-
cha)), o como medio de desarrollo personal (p. e. si se ha tenido éxito
aprendiendo muchas matemadticas dificiles en la escuela, se puede uno sentir
animado a comprometerse con otro tipo de empefios que exijan esfuerzo (ca-
silla inferior derecha)).
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INTENTOS DE RECONSTRUIR LAS ‘“VERDADERAS”
RAZONES PARA ENSENAR MATEMATICAS A LA
POBLACION EN GENERAL

Ciertamente no existe una identidad automadtica entre los argumentos ofre-
cidos en los escritos (incluyendo documentos oficiales) y las “verdaderas”
razones de la sociedad para ensefiar matemadticas a varios grupos de recep-
tores. Para encontrar las razones “verdaderas” tenemos que hacer una
reconstruccion analitica de la funcidén de las matematicas en el mundo (es
decir en la naturaleza, la sociedad y la cultura). De nuevo, tenemos que
tener en cuenta que este papel ha cambiado segtin época y lugar.

En otro sitio (Niss, 1965) he analizado lo que llamo la naturaleza de
cinco caras de las matematicas como disciplina. Las matematicas son:

* una ciencia pura;

* una ciencia aplicada que permite comprender y desarrollar
temas ajenos a las matematicas;

* un sistema de herramientas para la practica, p. e., productos y
procesos que pueden contribuir a decisiones y acciones fuera de
las matematicas;

¢ un dmbito de la estética (belleza, disfrute, y emocién);

* una asignatura que hay que ensefiar.

Naturalmente, otras disciplinas y otros temas poseen una o mas de estas pro-
piedades. Sin embargo las matemadticas tienen una trascendencia tnica para
la sociedad porque

a. mads que ninguna otra disciplina, las matematicas tienen esas cinco
propiedades al mismo tiempo;

b. en general hay una “irrazonable efectividad de las matemadticas”
(frase acufiada por el fisico Eugene P. Wigner) que concierne a
muchos temas y dreas practicas;

c. debido a (b), las matematicas estan intimamente ligadas al funcio-
namiento y al desarrollo de la sociedad en general segtin se pone de
manifiesto en los siguientes sectores:

(1) otras asignaturas de caricter cientifico (fisica, ingenieria, biolo-
gia, informacion, economia, sociologia, lingiiistica);

(2) éreas practicas especializadas (prediccion, toma de decisiones y
control en la esfera social), descripcién y prondstico de fendmenos
y acontecimientos en parcelas de la naturaleza, utilizacién y coloca-
cién de recursos naturales renovables o para extinguir, disefio,
manejo y regulacion de sistemas industriales y técnico-sociales;
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(3) éareas practicas generales (esencial, pero a veces invisible):
representacion de nimeros, transacciones de dinero y negocios sim-
ples, calendarios, coordenadas geogréficas, medida del tiempo,
espacio, peso, moneda, representaciones graficas y tablas, dibujos
en el trabajo y en el arte, formas de objetos, codigos. Competencia
numérica en general.

En otras palabras, las matemadticas son una parte esencial de la tecnologia
material e inmaterial y de la infra-estructura social en un sentido general.
Contribuyen a dar forma a la sociedad, y lo hacen en grado alto y creciente
para bien o para mal. La sociedad lo reconoce —aunque mds en términos ge-
nerales que particulares, es decir en gran parte de modo “subconsciente” —
y, por lo tanto, proporciona a la ensefianza de las matemadticas mas y mas ti-
pos de beneficiarios. Sin embargo, paraddjicamente, el papel de las matema-
ticas en la sociedad es invisible en gran parte cuando descendemos a
términos concretos.

ENSENAR MATEMATICAS PARA LA DEMOCRACIA
—REFLEXIONES PERSONALES

Volvemos al problema de la justificacion

(A qué tipo de alumnos y estudiantes deberiamos impartir enseflanza de las
matematicas mas alld de la matematica elemental y por qué? Mi respuesta a
la primera pregunta es: A todos. La respuesta a la segunda (justificacion) se
brinda a continuacién:

El problema de la justificacién no es en forma alguna el inico problema
importante que valga la pena considerar. También el problema de si es fac-
tible (“;hasta qué punto es de hecho posible conseguir dar a los alumnos y
estudiantes en cuestién una enseflanza eficaz de las matemadticas?”) y el
problema de la realizacién (“;cémo debemos disefiar, organizar y llevar a
cabo la ensefianza de las matemadticas para asegurar a los beneficiarios una
educacién matemdtica que recoja las respuestas dadas a los problemas de
justificacion y de posibilidad de tal manera que los receptores se puedan
beneficiar de ella?”’) son no menos cruciales.

Nuestras reflexiones se tienen que basar en la siguiente observacion que
es trivial pero fundamental:

La ensefianza de las matemadticas tiene lugar en una sociedad y es para
seres humanos que vivirdn en esa sociedad. Por lo tanto ensefianza de las
matematicas =

f (las matemdticas, el papel de las matemadticas en la sociedad; la socie-
dad, su contenido cultural, politico y econdmico, su estructura y organiza-
cion; el individuo, su puesto en la sociedad; los valores, de naturaleza
cultural, ideoldgica y politica).



({POR QUE ENSENAMOS MATEMATICAS EN LA ESCUELA? 15

De las matemdticas ya hemos hablado antes. Desempefian un papel ins-
trumental en el desarrollo de la sociedad. La capacidad en matematicas
tiende a contribuir a la creacién de un gobierno de expertos mientras siga
siendo un recurso escaso.

La sociedad no tiene una armonia estable, ni un consenso ni una unifor-
midad de intereses. Por el contrario, abundan las diferencias y conflictos en
valores e intereses, en las condiciones y situaciones de vida. En particular,
hay un conflicto fundamental entre la parte que gobierna la sociedad y “los
que son gobernados”, es decir, los ciudadanos como individuos.

El individuo tiene que tener el derecho y la capacidad de dominar su
vida social, profesional y privada y su vida como ciudadano y no sélo como
subdito en la sociedad.

En cuanto a los valores, creo ademds que la democracia es una forma de
gobierno en la que a cada individuo se le da el derecho de y se le capacita
para expresar sus opiniones e intereses y ejercer una influencia en el
gobierno y desarrollo de la sociedad. Esto contrasta fuertemente con ideo-
logfas sociales tanto autoritarias como populistas.

En mi opinién la ensefianza de las matemadticas tiene que contribuir a
fomentar la ciudadania inteligente e inquieta para todos los miembros de la
sociedad. Mds especificamente, la enseflanza de las matemadticas deberia
darse a todo el mundo para ayudar a crear la perspectiva de “lo general”, es
decir de los rasgos constitutivos y las fuerzas directrices esenciales que hay
detras del desarrollo de la naturaleza, de la sociedad y de la vida de los
seres humanos. Ademads, la ensefianza de las matematicas tendria que capa-
citar a todos los alumnos en la escuela para entender, relacionarse con y
actuar contribuyendo al papel de las matemadticas en el mundo. Es impor-
tante observar que esto va mucho mds alla de lo que normalmente se llama
“conocimiento para la vida diaria”.

Si estas consideraciones han de tomarse en serio, las implicaciones tie-
nen un largo alcance. Incluyen:

¢ los alumnos adquirirdn la capacidad e independencia de poner
en accion y aplicar las matemadticas a problemas de la realidad
(construir, manejar y evaluar modelos matemadticos a niveles
adecuados);

¢ los alumnos adquirirdn la capacidad de descubrir, entender y
evaluar el uso implicito y explicito que otros hagan de las mate-
maticas en situaciones fuera de las mismas;

* Jos alumnos adquirirdn un sentido y una experiencia del alcance
y las limitaciones de la aplicacién de las matematicas a situacio-
nes y fendmenos fuera de ellas;
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* los alumnos adquirirdn la capacidad de actuar con confianza,
visién de conjunto y creatividad dentro de universos matemati-
cos;

* los alumnos deberdn ser capaces de comunicarse con otros sobre
temas de contenido matematico;

* los alumnos adquirirdn la idea de la especial naturaleza de las
matematicas;

* los alumnos adquirirdn cierta perspectiva de la génesis y el desa-
rrollo histdrico de las matematicas;

* los alumnos adquirirdn un conocimiento de las relaciones entre
las matemadticas y la sociedad.

Es verdad que estas implicaciones resultan casi utépicas. Aun asi, conse-
guirlas sélo parcialmente representa un avance. Si queremos ir seriamente
en la direccion sugerida arriba, lo que queda no es silencio. El trabajo nos
llama.
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CAPITULO 3

VALORACION DE LA INVESTIGACION EN
DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS:
MAS ALLA DEL VALOR APARENTE

JEREMY KILPATRICK
UNIVERSIDAD DE GEORGIA, ATHENS, EE.UU.

(Qué criterios predominan actualmente en investigacion sobre didactica de
las matemadticas? ;Qué criterios permiten al investigador seleccionar pro-
blemas y metodologias que aseguren la calidad de los resultados? Entender
estas cuestiones y vislumbrar posibles respuestas exige una comprension
previa de las perspectivas potenciales desde las que puede afrontarse una
determinada investigacion.

A medida que la investigacién en educacién matemdtica evolucionaba
durante los ultimos 100 afos (Kilpatrick, 1994), se ha ido desplazando
desde una gran dependencia de la emulacion psicologista de las ciencias
naturales, en el siglo XIX, hasta una mayor disposicioén a adoptar métodos
utilizados en otras ciencias humanas. Al mismo tiempo, la psicologia
ampliaba sus planteamientos metodoldgicos. La psicologia conductista de
principios de siglo, en un enfoque ahora llamado “positivista”, buscaba en
los fendmenos educativos regularidades similares a las leyes fisico-quimi-
cas. Hasta los afios setenta, la mayor parte de la investigacion en didictica
de las matematicas, y especialmente la desarrollada en Norte América, tra-
taba de describir el comportamiento de alumnos y profesores mediante el
andlisis de los componentes de sus conductas. El mundo de la ensefianza-
aprendizaje de las matemadticas aparecia como un sistema de variables inte-
ractivas. El propdsito de la investigacién era describir estas variables, des-
cubrir sus interrelaciones e intentar manipular algunas de ellas para
provocar cambios en las otras. Este enfoque, aunque sigue teniendo sus
defensores, ha dado lugar a otros planteamientos alternativos.

En Europa y en Australia, los enfoques fenomenoldgicos han impreg-
nado durante mucho tiempo la investigacion educativa. En los dltimos
afios, han comenzado a influir profundamente en la investigacion en educa-
ciéon matemdtica. Uno de estos enfoques, semejante al del antropdlogo,
trata de identificar y compartir la visiéon de profesores y alumnos respecto
del acto educativo. El propdsito es aportar un conocimiento especifico y
contextualizado sobre la correspondiente accién social. En EE.UU. se
conoce como vision interpretativista: el investigador —presente en el aula,
actuando é]l mismo como participante 0 no— intenta interpretar el signifi-

L. PUIG (ED.). INVESTIGAR Y ENSENAR. VARIEDADES DE LA EDUCACION MATEMATICA, 17-31
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cado que los participantes otorgan al proceso de ensefianza-aprendizaje de
las matemadticas.

Otro de los planteamientos corresponde al del socidlogo critico que
considera que escuela y sociedad han de ser liberadas de toda manipula-
cién, represion o dominacion y que el investigador en educacién matema-
tica debe jugar un papel activo para ayudar a profesores y alumnos a
conseguir esa libertad. El investigador, ademds de entender el significado
que los participantes atribuyen al proceso educativo, debe ayudar a trans-
formar aquellos significados producto de la distorsion ideolégica. En Aus-
tralia y en Nueva Zelanda se designa este enfoque como “investigacion-
accion”.

En la investigacion conductista —si bien la vision epistemoldgica no se
corresponde con el positivismo 16gico— el investigador se sitia fuera del
acto educativo, adoptando la posicién de un observador neutral. En el enfo-
que interpretativista, el investigador trata de entender el acto, sin juzgarlo.
En la investigacion critica, el investigador se aproxima al acto no sélo para
comprenderlo sino para transformarlo en aquellas direcciones que aporten
a los participantes una mayor libertad de accidn.

Cada uno de estos planteamientos hace su aportacion especifica a la
investigacion: ninguno de ellos debe rechazarse de antemano. La educacién
matematica necesita las diversas perspectivas que tanto estos tres enfoques
como otros —los que se utilizan hoy y los que se desarrollaran mafiana—
prestan al fenémeno ensefianza-aprendizaje.

A veces la disparidad de enfoques ha conducido al llamado “debate
cualitativo/cuantitativo” (Howe & Einsenhart, 1990; Salomon, 1991). Los
investigadores se enfrentan al dilema de adoptar métodos en los que las
medidas se sustentan en datos numéricos o métodos en los que la informa-
cién obtenida no se presenta en formato numérico. Salomon considera que
la auténtica diferencia metodoldgica estriba entre el enfoque analitico —
manipulacidn, aislamiento, control y medida, de aspectos externos al sujeto
humano con objeto de realizar inferencias sobre aspectos internos, tales
como el aprendizaje o la toma de decisiones— y el sistémico —estudio de
los diferentes aspectos en su mutua interrelaccién. Salomon considera com-
plementarios los estudios (realizados utilizando estos dos enfoques) sobre
los efectos en el aula del ordenador-procesador de textos: “el analitico saca
provecho de la precisién, mientras que el sistémico saca partido de la
autenticidad” (pag. 16).

El enfoque sistémico domina actualmente la investigacion en educacion
matematica. Los escenarios naturalistas gozan de clara preferencia sobre
aquellos en los que se han manipulado ciertas circunstancias y, consecuen-
temente, falta autenticidad. Pero los investigadores en didactica de las
matematicas nunca deberian encajonarse en un determinado enfoque, epis-
temologia, paradigma, modo de representaciéon o método. Todos son par-
ciales: ninguno puede contar la historia completa. En particular, ningin
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método de investigacion puede, por si solo, responder a todo el repertorio
de cuestiones que interesan a los profesores de matemadticas. Si bien un
determinado investigador puede centrarse en un método especifico, la
investigacion en su conjunto debe estimular multiples métodos. Mds atn,
los investigadores deben tratar de encontrar todos los criterios posibles de
calidad presentes en un determinado estudio, yendo incluso mds alld de su
valor aparentel. Algunos métodos conducen a un tipo de investigacién que
satisface criterios que no alcanzan otros; la utilizacién de miiltiples méto-
dos conseguiria unos resultados de gran calidad en su conjunto, a pesar,
incluso, de las deficiencias de algunos de sus estudios individuales.

Por otra parte, cualquier informe sobre una determinada investigacion
en educaciéon matemdtica —independientemente del enfoque elegido en
ella— es, simultineamente, dependiente e independiente de aquélla. El
estudio o investigacion se asemeja a una idea plasmada en un relato, y el
informe es ese relato. En algunos informes, el estudio aparece semi-oculto
y dificil de entender. El lector puede tener serias dificultades para discernir
si el defecto radica en el estudio o en el informe. Para el investigador, el
estudio es independiente del informe, mientras que el lector no puede sepa-
rar el estudio de su respectivo informe: el estudio es visto a través del
informe, que actiia a modo de lente con la que el lector ha de captar el caso
objeto del estudio.

Cuando el usuario trata de aplicar criterios de calidad cientifica a una
determinada investigacion debe diferenciar el estudio de su informe, por
dificil que resulte trazar la linea divisoria. Los criterios, dirigidos al estudio
de la investigacion, resultan a veces dificiles de aplicar, debido a la incohe-
rencia, torpeza o superficialidad del informe. Un mismo estudio, evaluado a
través de un cierto informe, puede satisfacer criterios que no cumple
cuando se valora utilizando un informe diferente.

A continuacién se examinan ocho criterios que han sido utilizados para
evaluar la calidad cientifica de la investigacion educativa. Algunos de los
presentes quizd consideren estos criterios obsoletos e inadecuados para
valorar el trabajo que se lleva a cabo actualmente en didactica de las mate-
madticas. Yo les dirfa que, aunque pueden existir otros modos de analizar la
investigacién, los criterios que aqui se exponen, correctamente interpreta-
dos, siguen siendo titiles. No s6lo porque representan la percepcion, impor-
tante, de nuestros predecesores intelectuales, sino porque nos ayudan a
completar la gama de lo que debe considerarse investigacion de calidad.
Comienzo la exposicién incluyendo la pertinencia como criterio de calidad
cientifica.

1.En el original inglés, “face value”, cuya traduccion literal es “valor facial” (de una moneda),
en contraposicién al valor del metal que contiene. Esta es también la expresién que aparece en
el titulo original de este articulo. [Nota del editor.]
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PERTINENCIA

Freudenthal, en sus conferencias en China (1991), comenzaba sus reflexio-
nes sobre investigacion en didactica de las matematicas con la observacion:
“aunque cada vez hay mds personas investigando en una mayor cantidad de
campos, el nimero de razones para hacerlo se mantiene limitado e invaria-
ble. Si a la pregunta ¢ para qué sirve? le afiadimos ¢para quien?, obtendria-
mos una respuesta distinta” (pag. 147). Freudenthal observa que, si bien la
investigacion en matemadticas satisface criterios de verdad, ademds de los
de belleza y utilidad, la investigacidn en ciencias sociales carece de crite-
rios de verdad. Respecto de la investigacion educativa opina que “cuanto
mayores son las pretensiones de la investigacion, peor responde a la pre-
gunta ¢ para qué sirve?” (pag. 149).

El escepticismo de Freudenthal respecto a la investigacion educativa
estd posiblemente justificado y, ciertamente, merece una consideracién
atenta. La carencia de criterios de verdad en la investigacion educativa no
significa que ésta carezca de utilidad. Aun no siendo ciertas en el mismo
sentido en que ha de serlo un aserto matematico, determinadas inferencias
basadas en resultados de investigaciones pedagdgicas pueden ser ttiles
para los educadores. Todo trabajo de investigacion debe responder a las
preguntas ;para qué sirve?, ;para quién es util? Si la investigacién no
resuelve problemas que preocupan a los educadores matemadticos, profeso-
res incluidos, es improbable que resulte 1til para otros.

Una investigacién puede tener una importancia directa para los profeso-
res, pero es mds frecuente que la tenga para otros investigadores. Su impor-
tancia para los profesores se hace patente, generalmente, cuando se resume
una linea de investigacién o un conjunto de trabajos para lograr aplicacio-
nes précticas en la docencia. Buena parte de la investigacion en didactica de
las matematicas no ha afectado a la practica didactica, no solamente por su
aislamiento de ésta y por su baja calidad, sino por su carencia de soporte
tedrico y por la ausencia de profesores implicados en ella (Kilpatrick,
1981b).

Bishop (1977) considera que los profesores pueden utilizar de los inves-
tigadores sus procedimientos, sus datos y sus constructos. La investigacion
serd pertinente para los profesores si les permite formular hipétesis sobre
sus métodos de ensefianza, verificar sistemdticamente esas hipétesis y exa-
minar sus consecuencias. Los profesores pueden utilizar datos procedentes
de una determinada investigacién para comprobar sus propias observacio-
nes. También pueden utilizar los constructos y los modelos y teorias corres-
pondientes usados en una determinada investigacién y aplicarlos a su
propia situacién. En consecuencia, la investigacion resulta pertinente en la
medida en que permite la adaptacién y uso de algunos de sus aspectos.

La mayor parte de la investigacion en diddctica de las matemadticas
busca elevar la calidad de su ensefianza/aprendizaje. “Los problemas que se
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plantean en investigacion en educaciéon matematica derivan, generalmente,
de la pregunta general: ;como puede mejorarse la enseflanza/aprendizaje
de las matemadticas?” (Eisenhart, 1988, pag. 100). Algunas investigaciones
intentan incidir directamente en esta calidad: aportando a los profesores
ideas o materiales, o sugiriéndoles actividades; otras investigaciones tienen
una influencia indirecta: sugiriendo nuevas formas de interpretar los con-
ceptos erréneos que puedan tener los alumnos o examinando las diferencias
entre el saber transmitido por el profesor y el aprehendido por su clase.
Incluso aquella investigacion que no parece aplicable en el aula puede afec-
tar a la practica docente a través de la modificacion del perfil de la educa-
cién matemdtica en las publicaciones profesionales o de la aportacién de un
nuevo vocabulario para el andlisis del modo de pensar del nifio. Investiga-
ciones cuyo valor préctico resulta hoy nulo pueden, un dia, desempefiar un
importante papel en el modo en que la profesién afronta su trabajo. Con
independencia del cardcter “prictico” o “teérico” de una determinada
investigacion —e independientemente de que esta dicotomia tenga o no
sentido— cualquiera de ellas contribuye al conocimiento que toda profe-
sién ha de compartir necesariamente.

La investigacién en diddctica de las matematicas ha sido a veces clasifi-
cada en términos de bdsica o aplicada. Esta diferenciacién parece perder
paulatinamente sentido a medida que los educadores matematicos observan
que el cardcter basico o aplicado no es propiedad del trabajo de investiga-
cidn, sino una descripcion del uso que se puede dar a tal estudio.

Respecto a un determinado estudio, conocido por el piiblico sdlo a
través de un informe o resumen, la clasificacion bdsico o aplicado
depende de la perspectiva del lector del informe. Este modelo puede
denominarse modelo lente: la investigacion puede resultar bdsica o
aplicada segiin la lente utilizada al leer el resumen. Debe entenderse
esta lente como la metdfora de los deseos e intenciones del lector que
interpreta el informe. Si el resumen le ayuda a formular una teoria,
el estudio estd actuando como investigacion bdsica, independiente-
mente de las intenciones del autor. Si el estudio ayuda al lector a re-
solver un problema prdctico, el estudio, para ese lector, ha sido
investigacion aplicada. (Kilpatrick, 1981b, pdg. 24).

Schoenfeld (1991) diferencia entre “calidad” y utilidad de la investigacion.
Puntualiza que:

buena parte de cualquier disciplina aplicada (incluida la educacion
matemdtica) no interesa directamente a los usuarios de dicha disci-
plina. Asi son las cosas, y ello no deberia importar demasiado a los
profesionales de la disciplina. Lo importante es que el trabajo bdsico



22 JEREMY KILPATRICK

realizado como fundamento del campo de aplicacion sea de la mdxi-
ma calidad (pdg. 274).

Y cita la famosa disculpa de Hardy por no haber hecho matematicas “ttiles”,
argumentando que “la justificacién final de nuestro trabajo reside tanto en su
calidad como en su utilidad inmediata” (pag. 275).

En mi opinién, cuando analizamos la investigacién en educacién mate-
matica, calidad, pertinencia y utilidad forman un todo. Las tres son interde-
pendientes. La calidad de la investigacion depende de su conexion con el
tema tratado y de como se ha utilizado o podria utilizarse. La pertinencia
depende de que cumpla o no otros criterios de calidad, asi como de su utili-
dad en ese contexto. La utilidad de la investigacion, a su vez, depende de
como se ha disefiado y desarrollado, y de si aporta o no resultados pertinen-
tes respecto al tema tratado.

VALIDEZ

La validez se refiere al modo en que justificamos las interpretaciones que
hacemos de la investigacion. La dicotomia tradicional en la investigacion
educativa experimental aparece entre la validez interna y la externa. La
validez interna se refiere al grado de confianza con el que podemos afirmar
que nuestros resultados provienen de condiciones experimentales; la vali-
dez externa, a nuestra capacidad de extrapolacién a otras condiciones y cir-
cunstancias, y, sobre todo, a situaciones mds naturales que las que se dan en
condiciones experimentales.

Hoy en dia consideramos la validez con una perspectiva mds amplia.
Tal como Kvale (1989) ha afirmado: “Validar es cuestionar”. Cuando inda-
gamos acerca de la confianza en los resultados de la investigacién, estamos
cuestionando si nuestro método de investigacién nos ha permitido investi-
gar lo que realmente pretendiamos. Vamos mds alld de la validez aparente
para explorar lo que realmente hemos estudiado. Cuando intentamos hacer
generalizaciones a partir de los casos estudiados, nos preguntamos ““;Cudl
es el significado de este caso?” (Shulman, 1988, pag. 10). Hacemos infe-
rencias entre lo que se ha estudiado y aquello a lo que se pretende generali-
zar los resultados. Un estudio de investigacion no es valido en si mismo: la
validez se refiere a las conclusiones extraidas del estudio.

Interpretamos las investigaciones, extraemos conclusiones de ellas y las
utilizamos. La validez de nuestras interpretaciones, conclusiones y utiliza-
ciones debe examinarse segin sus consecuencias (Linn, 1991; Linn, Baker
& Dunpar, 1991). Los estudios de investigacion en educacién matematica
deberian proporcionar unas consecuencias vélidas. Deberfamos cuestionar
no sdlo la utilizacién, intencionada o no, de la investigacion, sino también
las consecuencias, intencionadas o no, de esas utilizaciones.
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OBJETIVIDAD

Desde que los avances en la filosofia de la ciencia han aceptado que la sub-
jetividad es un componente inevitable de la tarea cientifica, existe actual-
mente la tendencia a abandonar nuestros esfuerzos para lograr la
objetividad. Los ataques al positivismo y el auge del constructivismo han
creado un clima en la investigacién en didactica de las matemadticas que
considera la objetividad una non grata reliquia legada por técnicas ya supe-
radas. Incluso algunos investigadores ven con desconfianza los intentos por
lograr objetividad por medios intersubjetivos, utilizando diversos observa-
dores o codificadores.

Aunque la objetividad absoluta sea en realidad inalcanzable, podemos
seguir considerandola como una meta que hay que conseguir. Esto nos per-
mite preguntarnos el grado de objetividad logrado por una determinada
investigacién. Se puede aplicar al conocimiento derivado de la investiga-
cién en educacion matematica el comentario de Freudenthal respecto al
conocimiento matematico:

No veo vinculo alguno entre la enseiianza matemdtica y la pretendi-
da o supuesta falta de fe en el conocimiento matemdtico objetivo, lla-
mémosle constructivismo o cualquier otra cosa (Freudenthal, 1991,
pdgs. 146-147).

La investigacion deberia conseguir si no objetividad total, al menos la sufi-
ciente para minimizar el margen de error. Los investigadores deben tratar de
identificar el margen de error que aportan a su trabajo y, después, explicar
como distorsiona sus resultados. Deben también intentar refutar sus propias
conclusiones, reforzando asi su razonamiento.

La mejor imagen para expresar la necesidad de objetividad es la que usa
Geertz (1973)

no comparto el razonamiento de que, puesto que la objetividad total
en estos temas es imposible —lo que es cierto— podriamos dar rien-
da suelta a nuestra imaginacion. Esto equivaldria a decir que,
“puesto que la asepsia total es imposible, las intervenciones quiriir-
gicas pueden realizarse en una alcantarilla”, como sefiala Robert
Solow (pdg. 30).

ORIGINALIDAD

La auténtica investigacion se caracteriza por su originalidad, por presentar-
nos hechos conocidos bajo una nueva perspectiva, sorprendiendo nuestras
expectativas con pruebas irrefutables. Un estudio clave en educacion mate-
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matica es el informe de Erlwanger (1973) sobre Benny, un nifio de 12 afios
considerado por su profesora como uno de sus mejores alumnos, pero que
resultd tener serios errores conceptuales relativos a fracciones y decimales.
Gran parte de la originalidad de este estudio radicaba en la utilizacién de un
caso individual para cuestionar un programa de enseflanza individualizada
en matematicas.

Otro trabajo original es el de Hativa (1988). Su estudio de Sigal, un
alumno de segundo grado que participaba en un programa de aritmética a
través de ordenador, es también un estudio de casos. Su originalidad con-
siste en un andlisis detallado de cémo y por qué sus avances en informética
no eran acordes con su trabajo en clase. Hativa demuestra que Sigal consi-
deraba la aritmética a través del ordenador diferente de la que aprendia en
clase. La originalidad puede provenir no sélo de la utilizacion de una nueva
técnica o de una antigua empleada de forma nueva, sino también de un
nuevo modo de interpretar las pruebas obtenidas, con independencia de la
técnica empleada.

En la investigacién en diddctica de las matemadticas se echan en falta
estudios de réplica, estudios que permitirian confirmar o refutar conclusio-
nes extraidas de trabajos anteriores. Una de las causas radica, quiz4, en el
criterio de originalidad. Los investigadores se muestran reacios a replicar
un estudio porque consideran que una réplica no aporta nada original. Les
preocupa también que sus réplicas no sean publicadas.

Estos investigadores no se dan cuenta de que la ciencia progresa gracias
a las réplicas: s6lo reuniendo un conjunto de estudios centrados en un fené-
meno especifico podemos entender su funcionamiento. Tampoco son cons-
cientes de que la réplica no consiste en repetir mecanicamente lo que
alguien ha hecho: més que una simple copia de un trabajo anterior debe ser
un ampliacién. Una vez mds nos remitimos a las palabras de Freudhental
(1991): “reproducir no equivale a repetir cual papagayo” (pag. 161).

Por ejemplo, Baranes, Perry y Stigler (1989) no sélo repitieron en
EE.UU. el paradigma empleado por los investigadores brasilefios en el
estudio de la utilizacion que hacen los nifios del conocimiento del mundo
para resolver problemas aritméticos de enunciado verbal, sino que también
analizaron los datos de una forma diferente y realizaron un segundo estudio
para aclarar algunos problemas surgidos en el curso de la réplica. Los
comentarios a estos estudios (Carraher, 1989; Saxe, 1989) demuestran
como hallazgos aparentemente conflictivos necesitan ser considerados
como el resultado de diferentes paradigmas y, al mismo tiempo, que estu-
dios contradictorios pueden encuadrarse en un marco mas amplio.

Originalidad no significa desconexion con investigaciones precedentes.
Consiste en organizar y presentar las pruebas para hacer reflexionar al lec-
tor. Nos sorprende leer un estudio original, porque, antes de leerlo, no espe-
rdbamos ese modo de contar las cosas o ese desenlace: nos aporta algo
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nuevo incluso si la situacién es de sobra conocida o, quizd, precisamente
por serlo.

RIGOR Y PRECISION

Si comparamos la investigacién en educacién matemdtica realizada en
EE.UU. con la de la antigua Unién Soviética, nos encontramos con una
diferencia bastante clara en la utilizacién de lo que podriamos llamar técni-
cas de investigacion rigurosas: control de variables, seleccion y asignacién
aleatorias, fiabilidad de medida, férmulas estadisticas para estimacién de
errores. Los investigadores americanos anteriores a 1985 utilizaban mucho
estas técnicas; los soviéticos muy poco. Por otra parte, la investigacién
soviética en did4ctica de las matematicas trataba cuestiones mds importan-
tes para los profesores, y hasta podriamos decir que mds significativas para
nuestro campo de investigacién. Si consideramos rigor y pertinencia como
criterios ortogonales, la investigacién americana tendria una alta califica-
cién en el primero y baja en el segundo; y la soviética, al contrario (Kilpa-
trick, 1981a). La cuestion es si la importancia atribuida al criterio de
pertinencia justifica el abandono del rigor.

El concepto tradicional de rigor estd ligado a la manipulacién experi-
mental de variables controladas, tan generalizada en la investigacion en
educacion matematica. Este tipo de investigacién ha tratado, en general,
situaciones y modelos lejanos a la complejidad del aula, poco titiles en el
enfoque de los problemas de la préctica docente.

El término rigor, como tantos otros, tiene connotaciones positivas y
negativas. En su aspecto negativo implica rigidez, inflexibilidad y una
estricta sumision a normas y procedimientos: el investigador se siente pri-
sionero de un marco inamovible siguiendo normas establecidas e incapaz
de responder al momento fenomenolégico. En el lado positivo, rigor
implica exactitud y precision: el investigador intenta despejar las nubes de
la duda que rodean a un fendmeno y entenderlo con la maxima exactitud.

Al igual que el criterio de validez, el de rigor y precisién necesita una
interpretacién de mayor alcance. Lo mismo que el criterio de objetividad,
ha de entenderse como algo relativo y no absoluto. Los investigadores en
educacién matemdtica se han preocupado de la precisiéon con la que se
miden el pensamiento y el aprendizaje. Estos fendmenos son, por su propia
naturaleza, inaccesibles a la observacion y medida directas.

La bisqueda de rigor necesita ampliarse desde la acepcion de precision
de medida a la de precision de significado. Los investigadores deben inten-
tar usar el lenguaje cuidadosamente para transmitir con la maxima exacti-
tud lo que han observado y las conclusiones alcanzadas. Deben buscar
explicaciones alternativas a sus pruebas y someterlas a un cuidadoso escru-
tinio. Una investigacién debe considerarse rigurosa no sélo porque se
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atenga a cdnones estrictos de disefio y andlisis, sino también porque el
investigador ha demostrado tener una fina sensibilidad respecto al signifi-
cado que los participantes en la situacion estudiada otorgan a ensefiar y
aprender, lo mismo que respecto a las interpretaciones que otros pudieran
hacer de estos fendmenos. Disefiando y realizando cuidadosamente el estu-
dio, el investigador ha anticipado y tratado de evitar posibles malentendi-
dos. El rigor y la precisién emanan mas del espiritu con que se realiza la
investigacion —el cuidado con que se desarrolla la observacion, la atencién
al detalle, la disposicién a comprobar alternativas— que de la fidelidad a un
procedimiento normalizado.

CAPACIDAD PARA PREDECIR

Los objetivos habituales de la ciencia —explicacién, prediccién y con-
trol— parece que tienden a substituirse en gran parte de la investigacion
educativa por un nuevo trio: entendimiento, interpretacion y accién (Carr y
Kemmis, 1986; Kilpatrick, 1988). Si bien, en parte, se trata de un mero
juego de palabras (explicacién y entendimiento eran y contindan siendo
objetivos propios de la investigacién educativa), el abandono de la predic-
cién y el control sf resulta significativo.

Quizé el control del proceso ensefianza-aprendizaje, en el sentido en
que se controla el crecimiento bacteriano en un laboratorio biolégico,
nunca fuese un objetivo razonable de investigacion, pero la prediccién con-
tintia siendo importante. Seria conveniente poder predecir, dentro de ciertos
limites, como los nifios van a responder a una determinada tarea o con qué
dificultades se pueden encontrar los profesores al explicarla.

El comportamiento humano es demasiado complejo para poder predecir
lo que una persona va a hacer en una situacién determinada, pero obser-
vando a la gente y las situaciones podemos detectar ciertos patrones de
comportamiento. Ciertas tareas permiten predecir ciertos errores. Al hacer
unas preguntas determinadas a una clase cabe esperar ciertas respuestas.
Los profesores captan muchas de estas regularidades, algunas de ellas estu-
diadas por los investigadores.

En la visién habitual de la ciencia —basada en el concepto de Hume
sobre las relaciones causales, consideradas como relaciones contingentes
regulares — la explicacion y la prediccion son simétricas (House, 1991): las
dos emanan de leyes causales generales. Por ello, las técnicas de correla-
cién y regresion han sido tan comunes en la investigacion educativa: permi-
ten a los investigadores hacer predicciones aln careciendo de teoria y
experimentacion. La capacidad para predecir ha sido siempre la prueba cri-
tica de una tarea cientifica. Si, bajo condiciones iniciales dadas, una teoria
puede predecir un hecho, la teoria adquiere mds validez. Segtin House, el
error presente en este punto de vista es:
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los hechos en si mismos no constituyen el enfoque definitivo del and-
lisis cientifico. Mds bien, los hechos deben explicarse mediante el
examen de sus estructuras causales, resultado, a su vez, de comple-
Jjas interacciones entre un ciimulo de entidades subyacentes. La rea-
lidad no consiste solamente en aquello que podemos ver, sino
también en las entidades causales subyacentes no siempre directa-
mente discernibles. La realidad, en fin, estd estratificada. Los hechos
se explican mediante estructuras subyacentes, y éstas se explican, a
su vez, a partir de otras estructuras en niveles mds profundos. Asi, el
descubrimiento cientifico es un proceso continuo (pdg.4).

En el aula no existe la conjuncién constante de hechos necesaria para el tipo
de prediccién que se realiza en un laboratorio. El aula estd lejos de ser un
sistema cerrado protegido contra entidades causales interactivas. Pero, a pe-
sar de que en clase de matemdticas no podemos predecir con certeza com-
portamientos especificos, si podemos buscar aquellas estructuras causales
que tienden a producir determinados efectos. También podemos buscar ge-
neralizaciones, no en cuanto leyes naturales que determinen la labor de los
profesores o de los alumnos, sino como tendencias o patrones en el discurrir
de las actividades lectivas.

Una manera de aplicar el criterio de predictibilidad es preguntdndonos
hasta qué punto las inferencias extraidas de la investigacién basada en una
teorfa nos permiten anticipar lo que ocurrird en una situacién de ensefianza-
aprendizaje. De esta forma, la predictibilidad se convierte en un criterio que
hay que aplicar no sélo a un estudio de investigacidn determinado sino tam-
bién a un conjunto de estudios interrelacionados. La predictibilidad nos
informa hasta qué punto hemos podido penetrar en el galimatias de las cir-
cunstancias que pueden influir en los hallazgos de los estudios individuales,
y ver asi lo que suele ocurrir en general. Mas atin, como los profesores son
en si mismos influencias causales poderosas, pueden entender mejor que un
extrafio como el patrén de entidades causales identificado funciona en sus
clases. Pueden, sobre la marcha, hacer inferencias especificas que les per-
mitan predecir hechos relacionados con su trabajo con mds exactitud de lo
que les permitiria una ley de caricter general.

REPRODUCTIBILIDAD

Un informe correcto sobre un estudio de investigacion debe dejar suficien-
temente claros los procedimientos utilizados por el investigador como para
que otra persona pudiera, al menos en principio, reproducir el estudio. Este
es un precepto sine qua non para hacer informes sélidos. Mas atin, también
deben ser reproducibles los hallazgos del estudio —observaciones, patrén
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de resultados—, aunque no necesariamente las interpretaciones que se les
den.

La investigacion en educaciéon matemadtica no puede ser fantasiosa o
meramente especulativa. Debe, como toda ciencia, utilizar procedimientos
que otros pueden seguir, y producir resultados que otros pueden obtener de
una u otra forma. Lo que hacemos y lo que encontramos al investigar no
debe quedarse en un asunto privado. Debe difundirse para que pueda ser
criticado, comprobado por otros e incluso refutado. Debe ser publico.

Independientemente de si una situacion observada en una investigacién
puede reproducirse en mi clase o en la tuya, el propio estudio y las conclu-
siones extraidas de €l deben estar abiertos a la réplica. La reproductibilidad,
como la predictibilidad, son aspectos de la generalizacién. Si no podemos
generalizar nuestra investigacion, es indtil. Si es asi, no hemos conseguido
un conocimiento util. Freudenthal (1991) tiene, una vez mas, la dltima
palabra:

el conocimiento puede presentarse con éxito como resultado si pode-
mos reproducir el proceso de su adquisicion — una caracteristica de
las ciencias duras. Si no se cumple esta condicion, el conocimiento
presentado sin referencia alguna al proceso que lo origind, carece de
las caracteristicas de racionalidad que distingue el conocimiento
verdadero del dogma (pdg. 161).

RELACION CON LAS MATEMATICAS Y SU ENSENANZA

Un criterio obvio, aunque sutil, en la investigacién en didactica de las mate-
maticas es que debe estar relacionada a la vez con las matematicas y con el
proceso educativo. Toda investigacion que pretenda vincularse a la educa-
cién matematica ha de hacer explicita su relacién con el dmbito educativo
(aunque los editores de revistas de investigacion en didéctica de las mate-
maticas reciben, de vez en cuando, manuscritos que contienen pruebas de
teoremas matemadticos sin mencionar conexién alguna con la ensefianza-
aprendizaje). Seguramente hay que prestar mds atencion a este criterio: la
investigacion en educacién matemdtica debe mantener una intima relacién
con las matematicas.

Con frecuencia se utilizan las matemadticas en una investigacion s6lo
como vehiculo para explorar algin aspecto de la ensefianza, el aprendizaje,
el pensamiento o la escolarizacién. Por ejemplo, en muchos estudios rela-
cionados con la resolucién de problemas, los problemas de matematicas
podrian substituirse por problemas de fisica o poesia y, atin asi, seguir estu-
diando los mismos procesos psicolégicos. En algunos estudios sobre profe-
sores, tanto darfa que la asignatura estudiada fuera matemdticas como
historia o francés. En las investigaciones sobre nifios trabajando en grupo,
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las actividades que hacen pueden ser matemadticas o no y, en todo caso, este
aspecto carece de importancia para el investigador. En un estudio epistemo-
l6gico, los fenémenos examinados puede que sean matemadticos, pero
puede que el trabajo no afiada nada a nuestra comprension de lo que signi-
fica saber matemadticas, en contraposicion a saber biologia o gramatica.

En los casos en que las matematicas se utilizan como elemento vehicu-
lar en un estudio de investigacion, hay que plantearse la importancia de sus
aportaciones a nuestra disciplina. Puede que sea una investigacion util en
otros campos, pero, si no trata las matemadticas de una manera rigurosa, es
poco probable que sirva a los profesores de esta materia.

En todo caso, hay que procurar no rechazar un estudio por considerarlo
poco ttil o informativo, simplemente porque no ha utilizado las mateméti-
cas de una forma integral o esclarecedora. Aunque podemos intentar aplicar
el criterio de estar relacionado con las matemadticas y su enseflanza para
decidir lo que debe ser considerado como una buena investigacién en edu-
cacidén matemadtica, debemos reconocer la naturaleza necesariamente inter-
disciplinar de nuestro campo. Debemos estar dispuestos a tomar ideas de
investigaciones realizadas en otros campos, en especial, pero no exclusiva-
mente, cuando éstas tienen alguna conexidén con la ensefianza/aprendizaje
de las matemadticas, incluso cuando de ellas se haya desprendido poca luz
obvia sobre nuestra disciplina.

CONCLUSION

(Por qué necesitamos criterios para investigar en nuestra disciplina? La
existencia de criterios, por muy provisionales o incompletos que sean, per-
mite a los investigadores valorar la calidad y las aportaciones del trabajo
propio y ajeno. No se pretende que el conjunto de criterios aqui discutido
sea algo fijo, exhaustivo, especial o definitivo. Estos criterios nos ofrecen,
simplemente, herramientas para pensar, plantillas para contrastar los pro-
blemas estudiados por la investigacion, los medios utilizados para investi-
gar esos problemas, los resultados obtenidos y la utilizacién hecha o por
hacer de dichos resultados. Dicho de otro modo, los criterios son lentes que
se pueden utilizar para visionar el paisaje de la investigacion.

La investigacion en didactica de las matemadticas debe continuar aspi-
rando a un estatuto cientifico. En este campo somos mds bien lentos en
reconocer que la ciencia se presenta en gran variedad de formas. Podemos
utilizar enfoques distintos y seguir haciendo ciencia.

Muchos investigadores interpretan inadecuadamente lo que es la cien-
cia. Siguiendo a Hume, se preguntan cémo podemos conocer aquello que
no hemos experimentado. Asumen que la ciencia ha de basarse en la expe-
riencia. Como la experiencia de un determinado individuo en el campo de
las matematicas es personal y, a la postre, dificil de conocer, habrd mucha
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gente que afirme que la investigacion en educaciéon matematica no puede
ser cientifica. Sin embargo, como sefiala Woolgar (1988), la ciencia no se
plantea esta pregunta de Hume. La ciencia no es inducida por la experien-
cia. El cientifico construye una representacion que luego determina los
objetos que hay que investigar. La pregunta es *“; como podemos conocer lo
que no hemos representado?” El conocimiento cientifico exige que traspa-
semos la experiencia y los hechos para llegar a las estructuras que producen
dichos hechos (House, 1991).

La ciencia nos ha dejado un importante legado que no debe abando-
narse o tratarse a la ligera. Tenemos que mantener una postura de sano
escepticismo respecto al trabajo propio y ajeno, a la vez que una disposi-
cidn, incluso un deseo, de someter ese trabajo a comprobaciones criticas.
Al usar criterios desarrollados a lo largo del tiempo, debemos continuar
preguntdndonos si nuestro trabajo responde a esos criterios, tal como ahora
los entendemos. Para juzgar la calidad cientifica —a pesar de que la ciencia
sea un esfuerzo humano sujeto a modas y errores— no debemos rechazar
las metodologias y estructuras cientificas, despreciar el andamiaje hasta
ahora erigido. No debemos abandonar los principios de la ciencia: vincula-
cién a estructuras tedricas, especificaciéon cuidadosa de procedimientos,
precision de significados, exhibicion publica de datos, presentacion acadé-
mica de resultados y apertura a la critica y a la refutacion.

A largo plazo, estamos intentando conseguir una comunidad en educa-
cién matemadtica en la que los profesores, realizando un trabajo profundo y
reflexivo, comprendan las posibles consecuencias de su quehacer. La inves-
tigacion puede ayudar al profesor a adoptar este planteamiento. Aunque no
se puedan establecer criterios definitivos de calidad, los educadores mate-
madticos deben mantener un nivel adecuado en sus investigaciones.
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CAPITULO 4

CABRI-GEOMETRA O UNA NUEVA RELACION
CON LA GEOMETRIA

COLETTE LABORDE

COAST, CNRS, LYON ET IMAG-LSD2 CNRS,
UNIVERSITE JOSEPH FOURIER, GRENOBLE

LLAS RELACIONES ENTRE EL DIBUJO
Y EL OBJETO GEOMETRICO

La geometria ensefiada trata de objetos tedricos pero pone también en
juego representaciones graficas, cuyo papel en el aprendizaje de la geome-
tria no es necesario destacar.

La figura como relacion entre el dibujo y el objeto
geométrico

En cuanto entidad material sobre un soporte, el dibujo puede ser conside-
rado como un significante de un referente tedrico (objeto de una teorfa
geométrica como la de la geometria euclidea o la de la geometria proyec-
tiva). La figura geométrica consiste en el emparejamiento de un referente
dado con todos sus dibujos, queda entonces definida como el conjunto de
pares formados por dos elementos, siendo el primer elemento el referente,
el segundo uno de los dibujos que lo representa; el segundo elemento se
toma del universo de todos los dibujos posibles del referente. El término
figura geométrica asi entendido remite al establecimiento de una relacién
entre un objeto geométrico y sus posibles representaciones. Visto asi, las
relaciones entre un dibujo y su referente construidas por un sujeto, lector o
productor del dibujo, constituyen el significado, para este sujeto, de la
figura geométrica asociada. Este significado corresponde a lo que Fishbein
(1993) llama figural concept.

Las relaciones entre dibujo y objeto geométrico se pueden caracterizar,
a grosso modo, por el hecho de que propiedades del objeto geométrico se
traducen graficamente por relaciones espaciales. Por ejemplo, un trazo rec-
tilineo que toca un trazado circular se puede interpretar, en una teorfa
geométrica, como una recta tangente a un circulo. Interesa sin embargo
subrayar la complejidad de las relaciones entre el dibujo y el objeto geomé-
trico; en efecto, el paso del dibujo al objeto geométrico es objeto de una
interpretacién por un sujeto humano. De ello se deduce que:

L. PUIG (ED.). INVESTIGAR Y ENSENAR. VARIEDADES DE LA EDUCACION MATEMATICA, 33-48
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(i) por una parte, un dibujo geométrico no es necesariamente interpre-
tado por su lector como algo que le remita a un objeto geométrico.

(ii) por otra parte las interpretaciones de un mismo dibujo en tanto que
significante de un objeto geométrico son multiples por dos razones: la
primera consiste en que las interpretaciones dependen del lector y de sus
conocimientos asi como del contexto; la segunda tiene que ver con la
naturaleza misma del dibujo, que por si solo no puede caracterizar un
objeto geométrico.

Precisemos estas afirmaciones que sirven de puntos de partida a nuestro
marco tedrico.

Un dibujo remite a los objetos tedricos de la geometria en la medida en
que el que lo lee decide hacerlo: la interpretaciéon evidentemente depende
de la teoria con la que el lector elige leer el dibujo, asi como de los conoci-
mientos de dicho lector. El contexto desempefia un papel fundamental en la
eleccidn del tipo de interpretacion.

Figura N° 1. Figura N° 2.

La Figura N° 1 se puede interpretar, por tanto, como el dibujo de una manza-
na a la que queda unido un trozo de tallo. En un contexto de matematicas, un
matematico reconocerd en ella, sin duda alguna, un circulo. Pero serd més re-
ticente a hacerlo en el caso del dibujo de la derecha (Figura N° 2), a pesar de
que el conjunto de marcas de tinta en el papel del dibujo de la derecha es pro-
bablemente una mejor aproximacién por minimos cuadrados a un circulo.

Este comportamiento encuentra explicacién si se tiene en cuenta la
eleccién del tipo de interpretacion del lector. El matematico en su contexto
de trabajo considera esos dibujos dentro de una interpretaciéon totalmente
geométrica y, ya que en esta interpretacion los dibujos deben remitir a obje-
tos establecidos por la teorfa, teniendo en cuenta el trazado a mano alzada,
intentard ver un circulo en el primero, mientras que dudarad si se trata de un
circulo o de una elipse en el segundo, a la vista de la exactitud aparente del
trazado.

Incluso un mismo dibujo geométrico se puede interpretar de multiples
formas y, en particular, la percepcidn interviene en la construccién de una
interpretacion siempre y cuando el lector no tenga sélidos conocimientos
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tedricos geométricos que le permitan ir mds alld de la primera lectura per-
ceptiva. Se ha podido asi poner de manifiesto que los aspectos perceptivos
(Duval, 1988, Mesquita 1989, Padilla, 1990) del dibujo pueden entorpecer
o por el contrario favorecer la lectura geométrica para alumnos de secunda-
ria, al atraer la atencién sobre elementos del dibujo no pertinentes para esa
lectura. Los alumnos de 3¢me' no reconocen con el mismo grado de facili-
dad la configuracién de Thales en los dos dibujos que siguen (Figura N° 3)
(Cordier & Cordier, 1991).

\[ N\

Figura N° 3.

En el transcurso del tiempo se han ido formando dibujos prototipo de obje-
tos geométricos (Noirfalise, 1991), como resultado de influencias a la vez
perceptivas y culturales (en sentido amplio y escolar). Algunos son harto co-
nocidos (cuadrado/rombo); otros, menos, como el del paralelogramo: el di-
bujo prototipo de un paralelogramo es, al menos en Francia, aquel en el que
la diagonal AC es perpendicular al lado AD (Figura N° 4); precisamente he-
mos aislado este caso tipico utilizando Cabri-gedmetra. Mariotti (1993) ha
mostrado cémo las imadgenes mentales estdndar de objetos sélidos interac-
tdan con lo que el sujeto visualiza y dan lugar a una imagen mental resultan-
te de un objeto inconsistente.

A B

Figura N°4.

En tanto que significante de un objeto geométrico, el dibujo indica propie-
dades de este objeto pero sélo lo hace parcialmente. Se puede unir un domi-
nio de funcionamiento al dibujo (conjunto de las propiedades geométricas
representadas por ciertas propiedades espaciales del dibujo). Asi un dibujo

1. Equivalente a 3° de Ensefianza Secundaria Obligatoria del sistema educativo
de Espaiia, 9° del de USA u 8° de la educacién bdsica colombiana. [Nota del editor.]
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no informa del dominio de variacion de los elementos del objeto geométri-
co. A partir de un dibujo, es imposible inferir si un punto de un segmento
pertenece sélo al segmento o a la recta soporte del segmento, si dos circulos
secantes lo son por hipétesis o pueden estar en una posicion relativa cual-
quiera. Es necesaria una descripcion discursiva que caracterice al objeto
geométrico para eliminar las ambigiiedades inherentes al dibujo (Duval,
1988; Parzysz, 1988).

A la inversa, todas las propiedades espaciales del dibujo no pueden ser
interpretadas como que remiten a propiedades del objeto: al dibujo estd
ligado un dominio de interpretacion. La posicion del dibujo en la hoja por
ejemplo estd fuera del dominio de interpretacion de los dibujos en tanto que
significantes de objetos de la geometria euclidea. Algunos problemas con
los que se han encontrado los alumnos se deben precisamente a que traba-
jan con un dominio de interpretacion distinto al de la geometria euclidea.

Las relaciones entre dibujo y objeto geométrico en la
ensefianza de la geometria

La ensefianza de la geometria ignora las relaciones entre objeto geométrico
y dibyjo al silenciar la diferencia entre ambos, o haciendo como si un lazo
natural los uniera. Querriamos retomar la tesis defendida por Berthelot y
Salin (1992) y el marco tedérico aferente desarrollado a propédsito de las
relaciones entre conocimientos espaciales y conocimientos geométricos: el
sacrificio de los conocimientos espaciales en provecho de los conocimien-
tos geométricos aboca a que la geometria enseflada se apoye sin control
sobre una relacion privilegiada con el espacio reservado para el tratamiento
de objetos pequeiios o de trazados que caben en una hoja de papel, sobre la
evidencia perceptiva: “se puede ver que...” (Bessot, 1993). Interpretamos
el que la ensefianza ignore las relaciones entre dibujo y objeto geométrico
en relacién con este sacrificio. La enseflanza desdefia la posibilidad de una
lectura espacial del dibujo y no considera mas que la lectura geométrica del
dibujo, desconoce la existencia del dominio de interpretacién de un dibujo:
la evidencia perceptiva se interpreta de modo natural e inmediato en ella en
términos geométricos. Es preciso decir que el lenguaje facilita esta confu-
sién espacial geométrica, ya que a menudo el mismo término designa la
propiedad espacial y la geométrica ligada a ella. Por esta indiferenciacién,
la ensefianza desconoce la especificidad de las relaciones entre dibujo y
geometria y no las toma como objeto de aprendizaje.

Se podria describir brevemente estas relaciones diciendo que, por una
parte, la geometria puede ser considerada como el resultado de una modeli-
zacion del dibujo, y que asi puede servir de instrumento de produccién y de
control del dibujo, o incluso de prediccion. Pero, inversamente, el dibujo en
geometria puede ser considerado como modelo del objeto geométrico
(Laborde, 1992), y asi ofrece un campo de experimentacion grafica (Cheva-
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llard, 1990). Puesto que la ensefianza ignora las relaciones entre dibujo y
objeto geométrico, este cardcter de experimentacion no es percibido, por
decirlo asi, por los alumnos y atin menos utilizado (afiadir a un dibujo ele-
mentos no mencionados en el enunciado o por el profesor no depende de
decisiones tomadas espontdneamente por los alumnos sino que necesita un
aprendizaje). En tanto que modelo de la geometria, el dibujo se presta a
experimentos que dan cuenta de preguntas planteadas en la teoria, traduci-
das luego al dibujo, y cuya respuesta en el dibujo no da una respuesta en la
teoria sino que proporciona supuestos, pistas para el trabajo tedrico. Asi, se
puede trazar un gran nimero de tridngulos y observar la inclinacién donde
concurren sus alturas.

Estas relaciones son sutiles, lo que significa que, para que los alumnos
sean conscientes de ellas, habria que desarrollar en la ensefianza

* situaciones problema que traten de dibujos, en las que la geome-
tria sea una herramienta eficaz de modelizacién y de solucidn;
por ejemplo, en las que permita hacer dibujos que satisfagan res-
tricciones dadas, de manera menos costosa que el tanteo contro-
lado por la percepcién y que la geometria garantice la correccion
del resultado: por ejemplo, la geometria nos asegura la tangencia
de una recta a un circulo cuando es perpendicular al radio.

e situaciones en geometria en las que el recurso al dibujo y la
experimentacion con él eviten perderse en soluciones tedricas
demasiado largas.

Con esta filosofia se han desarrollado desde hace algunos afios entornos in-
formadticos que ofrecen un sistema de representacion de objetos geométricos
mediante dibujos en la pantalla del ordenador que pueden ser producidos por
medio de comandos dados en un lenguaje geométrico. Estos objetos en la
pantalla presentan un dominio de funcionamiento mas extenso que los dibu-
jos con ldpiz y papel, y permiten descalificar algunas interpretaciones ilici-
tas. Cabri-geémetra es uno de ellos. Lo introducimos en el apartado
siguiente.

CARACTERISTICAS DEL ENTORNO CABRI-GEOMETRA

Dos caracteristicas importantes de este entorno informdtico (para una des-
cripcion del entorno ver Bellemain & Caponi 1992 y Laborde & Straesser
1990) residen en la coexistencia de primitivas de dibujo puro y primitivas
geométricas y en la manipulacion directa del dibujo. Si se desplaza con la
ayuda del ratén uno de los elementos base del dibujo, éste se deforma res-
petando las propiedades geométricas que han servido para su trazado y las
que se deriven de ellas; por consiguiente, si se ha realizado un dibujo
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mediante primitivas de dibujo puro, es decir a ojo, pierde sus propiedades
espaciales aparentes en su estado original al desplazar uno de sus elemen-
tos. La Figura N° 5 representa un paralelogramo obtenido trazando 4 seg-
mentos colocados a ojo en la pantalla (los vértices son los puntos bésicos),
a la izquierda en su estado original y a la derecha después de desplazar A.

A
A B B
D C D C
Figura N°35.

El trazado en la pantalla de un dibujo ligado a un objeto geométrico tiene
que conservar en el transcurso del desplazamiento las propiedades espacia-
les que dan cuenta de las propiedades geométricas de ese objeto, entonces
tiene que hacerse mediante las primitivas geométricas (tales como punto
medio, mediatriz, recta paralela, recta perpendicular, etc.). De esta manera,
la exigencia de comunicar al programa un procedimiento geométrico de
construccion permite caracterizar el objeto geométrico (nos encontramos de
nuevo la necesidad que hemos mencionado antes de la descripcién discursi-
va del objeto geométrico para su caracterizacion).

En el trazado en la pantalla del dibujo de un objeto geométrico, la inte-
raccién entre las dos caracterfsticas del programa es, por tanto, lo que trae
consigo el uso de las primitivas geométricas, como indica el esquema de la
Figura N° 6. El programa ha sido elaborado con la idea de que este paso por
las primitivas geométricas deberfa favorecer el uso de conocimientos
geométricos.

E— e N
rimitivas de dibujo puro L
sujeto P JO puty | Cabri-gedmetra
desplazamiento > t
— .
retroaccion perceptiva
»
primitivas geométricas
J (& J

Figura N°6.
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El entorno responde pues a la intencidn de ofrecer un sistema de significan-
tes que tenga un dominio mayor de funcionamiento en relacién con la geo-
metria y que haga mas evidentes los limites del dominio de interpretacion.
Dado que el desplazamiento del dibujo estd controlado por una teoria
geométrica (a grosso modo la de la geometria euclidea), el entorno da cuenta
en particular de la variabilidad de los elementos del objeto geométrico y de
su dominio de variacién (extensién del dominio de funcionamiento) y per-
mite descalificar interpretaciones no pertinentes (puestas en evidencia de los
limites del dominio de interpretacion): en efecto, las propiedades atribuidas
al objeto por haber sido leidas en un dibujo estético que las representa tienen
muchas probabilidades de dejar de cumplirse aparentemente al deformar el
dibujo.

El campo de experimentacion ofrecido por el dibujo en los dibujos con
lapiz y papel estd limitado por razones materiales (imprecision del trazado,
imposibilidad de hacer temporalmente invisible una parte del dibujo, limi-
tacion del nimero de elementos que hay que gestionar). El entorno Cabri-
gedmetra, no sélo por su funcionalidad de editor grafico sino también por
los conocimientos geométricos que integra, amplia el campo de experimen-
tacion posible. Ahora bien, tanto las acciones posibles como los retornos
correspondientes, no sélo se amplian, sino que resultan ser de naturaleza
diferente al estar basados en conocimientos geométricos. El tipo de repre-
sentacion gréfica que da el entorno es distinto, por tanto, del dibujo con
lapiz y papel. Para sefialar esta diferencia en lo que sigue, llamaremos
Cabri-dibujo a una representacion gréifica en la pantalla de Cabri-gedmetra.

Podemos esperar nuevas posibilidades de organizacion de las situacio-
nes de aprendizaje y cambios en la conducta de los alumnos.

LAS RETROACCIONES DEL ENTORNO INFORMATICO

El desplazamiento por manipulacién directa es uno de los componentes
importantes de Cabri-gedmetra, que ofrece la retroaccién a las acciones del
alumno.

La importancia del caracter exterior de las retroacciones

Como el desplazamiento se basa en conocimientos de geometria, permite
una retroaccion exterior mas rica sobre una misma produccion del sujeto.
Tomemos el ejemplo de un alumno que tenga que resolver una tarea que
describiremos en términos cldsicos como una tarea de construccioén de una
figura que satisfaga unas condiciones dadas (en nuestros términos, seria
una tarea de trazado de un dibujo de un objeto geométrico dado, producido
por un procedimiento controlado por conocimientos geométricos). En un
contexto de lapiz y papel, el alumno puede dar la vuelta al papel y ver el
dibujo en diferentes posiciones, pero no puede hacer variar los elementos
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variables mds que trazando otro dibujo, es decir, emprendiendo otra accién
basada en sus conocimientos.

No hay, por tanto, retroaccién exterior sobre la misma produccién del
sujeto que puede perfectamente cambiar de forma implicita, e incluso
inconsciente, el procedimiento de trazado en la produccién de nuevas ins-
tancias del dibujo. El recurso al desplazamiento contiene en si mismo el
uso de conocimientos: la ventaja de ello es que estas retroacciones proce-
den de un dispositivo externo al sujeto e independiente del profesor y, de
esta manera, son susceptibles de hacer evolucionar al sujeto.

Utilizacion en interaccion de las posibilidades de accion y
de retroaccion

Como en toda situacidn, las retroacciones del medio pueden venir solicita-
das por el sujeto que decide entregarse a algunas acciones cuya sancion por
el medio proporcionard elementos de informacién sobre su produccién. Se
trata en cierto modo de una experimentacion en el modelo proporcionado
por el entorno informatico.

El entorno Cabri-gedmetra permite este tipo de experimentacion a tra-
vés de la conjugacién del uso de las primitivas geométricas y del desplaza-
miento: para verificar asi que dos rectas son perpendiculares, se traza la
perpendicular a una de las rectas y se verifica que al desplazarla permanece
confundida con la otra recta.

El sujeto puede entregarse incluso a una experimentacion basada en un
célculo de inferencias: muestra la equivalencia de la propiedad P que hay
que verificar y otra propiedad P’, que puede verificar por el procedimiento
indicado més arriba. Por ejemplo, para verificar que ha construido bien un
rombo, puede trazar la mediatriz de una diagonal y verificar la coincidencia
de esta mediatriz con la otra diagonal en el transcurso del desplazamiento.

En un andlisis de un Cabri-dibujo dado, que tenga como finalidad des-
cubrir las dependencias geométricas entre propiedades del objeto geomé-
trico, otro tipo de experimentacién posible consiste en suprimir relaciones
geométricas entre elementos y en verificar si las relaciones que se suponian
dependientes dejan de cumplirse.

La repeticiéon

Margolinas (1993, pag. 117) puso de manifiesto la importancia de la repeti-
cién del problema en los trabajos de ingenieria didactica, que hasta enton-
ces no se habian tenido en cuenta en el plano tedrico. Muestra bien que no
se trata en modo alguno de una consecuencia de una opcién conductista en
la que la repeticion de la confrontacién con estimulos permitiria un apren-
dizaje por refuerzo sino de una consecuencia de una opcién constructivista:
la repeticion de la confrontacion con el mismo problema permite al alumno
construir un sentido del problema (proceso de transferencia de responsabi-
lidad?), lo “hace cada vez mds consciente de lo que le impulsa a actuar”. La
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repeticion es interesante cuando las retroacciones no son simplemente del
estilo “verdadero o falso” sino de naturaleza rica. Al usar Cabri-gedmetra
de forma habitual durante un periodo prolongado en clases de 4eme’ y
3eme (Capono & Laborde 1994), se pudo constatar en la resolucién de pro-
blemas una ausencia de renuncia por parte de los alumnos, casi siempre
una implicacién importante, procedente de la sucesién de numerosos inten-
tos de solucidén, y —ciertamente con menos frecuencia— una evolucién de
las soluciones.

UNA NUEVA RELACION CON LA GEOMETRIA

Las situaciones adidécticas en geometria apuntan a que

* las estrategias de solucién basadas en conocimientos geométri-
cos aparezcan como mds eficaces que las estrategias empiricas o
basadas en la percepcion. “La geometria resulta de una astucia,
de un desvio cuya ruta indirecta permite acceder a lo que sobre-
pasa la préctica inmediata” (Serres 1993, pag. 196);

* esas estrategias no sean la respuesta a expectativas externas al
problema que el alumno cree adivinar, por ejemplo, en el profe-
sor o el autor del problema.

Aqui, nuestra atencidn se dirige a las situaciones que dan sentido a la nocién
de figura geométrica: estas situaciones ponen en juego un dibujo que puede
ser interpretado como representante de un objeto geométrico con la ayuda
de un andlisis geométrico. Para que esta interpretacion tenga lugar, es nece-
sario que el problema que hay que resolver la solicite, es decir, que la reso-
lucién del problema conduzca a un tratamiento geométrico. En el apartado
siguiente pretendemos determinar las modificaciones que aporta Cabri-ged-
metra a las caracteristicas de las situaciones: ;qué nuevo tipo de maneras de
actuar es susceptible de favorecer en los alumnos un entorno como Cabri-
gedmetra? ;Qué nuevo tipo de situaciones adidacticas resultan ser posibles?

. Qué problemas en el entorno Cabri-geémetra?

Podemos distinguir dos tipos de problemas segtn la produccién pedida a
los alumnos:

2. En el original francés, ‘dévolution’. Esa palabra francesa es un falso amigo de la palabra
castellana ‘devolucion’. En francés es, en realidad, un término juridico que significa “la trans-
mision por ley de un bien o un derecho de una persona a otra”; en la didactica de las matema-
ticas es un término introducido por Guy Brousseau, precisamente para indicar el proceso por
el cual la responsabilidad sobre el régimen de la verdad se transfiere del profesor al alumno.
[Nota del editor].

3. Equivalente a 2° de Ensefianza Secundaria Obligatoria del sistema educativo

de Espaiia, 8° del de USA o 7° de la educacidn bdsica colombiana. [Nota del editor.].
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* problemas de produccién de Cabri-dibujos,

* problemas de demostracién.

En el primer tipo de problemas, la produccién pedida es, como se ha visto,
de naturaleza nueva: no se trata de hacer un trazado sino un dibujo en la pan-
talla que conserve ciertas propiedades espaciales impuestas cuando se des-
place uno de los puntos bésicos del dibujo. La tarea para el alumno consiste,
por tanto, en elaborar un procedimiento de produccién del Cabri-dibujo, ba-
sado en las primitivas geométricas disponibles.

Ademads del nuevo caricter de la produccion pedida, el desplazamiento
introduce nuevos tipos de problemas:

e producir Cabri-dibujos con un comportamiento restringido por
lo que respecta a su desplazamiento,

* la buisqueda de la genericidad del procedimiento de construc-
cion,

e a reproduccién de un Cabri-dibujo dado en la pantalla, que se
pueda explorar gracias al desplazamiento.

Un Cabri-dibujo es un dibujo dindmico; ademads de la invarianza de las pro-
piedades espaciales, se puede imponer restricciones especificas de movi-
miento. Por ejemplo, se puede pedir la produccién de un tridngulo equildtero
que gire alrededor de su centro. Esto viene a ser lo mismo que imponer los
puntos fijos, los puntos mdviles del Cabri-dibujo y ciertas trayectorias. Ju-
gamos aqui con la nueva naturaleza del Cabri-dibujo: es un dibujo cuyos ele-
mentos describen trayectorias, que o bien se reducen a un punto del plano o
aun subconjunto de puntos del plano o al plano entero. La geometria se con-
vierte en este problema en una herramienta de modelizacién de las relacio-
nes espaciales del dibujo en el transcurso del movimiento. Este tipo de
situacioén requiere, por tanto, un andlisis en términos geométricos.

Ciertos procedimientos de construcciéon dependen de las posiciones res-
pectivas de ciertos elementos basicos y se modifican profundamente si
estas posiciones cambian. Piénsese por ejemplo en el procedimiento de
obtencion de una tangente a un circulo de centro O que pase por un punto P
dado: el procedimiento habitual cambia segin que el punto esté sobre el
circulo o fuera de él. En el primer caso, se traza la perpendicular al radio;
en el segundo, un circulo de didmetro PO. Si desplazamos P, la tangente
obtenida permanece tangente al circulo hasta desaparecer cuando P se lleva
sobre el circulo. La produccién de Cabri-dibujos conduce, por tanto, a un
nuevo tipo de problemas: el del cardcter genérico de un procedimiento de
construccion.

En la reproduccién de dibujos con ldpiz y papel, los conocimientos
geométricos son susceptibles de ser una herramienta eficaz, pero se sabe
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también que el trazado empirico controlado simplemente por la percepcion
puede suministrar un trazado visualmente satisfactorio. La reproduccion de
Cabri-dibujos descalifica el trazado empirico controlado por la visualiza-
cién. Exige ademds el reconocimiento de invariantes geométricos de ese
Cabri-dibujo con respecto a los desplazamientos, o, hablando con propie-
dad, necesita que se reconozcan propiedades geométricas con ayuda de
invariantes espaciales del dibujo en el desplazamiento. Este tipo de pro-
blema pone pues el acento especialmente en la correspondencia entre la
visualizacion de invariantes espaciales y su descripcion geométrica. Llama-
mos caja negra a esas situaciones problema en las que los alumnos tienen
que reproducir un Cabri-dibujo dado en la pantalla de forma que se obtenga
un Cabri-dibujo que tenga un comportamiento idéntico con respecto al des-
plazamiento. Tales actividades pueden ser usadas en el aprendizaje de las
transformaciones geométricas.

La demostracion es susceptible de adquirir un estatuto distinto en el
Cabri-gedmetra en la medida en que permite explicar fendmenos visuales o
incluso la imposibilidad de fendmenos visuales. Asi alumnos de 5eme*
(Bergue 1992) se preguntaron si un tridngulo podia tener dos dngulos obtu-
sos. La precision del programa y el desplazamiento continuo asegura a los
ojos de los alumnos la imposibilidad de obtener tal tridngulo. Estan enton-
ces en condiciones de hacer suya la pregunta por la explicacién de tal
imposibilidad. Hay transferencia de la responsabilidad (Brousseau 1986)
del problema de la demostracién matematica de la inexistencia de tales
tridngulos. La demostracion adquiere, como consecuencia de ello, un esta-
tuto distinto: el de explicar propiedades espaciales en contradiccion con las
esperadas por los alumnos. Otra fuente de problemas que llevan a una
demostracion consiste en pedir que se encuentren las condiciones que debe
satisfacer un objeto geométrico para obtener en la pantalla un caso particu-
lar resistente al desplazamiento. Por ejemplo, siendo A, B, C tres puntos
fijos, (qué condiciones debe cumplir D para que las mediatrices del cuadri-
latero ABCD se corten en un unico punto? (Figura N° 7). Los alumnos tie-
nen la posibilidad de obtener manualmente el trazado del punto D
intentando satisfacer visualmente las restricciones de interseccion de las
cuatro mediatrices. Obtienen lo que uno de nuestros colegas, J. F. Bonnet,

4. Equivalente a 1° de Ensefianza Secundaria Obligatoria del sistema educativo
de Espaiia, 7° del de USA 0 6° de la educacién bdsica colombiana. [Nota del editor].
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llama un lugar blando. De nuevo la demostracién aparece como un medio
para estar seguro de la naturaleza de ese lugar blando.

Figura N°7.

Discusion del caracter adidactico de las situaciones de
produccion de Cabri-dibujos

El cardcter adidéactico de las situaciones de produccién de Cabri-dibujos
puede parecer mas facil de satisfacer por dos razones:

se trata de hacer hacer y no de hacer un dibujo; los alumnos tie-
nen que comunicar un procedimiento de trazado al dispositivo y
no hacer el trazado por s{ mismos. El dispositivo obliga a la dis-
tincién entre trazado y procedimiento de trazado. Por otra parte
el profesor estd ausente en el proceso de comunicacién con el
dispositivo.

un Cabri-dibujo es por definicién un dibujo que conserva en el
transcurso del desplazamiento las propiedades espaciales que
dan cuenta de las propiedades geométricas ligadas al objeto
geométrico que representa; los procedimientos de trazado a ojo
son descalificados por el dispositivo mismo. El programa ofrece
gracias al desplazamiento una invalidacién de los trazados a ojo
y los alumnos son conducidos a usar eficazmente primitivas
geométricas para obtener el trazado en la pantalla de un Cabri-
dibujo de un objeto geométrico.

Pero ;es posible a partir de esta constatacion establecer dos hipdtesis adicio-
nales segin las cuales

(i) pedir que los alumnos hagan un Cabri-dibujo fijando el conjunto de
primitivas geométricas disponibles abrirfa la posibilidad de una bus-
queda de lo que espera el profesor y favoreceria asi la biisqueda por
parte de los alumnos de procedimientos que se apoyen en conocimientos
geométricos?

(ii) el recurso a primitivas geométricas se apoyaria necesariamente en un
tratamiento geométrico?
jEvidentemente no!
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Querriamos matizar estas hipdtesis, que dan un cuadro demasiado con-
trastado de las relaciones entre alumnos y maquina.

Por una parte, hay fenémenos de contrato que son susceptibles de pro-
ducirse, asi ciertas primitivas geométricas pueden surgir a los ojos del
alumno como mds deseables de utilizar que otras para el ensefiante.

Por otra parte, establecemos la hipétesis de que las estrategias empiri-
cas de los alumnos estdn reforzadas por el hecho de que hay un nimero
limitado de comandos de construccién: pueden elegir tratar de construir el
Cabri-dibujo pedido mediante el tanteo sucesivo de diversas combinaciones
de mends, y ain méas puesto que el nimero de primitivas es reducido. No es
el uso de conocimientos geométricos lo que controla el proceso de trazado
sino la busqueda de una serie de ments que conduzcan a un Cabri-dibujo,
que serd validado por el desplazamiento. La concepcion de situaciones adi-
décticas de construccién geométrica con Cabri-geémetra debe tener en
cuenta la importancia de esta dimensién empirica, eligiendo para ser reali-
zados trazados para los que tales estrategias sean costosas y no conduzcan
al éxito.

Hemos podido constatar ademds que se establece un juego entre una
actividad perceptiva favorecida por el desplazamiento, una estrategia com-
binatoria y el uso de conocimientos de geometria en las situaciones en que
los alumnos tienen que producir un Cabri-dibujo a partir de una caracteri-
zacion discursiva. Los alumnos atacan el problema mediante combinacio-
nes sistemdticas de menus sobre los objetos existentes, pero puede suceder
que descubran en el momento del desplazamiento uno de los invariantes
geométricos pedidos pero asociado a otros objetos distintos de los desea-
dos. Se sitian entonces en una problemdtica geométrica al intentar volver a
obtener este invariante entre los objetos deseados y, para ello, analizan
geométricamente lo que han hecho de forma empirica: la geometria se con-
vierte en un medio que les permite controlar la reproduccién de un inva-
riante obtenido de forma aleatoria.

LA GEOMETRIA COMO HERRAMIENTA
DE MODELIZACION

Los saberes geométricos se pueden utilizar también en el entorno Cabri-
gedmetra como herramientas para resolver problemas no geométricos. Per-
miten la modelizacién de fendmenos, por ejemplo fisicos, como la modeli-
zacion geométrica en Optica relativa a la reflexién en un espejo o a la
refraccion en una lente. Pero la geometria puede también modelizar situa-
ciones algebraicas y numéricas: la suma o el producto de dos nimeros se
puede representar geométricamente. Las representaciones gréficas de fun-
ciones polinémicas o de fracciones racionales pueden obtenerse como
lugares geométricos en Cabri-gedmetra.
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Mais abajo figura una ilustracion del problema bien conocido de la caja
(Figura N° 8). Se trata de cortar cuatro cuadrados de lado & de las cuatro
esquinas de un cuadrado de cartén de lado a. Se obtiene el desarrollo de
una caja y se busca el valor de & que haga que la caja sea de volumen
méximo. Se ha representado el desarrollo, la caja en perspectiva y el gréfico
del volumen en funcién de /& de manera que toda variacién continua de &
producida por el deslizamiento del rat6n sobre el desarrollo repercuta con-
tinuamente sobre el dibujo en perspectiva y sobre la posicién de M en el
gréfico. Las tres representaciones se hacen con las primitivas geométricas
de Cabri-geémetra, incluso el grafico del volumen.

Esta correspondencia entre tres tipos de representacion de un mismo
objeto es interesante por una doble razén: muestra la diversidad de registros
de expresién matemdtica que reposan en las relaciones espaciales, pero
también su especificidad. La geometria, teoria del espacio, aparece enton-
ces como una poderosa herramienta de expresion y de simulacion.

Figura N°8.

CONCLUSION

El reconocimiento visual es susceptible de desempefiar un papel importante
en el entorno Cabri-gedmetra. Ahora bien, el reconocimiento visual de pro-
piedades espaciales asociadas a las propiedades geométricas no es esponta-
neo y debe ser objeto de aprendizaje. La asociaciéon entre visual y
geométrico es dificil que adquiera sentido en el entorno de lapiz y papel,
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que aplasta la distincion entre visual y geométrico (estrechez del dominio
de funcionamiento y ausencia de limites aparentes del dominio de interpre-
tacion). Como ya se ha dicho, el entorno Cabri-geémetra a sido concebido
para permitir la distincion entre visual y geométrico. La observacion de los
alumnos muestra que lo geométrico puede aparecer en Cabri-gedmetra ade-
mads como un medio de reproducir lo visual o de explicarlo (explicacién del
comportamiento de un Cabri-dibujo). Lo geométrico no se construiria en
este entorno solamente para paliar los limites de lo visual, sino también
ligado a lo visual: lo geométrico es una herramienta de modelizacion de lo
visual. Esta es una dimension que nos parece interesante en la medida en
que la geometria encuentra su origen en el control de los fendmenos espa-
ciales.

Entre el aplastamiento entre visual y geométrico, por una parte, y la
ruptura entre estos dos aspectos, por otra, nos parece posible una via dis-
tinta en que el aprendizaje de la geometria en sus inicios consistiria en el
aprendizaje del control de las relaciones entre lo visual y lo geométrico. El
entorno Cabri-gedmetra ofrece posibilidades de organizacién de un medio
para el aprendizaje de este control por tres razones:

* los fenémenos visuales adquieren importancia por la dimensién
dindmica del Cabri-dibujo;

* estos fendmenos estdn controlados por la teoria ya que son el
resultado de una modelizacién grafica de un modelo analitico de
ciertas propiedades geométricas;

* el sinndmero de posibilidades de situaciones geométricas que
pueden ser visualizadas con un gran nimero de objetos y en
forma precisa.
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CAPITULO 5

FORMACION DE INVESTIGADORES EN
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ANTECEDENTES

Los especialistas en el drea de conocimiento sefialan los origenes de la
Investigacion en Didactica de la Matemadtica a finales del siglo XIX,
cuando los sistemas educativos nacionales comenzaron a establecer la pre-
paracion y formacién de los Profesores de Matematicas dentro de la educa-
cién superior. (Kilpatrick, 1994). Conforme los paises comenzaron a
implantar sistemas escolares nacionales encontraron que necesitaban una
gran cantidad de profesorado cualificado, con una formacién profesional
adecuada. Aunque la investigacion no surgié en las primeras instituciones
de ensefianza superior para la formacién del profesorado, con el tiempo, y
de forma diferente en paises diferentes, la educacién matematica llegé a ser
reconocida como materia universitaria. Las expectativas de que las perso-
nas implicadas en la formacién de profesores de matematicas en la univer-
sidad debieran investigar, y no sélo ensefiar, llevd a muchas de estas
personas a iniciar investigaciones en educacion matemadtica.

En estos comienzos se ha destacado la influencia de los matemadticos
profesionales: Klein, con sus objetivos de reforma de planes de estudio y
formacién de profesores, la Comisién Internacional para la Ensefianza de
las Matematicas (ICMI), fundada en 1908, con los primeros estudios com-
parativos sobre el estado de la ensefianza de las matemadticas en diversos
paises y la edicion de la revista L’Enseignement Mathematique , Poincaré,
etc. También es destacable la influencia de los psicélogos desde los
comienzos: los estudios de Binet con sus contribuciones a la psicologia del
pensamiento e iniciador de los tests de inteligencia, Galton y sus trabajos
sobre la herencia de la habilidad mental, Pearson, Burt y Spearman con su
fundamentacién de la psicologia diferencial, estdn entre los pioneros de
esta contribucion de la psicologia a la investigacion sobre los problemas del
aprendizaje de las matemadticas.

La comunidad de educadores matemdticos no se articula, sin embargo,
hasta después de la Segunda Guerra mundial; en esta época surge un

L. PUIG (ED.). INVESTIGAR Y ENSENAR. VARIEDADES DE LA EDUCACION MATEMATICA, 49-62
© 1997. “UNA EMPRESA DOCENTE” & GRUPO EDITORIAL IBEROAMERICA
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amplio movimiento internacional, con desarrollo considerable en algunos
paises. Durante los 50 y los 60 comenzaron a proliferar documentos de
orientacion sobre la ensefianza, dirigidos a profesores en ejercicio y basa-
dos en estudios e investigaciones. La educacién matematica en estos afios
desarrolla su propio cuerpo de literatura de investigaciéon y comienza a
superar los estudios convencionales, con la incorporacién de otras fuentes y
modelos distintos de los basados en la psicologia.

Las propuestas para la reforma del curriculo de matematicas se intensi-
fican durante los 50, lo que lleva a disefiar planes de investigacion para diri-
gir la mejora de los cursos de matematicas y su ensefianza. El liderazgo de
estos esfuerzos tiene lugar en USA, concretdndose en varios informes de
cardcter nacional. Uno de los informes mas conocidos, A Survey of Mathe-
matical Education: the Causes of Student Dropout, Failure and Incompe-
tence at the Elementary and Secondary Levels (Dyer, Kalin y Lord, 1956),
recomendaba la formacién de un comité de investigacién en educacién
matematica que pudiese asesorar sobre el desarrollo de esta investigacion.
Se mantienen durante esta época los esfuerzos por coordinar el trabajo de
expertos en diferentes materias: matematicos, psicélogos, educadores, pro-
fesores de aula y usuarios de las matematicas; estos esfuerzos se concretan
en la organizacién de encuentros y en la elaboracién y realizacién de pro-
yectos conjuntos.

A finales de la década de los 60 tienen lugar tres conferencias importan-
tes en USA, en las que se establecen las bases del desarrollo posterior de la
investigacion en educacion matemadtica. La primera conferencia se celebrd
en 1965, en el Centro de Profesores de la Universidad de Columbia, y cen-
tré su atencién en los recursos necesarios para la investigacion, destacando
la necesidad de un servicio que proporcionara acceso a la informacién del
momento sobre los problemas de la educacién matemadtica a nivel interna-
cional.

La segunda conferencia tuvo lugar en 1967 en la Universidad de Geor-
gia 'y supuso el comienzo real de la interdisciplinariedad en la investigacién
en educacién matematica. Esta conferencia se centré en identificar los pro-
blemas, modelos tedricos, disefios de investigacion y métodos adecuados
en cada caso. La conferencia puso de manifiesto la complejidad de la tarea
de investigacion en educacién matemadtica; también sirvid de aliviadero a
las muiltiples quejas sobre la calidad y cantidad de la investigacion exis-
tente. Se asumié como rasgo distintivo la complejidad de la investigacion
en este campo y la aceptacién de que la comunidad de investigadores es
una comunidad diversa.
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INSTITUCIONALIZACION EN LA UNIVERSIDAD

La tercera conferencia tuvo lugar en la Universidad de Cornell en 1968. El
objetivo de esta conferencia estuvo en determinar las condiciones institu-
cionales y cientificas para incorporar las investigaciones en educacién
matematica en los grados académicos universitarios. Gran parte de la dis-
cusion estuvo dedicada a determinar criterios para un programa de calidad
en la investigacion sobre educacion matemaética.

Un dato importante de esta conferencia estuvo en el énfasis puesto para
implicar a los investigadores matemadticos en tareas de investigacién en
educacion matemadtica, en la discusion sobre la mejor estrategia para desa-
rrollar programas de doctorado sobre educaciéon matemaética y las condicio-
nes necesarias para ello. El interés de la discusion y conclusiones llevo a la
publicacién de un trabajo en el Educational Studies in Mathematics, cuyo
resumen de ideas principales presentamos:

La expansion hacia un sistema de educacion obligatoria desde Pre-
escolar hasta los 18 afios parece, en este momento, un objetivo a lo-
grar; esto producird una expansion considerable en la Universidad.
Al igual que ocurre en otras dreas, la carencia de profesores de ma-
temdticas para esta expansion es una materia de estudio y reflexion.
Ninguna organizacion gubernamental ni profesional estd prestando
atencion adecuada al problema de la preparacion y cualificacion del
profesorado de matemdticas. Debe aumentar el niimero de profeso-
res preparados en todos los niveles, desde el Preescolar a la Univer-
sidad, y esa preparacion debe mejorar; se debe dirigir la
investigacion para dominar los siguientes problemas:

1. Ayuda a los alumnos de aprendizaje lento.

2. Diseiio de estrategias para el avance de los alumnos retrasados.
3. Oferta de variedad de formaciones a los alumnos que concluyen
sus estudios.

4. Mejora en la educacion profesional.

5. Formacion de especialistas en educacion matemdtica.

6. Fomento a los contactos entre la Universidad y los centros de ba-
chillerato.

7. Organizacion sistemdtica de la educacion matemdtica.

Los asistentes a este congreso consideraron que, para los propositos de su
trabajo la educacién matematica puede definirse como un campo de activi-
dad e investigacion erudita, dirigido al conocimiento y comprension de los
procesos implicados en la ensefianza y aprendizaje de las matematicas y en
la creatividad matematica.

La Educacién Matemadtica debe ser libre para inspirarse en los recursos
de la comunidad de investigadores matematicos y debiera prestar una aten-
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cién mds consciente a los problemas cuyas soluciones son aplicables mas
directamente a las situaciones educativas existentes. Esta combinacion de
la experiencia de la investigacion matemadtica con los problemas escolares
no se encuentra con frecuencia.

Entre las criticas que se realizaron en esta conferencia tenemos las
siguientes:

1) Los resultados de investigaciéon en Educacién Matemadtica no se han
aplicado en las escuelas. Este fracaso puede atribuirse a muchos facto-
res: las aplicaciones estuvieron planificadas inadecuadamente; la inves-
tigaciéon se realizd con un propdsito completamente distinto (por
ejemplo para obtener una graduacién); no existié6 comunicacién con las
escuelas; la investigacion fue esencialmente trivial, etc.

2) Los informes de muchas de las investigaciones fallaron en expresar con
claridad los supuestos del trabajo, conocimiento que es esencial si los
resultados van a emplearse en otras circunstancias.

3) Las innovaciones curriculares y la practica docente han resultado esca-
samente orientadas por resultados de investigacion. La utilidad de una
investigacion en cualquier campo parece depender directamente de la
significacién de sus resultados e, inversamente, de la cantidad de trabajo
que se requiere para determinar si tienen alguna significacion.

4) La Educacién Matematica necesita de un marco tedrico estructurado
que haga posible situar cualquier investigacién dentro de un contexto,
como puede hacerse con la investigacién en matematicas.

Por todo ello, se consideré que si la Educacién Matemadtica se orientaba
como una actividad académica, era necesario encontrar un lugar en el siste-
ma universitario. Puesto que entonces no existia un espacio adecuado con-
venia proponer alguno.

Se insisti6 fuertemente que la Educacion Matematica debiera encontrar
su lugar en las universidades, dentro de una investigacién generalizada
sobre el curriculo y un desarrollo de actividades, con problemas de investi-
gacion surgiendo de esta actividad. Un problema obvio en la relacién de la
Educacién Matematica con la comunidad matemadtica supone el reconoci-
miento universitario de quienes la trabajan y los mecanismos instituciona-
les de recompensa. Quitando casos excepcionales, los que se impliquen
principalmente en Educacién Matemdtica no serdn miembros de la comuni-
dad que investiga matemadticas ni tampoco miembros de la comunidad de
Educacion. En consecuencia, si este campo disciplinar debe lograr una
identidad valida, distinta de las matematicas y la educacién, debieran exis-
tir normas apropiadas, y generalmente aceptadas, con respecto a las cuales
se pueda establecer el éxito o el fracaso.
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Fue un sentimiento compartido que una de las cualificaciones mas
importantes para trabajar en Educacion Matemadtica es un alto nivel de peri-
cia y habilidad en matemadticas, de mayor consideracion segin aumenta el
nivel educativo de las matemadticas en las que el investigador estd traba-
jando. Todos los que estén en el campo deben estar capacitados para distin-
guir entre matemdticas correctas e incorrectas en todos los niveles
ligeramente superiores a aquel en el que se encuentra trabajando; éste es un
requerimiento sustancial que cualquier programa de formacién en Educa-
cién Matematica debe tener en cuenta. Algunos de los mejores investigado-
res en Educacién Matemadtica actual tienen un doctorado en matematicas y
experiencia investigadora en matematicas. Esta cantidad de preparacién
matematica no debiera considerarse excepcional, antes bien una meta a la
que acercarse tanto como sea posible. Una solucién a este problema de for-
macioén estarfa en la participacion significativa en Educaciéon Matematica
de algunos de los que investigan en matematicas.

Por tanto, parecié conveniente que para que la Educacién Matemdtica
consolidara su posicién como campo académico respetable, tanto la investi-
gacién como las personas implicadas debieran ser necesariamente de nivel
académico superior.

La investigacién curricular y los centros de desarrollo en las universida-
des podrian proporcionar el entorno para programas de graduacién con sen-
tido en Educacién Matemética y también validar la Educacién Matematica
como actividad académica. Si se estableciesen tales programas de gradua-
cion relativos a Educacion Matemadtica podrian proporcionar personas con
buena cualificacion para la investigacion en este campo, con posibilidad de
situarlos en los departamentos universitarios.

La principal razén para establecer un doctorado en Educacién Matema-
tica debe ser alcanzar excelencia en la investigacién en este campo y no
mantener la excelencia de la investigacion en matematicas.

El articulo concluye con una extensa lista de posibles trabajos de inves-
tigacion en Educacion Matemadtica agrupados en cinco grandes epigrafes:

1) Fundamentacién profesional.

2) Andlisis didactico de contenidos matematicos.
3) Estudios psicolégicos.

4) Desarrollo curricular.

5) Implementacién experimental.

Este Congreso abord6 claramente las dificultades de la institucionalizacién
universitaria de la Educacién Matemdtica como disciplina diferenciada y
auténoma, y ofreci6 soluciones cuyas lineas generales han permitido el de-
sarrollo actual (Long, Meltzer y Hilton, 1970).
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Aunque algunas de las denuncias formuladas en el afio 70 atin mantienen
su actualidad, la conferencia de Cornell supuso el punto de arranque de la
institucionalizacién en la Universidad norteamericana de la investigacion en
educacion matemadtica. A partir de los 70 diversas universidades europeas
van incorporando planes académicos de formacién de investigadores y, en
algunos casos, programas de doctorado especificos.

CONTEXTO ESPANOL

Mientras el panorama internacional de la investigacién en Didéctica de la
Matematica comienza a despegar durante los 70, en Espafa asistimos a la
implantacion de la Ley General de Educacién que desarrolla el curriculo de
las Matemdticas Modernas e incorpora la investigacion educativa dentro de
las prioridades universitarias con la creacién de los ICEs y del INCIE.

Como consecuencia derivada de estas reformas aparece por primera vez
en la universidad espafiola la disciplina Diddctica de la Matemdtica , como
denominacion de asignaturas que se imparten en los nuevos planes de estu-
dio para la formacién inicial de los Profesores de Educacién General
Bésica, en primer lugar, y, posteriormente, en la especialidad de Metodolo-
gia de la Licenciatura de Matemdticas que se sigue en algunas universida-
des.

Estos cambios, pequefios pero importantes, permiten que en algunas
universidades comiéncen a trabajar en Diddctica de la Matemdtica grupos
especificos de investigadores y que comiéncen a valorarse académicamente
trabajos realizados en este campo. Esto ocurre en la Universidad de Gra-
nada en donde los afios 75 y 76 se presentan dos tesinas de licenciatura
encuadradas en la investigaciéon en Didéctica de la Matemadtica. Sin
embargo, las oportunidades y las condiciones institucionales son muy res-
tringidas e impiden un desarrollo mas ambicioso y adecuado, hasta la
reforma de la Universidad del afio 84.

Uno de los objetivos bdsicos de la Ley de Reforma Universitaria
(L.R.U. 1984) esta Ley consistié en potenciar los Departamentos como uni-
dades organizativas bdsicas de las Universidades, cada uno de ellos espe-
cializado en un Area de Conocimiento determinada (o en varias afines), y
capaces de satisfacer de modo eficaz y competente las necesidades docen-
tes e investigadoras. Por ello la ley establecia que:

corresponde a los Departamentos la articulacion y coordinacion de
las ensefianzas y de las actividades investigadoras de las Universi-
dades.

Con la nueva estructura universitaria se pretendi6 evitar que la organizacién
tradicional en especialidades académicas y profesionales constituyera un
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obstdculo grave para el progreso intelectual, social, cultural y cientifico. Los
especialistas fueron los primeros en reconocer esta necesidad de combinar
y redefinir las disciplinas con el fin de crear nuevos campos cientificos. Esta
opcidn se realizé diversificando las disciplinas tradicionales en un nuevo ca-
talogo de Areas de Conocimiento, mas adaptado al desarrollo actual de las
ciencias y mds acorde con las necesidades sociales y problemas que se plan-
tean.

La ley establecia las Areas de conocimiento como aguellos campos del
saber caracterizados por la homogeneidad de su objeto de conocimiento,
una comiin tradicion historica y la existencia de comunidades investigado-
ras nacionales o internacionales.

En este marco surge el Area de Conocimiento Didéctica de la Matema-
tica como uno de los campos de conocimiento en los que se estructura la
Universidad, reconociendo el esfuerzo realizado por la comunidad de edu-
cadores matemdticos de nuestro pais en los dltimos treinta afos. La consti-
tucién de Departamentos universitarios en los que esté integrada el Area de
Didictica de la Matematica ha supuesto un paso importante para la Educa-
ciéon Matemadtica en Espafia, disponiéndose de nuevos medios personales y
materiales y potencidndose la docencia e investigacién en el Area.

PROGRAMAS DE DOCTORADO

Uno de los logros mas importantes derivados de esta nueva situacién ha
sido la organizacion y desarrollo de Programas de Doctorado especificos de
Didactica de la Matematica, como ha ocurrido en la Universidad Auténoma
de Barcelona, Universidad de Valencia y Universidad de Granada.

La importancia de los Programas de Doctorado se resalta en el Real
Decreto que regula el Tercer Ciclo de Estudios Universitarios, donde
encontramos:

El Tercer Ciclo, como demuestra la experiencia comparada, consti-
tuye condicion esencial para el progreso cientifico y, por ello, para
el progreso social y economico de una comunidad por cuanto de la
profundidad de sus contenidos y la seriedad en su planteamiento de-
pende la formacion de los investigadores.

Por lo demds, el Doctorado tiene una consecuencia adicional de ex-
tremada importancia: en él se inicia la formacion del Profesorado
Universitario. Si se toma en consideracion que en la Universidad,
docencia e investigacion son dimensiones inescindibles, se compren-
de la importancia que el aprendizaje de ciencias y técnicas especia-
lizadas presenta para el Profesorado y, por tanto, para el futuro de
los estudiantes universitarios y de la Universidad misma.

Por ello, la Ley de Reforma Universitaria considera el Tercer Ciclo
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decisivo para promover la calidad de la ensefianza y para potenciar
la investigacion. Cualquier reforma universitaria debe considerarlo
no como el apéndice burocrdtico de los dos primeros, sino como un
periodo clave en el que tiene lugar la articulacion entre docencia e
investigacion, y se forman tanto los investigadores como los futuros
docentes universitarios. No en vano su superacion permite acceder
al titulo de mayor relieve académico.

A estos efectos, la Ley de Reforma Universitaria se plantea cuatro
grandes objetivos en el campo de los estudios de postgrado:

* Disponer de un marco adecuado para la consecucion y transmi-
sion de los avances cientificos;

* Formar a los nuevos investigadores y preparar equipos de investi-
gacion que puedan afrontar con éxito el reto que suponen las nuevas
ciencias, técnicas y metodologias;

* Impulsar la formacion de nuevo profesorado;

* Perfeccionar el desarrollo Profesional, cientifico y artistico de los
titulados superiores.

Queda claro, desde estos supuestos y consideraciones, que el desarrollo de
un Area de Conocimiento pasa, necesariamente, por el mantenimiento con-
tinuado de un Programa de Tercer Ciclo mediante el que se realicen y logren
los anteriores objetivos. En este contexto, la Universidad de Granada aprobd
durante el curso 87-88, y a propuesta del Departamento de Didéctica de la
Matemadtica, el Programa de Doctorado en Didéctica de la Matematica, que
se ha continuado a lo largo de estos afios

CARACTERISTICAS GENERALES DEL PROGRAMA

El Programa de Doctorado de Didéctica de la Matemadtica quedd incluido
en la Subcomisién Asesora IV, que comprende en la actualidad los tipos de
Doctorado en Fisica, Biologia, Geologia, Ingenieria de Caminos, Inform4-
tica, Matematicas y Quimica. Forma parte de la mencionada Subcomision
el Coordinador del Programa.

El alumno inscrito en los estudios de doctorado debera cursar y aprobar
en el plazo de dos afios, prorrogables a tres, un total de 32 créditos (320
horas) mediante los cursos y seminarios incluidos en el programa, asi como
con créditos obtenidos por la realizacion de un trabajo de investigacion
obligatorio, hasta un maximo de 9 créditos. Se exige un minimo de 16 cré-
ditos en materias del drea de conocimiento o fundamentales; el resto puede
cursarse con asignaturas afines.

Los alumnos han de presentar en el Departamento, antes de terminar el
Programa, un proyecto de tesis doctoral avalado por el que vaya a ser su
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director o directores. La tesis deberd terminarse en el plazo de cinco afios
desde la fecha de inicio de los estudios, ampliables en otros dos afios a jui-
cio de la Comisién de Doctorado.

Al comenzar el Programa se asigna un profesor Tutor a cada uno de los
alumnos, encargado del asesoramiento y ayuda en todo lo relativo a la
realizacién del Programa. El Tutor puede coincidir, o no, con el Director de
la Tesis. El compromiso para la direccion de la Tesis se realiza, usualmente,
cuando ha transcurrido parte del Programa y se formaliza con la aprobacién
por el Consejo del Departamento del proyecto de Tesis Doctoral. Este com-
promiso formal se articula en funcién de las lineas de investigacion existen-
tes en el Departamento y de los intereses cientificos de los doctorandos; las
lineas de investigacion permiten aprovechar mejor los recursos limitados de
personal, tiempo y materiales y facilita el trabajo en equipo, imprescindible
para este tipo de investigaciones.

Concluidos los cursos y presentado el trabajo de investigacidn,
cubriendo un total de al menos 32 créditos, el alumno, con la conformidad
de su Tutor, los estudios preparatorios y siendo condicién previa para la
presentacion de la Tesis. No obstante, el proyecto de Tesis ha podido ser
presentado y aprobado con anterioridad a la conclusion de los créditos y
cursos.

ORGANIZACION DEL PROGRAMA

Segln establecen las normas reguladoras de los estudios de Doctorado:

Los Programas de Doctorado deberdn comprender:

a) Cursos o Seminarios relacionados con la metodologia y forma-
cion en técnicas de investigacion.

b) Cursos o Seminarios sobre los contenidos fundamentales de los
campos cientifico, técnico o artistico a los que esté dedicado el Pro-
grama de Doctorado Correspondiente.

c) Cursos o Seminarios relacionados con campos afines al del Pro-
grama y que sean de interés para el proyecto de tesis doctoral del
doctorando.

Siguiendo estas directrices generales, el Programa de Doctorado de Didéc-
tica de la Matematica presenta la siguiente estructura:

a) Cursos metodolégicos

La metodologia de investigacion en las 4reas cientificas sociales ha evolu-
cionado profundamente en los dltimos afios, superando el paradigma positi-
vista y los trabajos exclusivamente de laboratorio. En el campo de las
Ciencias de la Educacién, la Metodologia de Investigacién constituye
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actualmente un 4rea de conocimiento diferenciada, cuya complejidad no es
facil controlar. Si a esto le afladimos los problemas especificos, derivados
de las peculiaridades de la Didéctica de la Matematica, podemos apreciar la
importancia considerable que tienen este tipo de cursos

La experiencia nos ha mostrado la importancia del marco metodolégico
para la realizacion de una Tesis; un disefio adecuado, junto con los instru-
mentos pertinentes para el andlisis de datos y discusién de hallazgos y
resultados, contribuyen a la calidad del producto final. En la actualidad hay
tres cursos metodoldgicos en el programa: Metodologia de Investigacion en
Educacion Matemdtica, Diseio de Investigaciones Educativas y Andlisis
de Datos.

El curso Metodologia de Investigacion en Educacion Matemdtica
aborda tres nucleos de problemas:

i) los estadios l6gicos de investigacion en educaciéon Matemdtica, con la
delimitacién del problema de investigacion, la revision de la literatura y
la naturaleza de los datos empiricos;

ii) los métodos diferenciales de investigacién en educacién matematica,
considerando: métodos centrados en la materia, métodos centrados en la
ensefianza, métodos centrados en el aprendizaje, métodos centrados en
el colectivo educativo y métodos integrados;

iii) la evaluacién de la investigaciéon en educacion matemaética.

b) Contenidos fundamentales

Constituyen la parte central del Programa y se exige, al menos, haber cur-
sado 16 créditos de esta materia. Mientras que los cursos metodolégicos, o
afines, se pueden compartir con los Programas de doctorado de otras disci-
plinas, el contenido fundamental es el que marca la especificidad del Pro-
grama. En este tipo de cursos podemos diferenciar dos grupos: las materias
troncales y las lineas de investigacién especificas.

En las materias troncales se encuentran: el curso Teoria de la Educa-
cion Matemdtica, dedicado a los fundamentos de la Didactica de 1a Mate-
mdtica, sus problemas, fuentes de informacién, paradigmas de
investigacion y escuelas; el curso Disefio, Desarrollo y Evaluacion del
Curriculo de Matemdticas, que aborda los fundamentos de la teoria curri-
cular y los problemas que se derivan para la Didéctica de la Matemadtica del
hecho de considerar la complejidad de los planes de formacién que tienen
lugar en las instituciones educativas. Estos cursos son complementados por
el Seminario de Investigacion en Diddctica de la Matemdtica, durante los
dos afios del programa; el Seminario de Investigacion es el espacio natural
en el que el alumno del Programa entra en contacto con investigaciones en
curso y se enfrenta a los problemas practicos que supone su puesta en mar-
cha y desarrollo se ha descrito anteriormente. El cardcter obligatorio de los
cursos de este bloque destaca la importancia que tienen en el Programa.
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Las lineas de investigacion especificas son cursos mds cortos, opciona-
les, en los que se trata de presentar al doctorando el estado de la cuestion en
campos especificos de la Didactica de la Matemadtica. Se presentan proble-
mas concretos y prioridades de investigacion en lineas tales como Pensa-
miento Numérico, Epistemologia y Diddctica de la Combinatoria y
Probabilidad, Problemas Aritméticos o Estrategias para la Resolucion de
Problemas. Los profesores visitantes intervienen en este tipo de cursos, que
sirven para intercambiar informacion entre nuestro Departamento y otros
centros de investigacién en Educacién Matematica.

c) Materias afines

Dentro de este grupo se incluyen aquellas materias que se consideran con-
venientes para completar la formacién del doctorando, de cara a su labor de
investigacion en el campo de la Educacién Matemdtica. También esta pre-
visto que el alumno, de conformidad con su tutor, pueda elegir materias de
otros programas, hasta un total de 5 créditos. En este tltimo caso se
encuentran las materias cursadas previamente a la iniciacioén del Programa
y que pueden ser convalidadas con la limitacién indicada. Las ofertas de
colaboracidn realizadas por otros Departamentos son un limite para cursar
materias afines realmente interesantes.

INVESTIGACION

Trabajo de Investigacion

El Programa exige a los alumnos la realizacién de un trabajo de investiga-
cion, dirigido por un Profesor del Programa. El trabajo de investigacion
consiste en una primera aproximacion a la Tesis, en el que se realiza un pri-
mer ataque al problema de investigacién, pudiendo hacer correcciones o
reorientaciones sobre el mismo. El Departamento ha entendido que la
mejor forma de aprender a investigar consiste en realizar un trabajo de
investigacion y, por ello, se estimula a los alumnos a que presenten una
Memoria de Tercer Ciclo con los resultados obtenidos. La Memoria no
tiene cardcter obligatorio ya que puede sustituirse por la redaccién de algin
articulo o comunicacioén e, incluso, convalidada por trabajos de investiga-
cioén previos. Sin embargo, la experiencia ha mostrado que, en la mayor
parte de los casos, los alumnos que optaron por realizar la Memoria de Ter-
cer Ciclo son los que han finalizado o tienen muy avanzada su Tesis docto-
ral.

Tesis Doctoral

Para lograr el titulo de Doctor en Matemdticas, en el programa de Didactica
de la Matematica de la Universidad de Granada, ademads de los cursos y tra-
bajos mencionados, se requiere realizar una Tesis Doctoral. El plazo



60 Luis Rico

méximo establecido es de 5 afios, prorrogables por otros 2. En la practica,
este plazo de 5 afios contados desde el comienzo de los cursos resulta corto
y hay varias razones que asf lo justifican

Balance actual

En el momento actual se han concluido siete tesis doctorales:

Exploracion de Patrones Numéricos mediante Configuraciones Puntua-
les, Dra. E. Castro; Director: Dr. L. Rico.

Niveles de comprension en Problemas Verbales de Comparacion Multi-
plicativa, Dr. E. Castro; Director: Dr. L. Rico.

Evolucion de concepciones sobre nociones geométricas elementales en
entorno de programacion con lenguaje LOGO, Dr. A. Contreras; Directora:
Dra. Batanero.

Concepciones iniciales sobre la asociacion estadistica y su evolucion
como consecuencia de una ensefianza basada en el uso de los ordenadores,
Dr. A. Estepa; Directora: Dra. Batanero.

Estructura de los problemas combinatorios simples y del razonamiento
combinatorio de los alumnos de Secundaria, Dra. V. Navarro-Pelayo;
Director: Dr. Diaz.

Concepciones de los alumnos de Secundaria sobre la nocion de fun-
cion: andlisis epistemoldgico y diddctico, Dra. L. Ruiz; Director: Dr. Diaz.

Estudio tedrico-experimental de errores y concepciones sobre el con-
traste estadistico de hipotesis en estudiantes universitarios, Dra. A. Valle-
cillos; Directora: Dra. C. Batanero.

Asimismo se han realizado doce Trabajos de Investigacion dentro del
Programa y una Tesina de Licenciatura.

PENSAMIENTO NUMERICO

La linea de investigacién Pensamiento Numérico se encuentra dentro de las
lineas de investigacion establecidas en el Departamento de Didéctica de la
Matemadtica de la Universidad de Granada, y en ella se enmarcan algunos
de los trabajos mencionados anteriormente.

Con carécter general, denominamos Pensamiento Numérico a la linea
de estudio e investigacién en Didactica de la Matemadtica que se ocupa de
los fenémenos de ensefianza, aprendizaje y comunicacién de conceptos
numéricos en el Sistema Educativo y en el medio social. El Pensamiento
Numérico estudia los diferentes procesos cognitivos y culturales con que
los seres humanos asignan y comparten significados utilizando diferentes
estructuras numéricas.

Mais en particular, el Pensamiento Numérico ha trabajado en el estudio
de:
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¢ la elaboracion, codificacién y comunicacion de sistemas simbo-
licos con los que expresar los conceptos y relaciones de una
estructura numeérica;

* la organizacidn, sistematizacién y desarrollo de diferentes acti-
vidades cognitivas que surgen y encuentran un modo de actua-
cion en el marco de una estructura numérica;

* los modos de abordar, interpretar y, en su caso, responder a una
variedad de fenémenos, cuestiones y problemas que admiten ser
analizados mediante conceptos y procedimientos que forman
parte de una estructura numérica. (Castro, 1994)

El modelo de andlisis que aqui se propone tiene en cuenta:

a. unos instrumentos conceptuales: sistemas simbdlicos estructurados;

b. unos modos de uso de los sistemas simbdlicos: funciones cogniti-
vas;

c. un campo de actuacién: fendmenos, cuestiones y problemas.

Desde una perspectiva mas amplia, el marco conceptual en el que se enmar-
ca el Pensamiento Numérico tiene unas bases diversificadas:

1Y)

2)

3)

Asume que la construccién del conocimiento matemadtico es un fené-
meno social y cultural, cuya importancia para la sociedad tecnolégica
actual es determinante; tiene en cuenta que la educacién matemética
desempena un papel relevante en la transmision de los significados y
valores compartidos en nuestra sociedad; por ello, la educacién matema-
tica debe considerar criticamente el conocimiento matemadtico y las
acciones comunicativas mediante las que se transmite.

Considera como niicleo para su reflexién el campo de las matematicas
que comienza en la Aritmética escolar y las nociones basicas de nimero,
avanza por los sistemas numéricos superiores (enteros, racionales y
decimales) y continua con el estudio sistematico de las relaciones numé-
ricas que aborda la teorfa de nimeros, la iniciacion a los procesos infini-
tos que dan lugar al sistema de los niimeros reales y los principales
conceptos del andlisis, vistos desde una perspectiva numérica. Denomi-
namos conocimiento numérico a este modo de priorizar y destacar
determinadas ramas de la matematica.

Tiene una orientacion esencialmente curricular, entendiendo que la
orientacién de la investigacion en educaciéon matemadtica debe resolver
los problemas de la practica escolar considerando el cardcter sistémico
del cualquier plan de formacién en matematicas dentro del sistema edu-
cativo. La valoracién del curriculo como un plan operativo con diferen-
tes niveles de reflexiéon e implementaciéon es uno de los rasgos
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definitorios de nuestra linea. La preocupacién por los problemas que
aparecen al considerar la evaluacién escolar en matematicas tienen una
especial importancia.

4) El estudio de los errores y dificultades en la comprension de los escola-
res sobre los campos conceptuales antes mencionados constituye, junto
con las consideraciones cognitivas anteriormente citadas, la orientacién
psicoldgica de nuestras investigaciones.

5) Finalmente, estamos comprometidos en la formacién inicial y perma-
nente del profesorado de matemdticas y entendemos que esta linea de
investigacion debe considerar entre sus objetivos prioritarios el aumento
de la autonomia intelectual y profesional del educador matemaético.
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CAPITULO 6

LA DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS COMO
TAREA INVESTIGADORA

Luis PUIG
DEPARTAMENTO DE DIDACTICA DE LA MATEMATICA
UNIVERSIDAD DE VALENCIA

1987: THE NEED FOR RESEARCH

Durante los dias 19,20 y 21 de octubre del afio 1987, se celebré en Madrid,
en la sede de la Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales, un
simposio con el titulo The Need for Research on Mathematical Education
[La necesidad de la investigacidén en educacién matematica] auspiciado por
Miguel de Guzmén y en el que participaron como ponentes varios miem-
bros de ICMI, entre ellos quien entonces era su presidente, Jean Pierre
Kahane. A mi me correspondié en aquella ocasién presentar la Unica
ponencia espafiola, ser la voz de los investigadores espafioles o de los que
deseaban embarcarse en la investigacion en did4ctica de las matemadticas en
Espaifia. Mi ponencia se titulé The State of Research on Mathematics Edu-
cation in Spanish Universities [El estado de la investigacion sobre educa-
cién matemadtica en las universidades espafiolas]. Habréis notado' que, en
dos ocasiones, al nombrar el titulo del simposio y el de mi participacién en
él, he tenido que ir del inglés al castellano, y es que, como un reflejo de
cudl era el estado de la investigacion en las instituciones espanolas, los tra-
bajos del simposio se hicieron en inglés —sin traduccién a lengua alguna
de las que se hablan en Espafila— como una manera de apoyarnos en el
organismo internacional, el ICMI, ante el que exponiamos nuestras mise-
rias para que nos ayudara a zarandear estructuras inertes y a abrirnos un
espacio en el que desarrollar el trabajo que vefamos como una necesidad.

Me vais a permitir que me cite a mi mismo —eso si, en castellano?. El
panorama que presenté de la investigacion en didéctica de las matemadticas
en Espafia comenzaba con una imagen desoladora, decfa:

seria fdcil hacer un informe sobre el estado de la investigacion en
educacion matemdtica en Espaiia usando cualquier indicador bi-

1. He querido mantener el estilo propio de la exposicion oral de este texto para subrayar su
cardcter de texto de intervencion. En la version escrita que he preparado para estas actas, he
documentado, aclarado o extendido alguna de las afirmaciones en notas al texto oral.

2. No se publicaron actas de ese simposio, por lo que el texto que traduzco [Puig 1987] es
inédito.

L. PUIG (ED.). INVESTIGAR Y ENSENAR. VARIEDADES DE LA EDUCACION MATEMATICA, 63-75
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bliométrico usual para evaluarlo. Breve y bonito. Ni Educational
Studies in Mathematics, ni Journal for Research in Mathematics
Education, ni ninguna otra revista internacional con prestigio ha pu-
blicado nunca un solo articulo escrito por algiin investigador espa-
fiol. Ni un solo articulo espariol ha sido citado tampoco en ninguna
de tales revistas. Mds atin, la presencia de profesores espaiioles en
los ICMEs ha de calificarse en el mejor de los casos de meramente
anecdotica y los grupos internacionales afiliados a ICMI, como Psy-
chology of Mathematics Education, History and Pedagogy of Mathe-
matics o Women and Mathematics no han tenido miembros
espariioles hasta muy recientemente, si es que han llegado a tener al-
guno.Desde este punto de vista, la investigacion espariola simple-
mente no existe, o, en todo caso, ésta es la imagen que ofrecemos a
la comunidad internacional.

Tras hacer una descripcion somera de los esfuerzos individuales y aislados
por hacer investigacion en circunstancias adversas, mi deseo lo expresé en
términos de normalizacion. Me cito de nuevo, traduciéndome:

mi objetivo [...] es cambiar el titulo de este simposio, sus primeras
palabras “La necesidad...” Podriamos argiiir miles de razones por
las que la investigacion en educacion matemdtica es necesaria. Pero
no me siento inclinado a elevar una peticion por ello. Lo que para
mi es una necesidad real es que investigar en educacion matemdtica
llegue a ser una actividad normal en las universidades —y no solo
en ellas. Desde mi punto de vista, esto significa que exista una es-
tructura que ponga fin a la necesidad de esfuerzos individuales y ais-
lados. Esto significa también una creencia extendida en las
universidades que permita el poder desarrollar investigacion buena
ymala, como es usual en cualquier otro campo de indagacion. Lo su-
brayo: también investigacion mala —o, si os asusta la palabra, in-
vestigacion no tan buena.

1995: SIGNOS DE NORMALIZACION

Esta era la situacién y mis deseos de cambiarla hace tan sélo siete afios y
medio. Hoy, al verme ante este simposio, percibo signos de normalizacion;
parece que puedo dar por satisfecho mi deseo o, al menos, lo que en él
habia de realizable —y no porque prolifere la investigacién mala en didéc-
tica de las matemadticas (0, al menos, no es eso lo que voy a usar como argu-
mento), sino porque ya no es necesario el esfuerzo denodado de unos
pocos, obstinados y extraordinarios, para que pueda hacerse. Las contribu-
ciones de Luis Rico y de Juan Diaz Godino a este seminario® describen
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programas de investigacion normalizados e institucionalizados en un pro-
grama de doctorado; pero, ademds, ya ha habido articulos de autores espa-
fioles en Educational Studies in Mathematics y Journal for Research in
Mathematics Education, han sido citados autores espaiioles en publicacio-
nes extranjeras, la presencia espaiiola en los organismos internacionales es
habitual y notable, y el afio préximo no sélo se celebrard el ICME en Sevi-
1la, sino también el congreso anual de PME en Valencia.

Estos signos de normalizacién nos pueden permitir cambiar ahora la
atencion de nuestras reflexiones colectivas como comunidad de matemaéti-
cos, profesores de matemadticas y didactas de la matemadtica, pasando, de
pensar en la constitucién de un campo de actividad, a pensar en los proble-
mas del oficio de investigar en diddctica de las matematicas. El titulo que
he dado a mi intervencién en este seminario quiere indicar precisamente
esa posibilidad —ademds de rendir homenaje al libro con que Hans Freu-
denthal combatié la llamada “matemadtica moderna”, Mathematics as an
Educational Task [Las matematicas como una tarea educativa].

EL OFICIO DE LA INVESTIGACION EN DIDACTICA
DE LAS MATEMATICAS

Hablar del oficio de investigar en diddctica de las matemadticas, para que
pueda conducirnos a entendernos de alguna manera, me obliga a intentar
precisar qué entiendo yo por investigar, en qué conjunto de saberes creo
que hay que situar la didactica de las matemadticas y quiénes son los que,
hoy por hoy, practican el oficio de investigar.

£ ¢

a) Para empezar, usaré “investigacion” en el sentido de una indagacién
disciplinada con fines epistémicos —mads 0 menos, como se usa la palabra
en la pareja [+D. La disciplina de la indagacién viene regulada por un con-
junto de précticas socialmente establecidas, de forma explicita o implicita,
por la comunidad de investigadores y las agencias que proporcionan los
fondos para la investigacién, o que las evaliian: asi, los referees de las revis-
tas especializadas, los comités de programa de los congresos, las comisio-
nes asesoras que conceden las subvenciones —con sus correspondientes
formularios para la presentacién de las investigaciones o la comunicacion
entre los implicados, y los modos de relacién entre las personas involucra-
das, que, ademds, pueden encontrarse tanto en una posiciéon como en otra
de la red—; también, el conjunto de normas para la “evaluacién de la acti-
vidad investigadora” del profesorado universitario, que conlleva la creacién
de la nocién de “tramos de investigacién”, en los que la actividad investiga-
dora de cada persona ha de segmentarse; igualmente, los baremos de los

3. Cf. Rico (1997) y Diaz Godino (1997), en este mismo volumen.
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concursos de acceso a la “condicion de catedratico” y de traslado del profe-
sorado de ensefianzas medias, etcétera.

b) El oficio de investigar en didéctica de las matematicas, en Espaiia, lo
practican profesores. No hay investigadores en el CSIC que la hagan, no
existen institutos o centros de investigacion dedicados a la didéctica de las
matemadticas con personal fijo propio como los que conocemos en otros
paises —ya sean semiptblicos como el Shell Centre for Mathematics Edu-
cation en el Reino Unido, o ptblicos como el Departamento de Matematica
Educativa del Centro de Investigacién y Estudios Avanzados del Instituto
Politécnico Nacional en México.

Algunos profesores que practican este oficio tienen la obligacién de
hacerlo —quiero decir, la obligacion establecida por su condicién de fun-
cionario—: son los profesores de universidad que estdn adscritos al drea de
conocimiento “didéctica de la matemadtica”. En la jerga de las siglas, los
profesores de universidad somos PDI: personal docente e investigador. No
hay en la universidad, estrictamente hablando, PD; si que hay PI, pero la I
estd en ese caso “en formacion”: me refiero al caso de los becarios de inves-
tigacién —cuyo nimero, por otro lado, en el drea “didactica de la matema-
tica” es préximo a cero. Los PDI adscritos al drea “didéctica de la
matematica”, entre los que me cuento, tenemos por la D obligaciones
docentes y por la I obligaciones investigadoras en el drea “didéctica de la
matematica”. Los PDI adscritos a otras dreas de conocimiento tienen por su
I obligacién de investigar en sus dreas respectivas; si lo hacen en “didactica
de la matemadtica”, es por voluntad propia —ya sea por formar parte de
equipos de investigacion pluridisciplinares, por invadir territorios o por
causas menos controladas.

Otros profesores que practican este oficio no tienen la obligacién de
hacerlo. Este es el caso de los profesores no universitarios, que, por su
cuenta, en grupo o junto con profesores universitarios, investigan. Aunque
aun es pronto para hacer apreciaciones de cardcter general, me atrevo a
aventurar que gran parte de estos profesores tendrdn una dedicacién even-
tual al oficio —sobre todo, a la vista de la valoracién que tiene para su
desarrollo profesional desde las instituciones que participan en el estableci-
miento de las formas de valoracién de la profesién (administracién educa-
tiva, sindicatos, asociaciones profesionales, etcétera).

Aunque he subrayado que los que practican este oficio de investigar son
profesores, no quisiera que eso os hiciera pensar que estoy defendiendo que
el profesor, en el ejercicio de su accién docente, esté realizando una investi-
gacion. Bien al contrario, a mi entender, la funcién profesor y la funcién
investigador, aun cuando puedan ser asumidas por la misma persona,
incluso en ocasiones en una misma situacion, son funciones distintas, con
ritmos y fines distintos, que no pueden sino entrar en conflicto.

En un nimero reciente de Journal for Research in Mathematics Educa-
tion, Silver y Kilpatrick, para conmemorar el vigésimoquinto aniversario
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de la revista, realizaron una encuesta entre profesores con el fin de caracte-
rizar de esa manera la naturaleza de la investigacion en educacién matema-
tica. Dos de las respuestas a su encuesta merecen ser traidas a colacién para
lo que estoy arguyendo:

Es una especie de “salir de uno mismo”. Puedes distanciarte de ti
mismo. De modo que puedes a la vez verlo porque eres parte del do-
minio, pero estds investigando y mirdndolo desde fuera.

La investigacion es un tipo de actividad distinta de la ensefianza. Es
como si dieras un paso atrds para verlo. Es analitico. Es reflexivo.
Es esencialmente hacer preguntas, mds que actuar en tiempo real®.

INVESTIGACION/DOCENCIA NO ES TEORIA/PRACTICA

Si he intentado mostrar que oponer profesores a investigadores es simplista
cuanto menos y confundir profesores con investigadores hace un flaco
favor a la calidad del oficio de unos y otros, ahora le toca el turno a otra
oposicién y otra confusion, que suelen acompafar los discursos en que se
fundamentan tales afirmaciones: la oposicién teoria/practica y su identifica-
cion con la oposicion investigacion/docencia.

Sin mds predmbulos: mi tesis es que la oposicion investigacién/docen-
cia no es una forma de la cldsica oposicion teoria/préctica. La investigacion
no es la teoria de la docencia, que serfa “la practica”. Hay una teoria y una
préctica del oficio de investigar, como hay una teoria y una préctica del ofi-
cio de ensefiar.

Ahora bien, si me niego a esta identificacién confusa entre dos funcio-
nes distintas, entre dos dominios de experiencia distintos, no voy por ello a
concluir que la investigacién en didactica de las matemdticas no tiene nada
que ver con la docencia: la docencia de las matemadticas que nos interesa se
realiza en el sistema escolar y la didéctica de las matemadticas estudia los
fenémenos que se producen cuando se ensefian matemadticas en los siste-
mas escolares, y de ahf se derivan multiples relaciones, pero relaciones que
no han de ser pensadas con el par teoria/prictica, sino con el par objeto de
conocimiento/conocimiento elaborado sobre el objeto. Pensadas las rela-
ciones de esta manera, tampoco cabe ya pensar la “aplicacion” o el uso del
conjunto de productos de la practica investigadora (teorias, preguntas, pro-
blemadtica, programas de investigacién, metodologias, datos empiricos
observados, resultados) en la practica docente en términos de teoria/prac-
tica: los productos de la investigacion no deberdn ser concebidos nunca
como una guia para la accién en la practica docente —y quien, desde la
préctica docente, esté pidiendo esto, actda sobre la base de un malenten-

4. Silver & Kilpatrick (1994) pag. 735.



68 Luis PuiGg

dido o por desconocimiento; quien, desde la practica de la investigacion, lo
esté prometiendo, lo hace por desconocimiento, o de mala fe (en este
ultimo caso, probablemente para obtener fondos con mads facilidad).

LLAS REGLAS DE LA PRACTICA DE LA INVESTIGACION
SON HISTORICAS

Freudenthal escribié un articulo en 1982 con el titulo Fiabilité, validité et
pertinence — critéres de la recherche sur I’enseignement de la mathémati-
que. En él, arremetia contra los criterios al uso dentro de lo que en Estados
Unidos se ha conocido tradicionalmente con el nombre de Educational
Research —un tipo de investigacién educativa, dominante en ese pais
durante décadas, que buscaba sus patrones de cientificidad en lo que a mi
compaiiero Fernando Cerdan le gusta llamar el “paradigma agricola”.

Alan Schoenfeld, en un articulo reciente”, describe este paradigma pre-
cisamente en términos “agricolas”:

Si, por ejemplo, dos campos de maiz se sometieran a tratamientos
casi idénticos y hubiera una diferencia significativa en cosecha entre
ellos, esa diferencia podria atribuirse presumiblemente a la diferen-
cia de tratamiento.

La operacién es directa y sencilla: substitiyase los dos campos por dos au-
las; el maiz, por los alumnos; los tratamientos, por dos modos de ensefiar; la
cosecha, por los resultados obtenidos en sendos tests, y las conclusiones es-
tan servidas.

Freudenthal puso de relieve, en el articulo que he mencionado, c6mo
bajo la égida del paradigma agricola la fiabilidad de los tests se convirti6 en
el criterio dominante de la calidad de la investigacién, con lo que sélo se
ponia el énfasis en garantizar que lo que se media estaba bien medido, pero
no que se midiera realmente lo que se pretendia medir —es decir, la validez
de la investigacion—, ni, ain menos, que lo que se pretendia medir valiera
la pena de ser medido por algtn fin epistémico o practico —es decir, la per-
tinencia de la investigacion.

Un conjunto mds amplio de criterios para juzgar la investigacion, cuya
procedencia de la época dominada por el paradigma agricola atn se deja
sentir en los propios nombres de los criterios, es el que trataron Kilpatrick y
Sierpinska en sendas comunicaciones presentadas al simposio celebrado en
la universidad de Roskilde Criteria for Scientific Quality and Relevance in
the Didactics of Mathematics®. Esos criterios son pertinencia, validez,

5. A Discourse on Methods (Schoenfeld, 1994), escrito también para conmemorar el aniversa-
rio de JRME.
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objetividad, originalidad, rigor y precision, capacidad de prediccion, repro-
ductibilidad y relacién con las matematicas y su ensefianza. No voy a entrar
en el examen de ellos, ni en la reinterpretacién que hay que hacer del signi-
ficado que tenfan originalmente, ya que el propio Kilpatrick se ha encar-
gado de ello en este seminario’; para el argumento que yo estoy
desarrollando, es decir, el cardcter histérico de las reglas de la préctica de la
investigacion, basta con observar que en esa lista ya no estd la fiabilidad 'y
que ha sido preciso dotar de un sentido nuevo a esos términos para usarlos.
También Lester, al contestar a la pregunta “; Qué es la investigacion y cua-
les son sus resultados?”, lanzada por ICMI como tema de uno de sus estu-
dios, desde su puesto de director del Journal for Research in Mathematics
Education, subray6 los cambios producidos en las tltimas décadas presen-
tando datos del porcentaje de trabajos presentados y publicados en esa
revista que usaban datos cuantitativos frente a los que usaban métodos cua-
litativos o una mezcla de unos y otros e introdujo, junto a criterios similares
a los que he senalado, otros de caricter bastante distintoS, como el recono-
cimiento de las asunciones personales del investigador, las consideraciones
éticas (respecto de los alumnos, los profesores y de los colegas), la inde-
pendencia del informe de la investigacion de la elocuencia del investigador
o la apertura de la investigacién al escrutinio por parte de otros miembros
de la comunidad investigadorag.

La caida del paradigma agricola que fue produciéndose a lo largo de la
segunda mitad de la década de los afios ochenta, para desplomarse en la
década en la que estamos, ha dado paso a lo que Schoenfeld (1994) ha lla-
mado Breaking free, y ha derivado, segiin él, en un cierto eclecticismo y
una proliferacion de métodos de investigaciénlo. Por ello, concluye el arti-
culo, cuyo titulo es precisamente A Discourse on Methods, con una lista de
preguntas metodoldgicas, de las que entresaco tres, que reformulo a mi
manera:

6. Este simposio es el sexto de una serie dentro del proyecto Mathematics Teaching and
Democracy, desarrollado en Dinamarca, y el primero cuyas actas se publican en inglés [Nis-
sen & Blomhgj, eds. 1993].

7. La contribucién de Jeremy Kilpatrick a este seminario es de hecho una reelaboracion caste-
llana de la que hizo a ese simposio celebrado en Roskilde. Ver Kilpatrick (1995), en este volu-
men.

8. Cf. Lester (1994), cuyo titulo, Evolving Criteria for Judging the Quality of Research
Reports in Mathematics Education, ya es de por si significativo.

9. Un contrapunto necesario a la enumeracioén de una tal cantidad de criterios de calidad, para
no perder de vista que las investigaciones y los articulos en que se pretende dar cuenta de ellas
estan hechos por humanos, lo constituye el parrafo final del articulo escrito por el director de
la revista Educational Studies in Mathematics, Willibald Dérfler, para el simposio Criteria for
Scientific Quality and Relevance in the Didactics of Mathematics: ““jAl ojear los requisitos tal
y como los he planteado, me he dado cuenta de que este manuscrito mio no los cumplirfa, asi
que prefiero parar en seco y prometer no enviarlo a ningtn sitio para su publicacién!” (Dorfler,
1993, pag. 87).
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(Qué se aporta como prueba de una afirmacion — respecto a la teoria en
particular con que se da cuenta de los datos empiricos?

Cuando el informe de la investigacién concluye con una narracién, un
relato de lo que se aporta como prueba de las afirmaciones —en vez de con
la presentacion tersa de resultados estadisticos—, ;cdmo se falsan esas afir-
maciones? ;Son falsables esas afirmaciones?

Ahora bien, reformulada de esta manera'!, he deslizado la pregunta por
la falsacion hacia un terreno en que carece de sentido. Para explicar esto, es
preciso que ponga en claro que la didactica de las matematicas forma parte
de la serie de saberes que se ha dado en llamar “ciencias humanas”.

LA DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS
COMO CIENCIA HUMANA

En las conferencias que Hans Freudenthal dio en China, publicadas pdstu-
mamente con el titulo Revisiting Mathematics Education, afirmé que no
hay criterio de verdad en la didéctica de las matemadticas, como en ninguna
de las ciencias humanas, a diferencia de lo que si sucede en las matemati-
cas!2. Sin entrar a discutir el estatuto de la verdad en las mateméticasl3,
Freudenthal, aun sefialando una diferencia, obvia por demads, entre el
asunto en cuestion para dos disciplinas de naturaleza tan distinta, parece
recaer en las concepciones cientifistas cuyo modelo de verdad se restringe a
las ciencias “duras”. En todo caso, Freudenthal ignora o no parece prestar
atencion a que, si la didactica de las matematicas es una de las ciencias
humanas, hay que medirla con respecto a ellas.

El régimen de la verdad en las ciencias humanas ha sido uno de los
objetos de andlisis de Michel Foucault, ya desde el libro que le hizo popu-

10. Schoenfeld resume la situacién y traza el plan de trabajo futuro que se deriva de él con
estas palabras: “Como dominio, estamos en el momento preciso de alcanzar el punto en que
podemos reconocer productivamente la complejidad de algunos de los fenémenos que desea-
mos explicar. Pero no tenemos métodos estdndar con los que realizar la explicacién. De
hecho, una gran parte de nuestro trabajo a lo largo del segundo cuarto de siglo de JRME serd
el trabajo de crear tales métodos estdndar.” (Schoenfeld, 1994, pag. 708).

11. Las preguntas de Schoenfeld a partir de las que he elaborado las mias son las siguientes:
“[...] 2. In any given theoretical frame, what constitutes “evidence” for a claim? [...] 5. Do
claims need to be falsifiable? 6. What constitutes falsifiability in, say, interpretative research?
[...]” (Schoenfeld, 1994, pag. 709). Mi reformulacién no sélo se toma libertades con el texto
original, sino que lleva las preguntas a otro terreno: Schoenfeld, como estd haciendo historia
de la revista JRME en un niimero de conmemoracion de su veinticinco aniversario, constata y
prescribe, da cuenta del trabajo de una comunidad y pretende fijar de forma explicita las nor-
mas de conducta que han de regir su actividad futura; mi ambicién no es ésta, sino la de iniciar
la critica de la disciplina, esto es, el establecimiento de los limites de la indagacién en la
did4ctica de las matemdticas, y dar paso asi a una perspectiva de trabajo que no repita preten-
siones totalizadoras, omniexplicativas.

12. Cf. Freudenthal (1991), pag. 148.
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lar, Las palabras y las cosas, cuyo subtitulo era Una arqueologia de las
ciencias humanas'*. A mi entender, las discusiones que queramos plantear
sobre qué pueda ser la investigacion en didactica de las matematicas, cudles
puedan ser sus efectos o qué criterios puedan usarse para establecer su cali-
dad o su pertinencia, no pueden eludir el fundamento que constituyen para
ellas los resultados de los andlisis de Foucault. Describiré de forma somera
lo que me interesa de ellos para mi argumentacién15 .

La atencién de Foucault se centra en el andlisis de como se constituyen
histéricamente las reglas de las ciencias humanas que hacen posible la divi-
sion entre proposiciones verdaderas y proposiciones falsas, en el interior de
sus discursos. Esas reglas, que no son verdaderas ni falsas, tienen voluntad
de verdad, pretenden hacer que un discurso entre en un campo de conoci-
miento y de verdad. Para que un acto de conocimiento pueda darse, es pre-
ciso un sujeto sometido a las condiciones que lo legitiman como sujeto de
conocimiento y un objeto que se determina como objeto de conocimiento:
las reglas son precisamente las condiciones de posibilidad de un sujeto que
puede decir proposiciones susceptibles de verdad o falsedad y de un objeto
del que se pueden decir tales proposiciones. Foucault llama a esas reglas
que constituyen el sujeto y el objeto de conocimiento un juego de verdady
cada juego de verdad es el producto de unas précticas discursivas y no dis-
cursivas —lo que Foucault llama un dispositivo.

El sistema escolar, tomado en su conjunto, es un tal dispositivo16 y las
précticas discursivas y no discursivas son las responsables de constituir a
un nifio o una nifia en alumno o alumna, objetos del discurso de la escuela,

13. Quiero decir que en este texto s6lo voy a discutir la negacién de Freudenthal de la existen-
cia de criterios de verdad en las ciencias humanas. Ahora bien, asi como en lo que sigue voy a
rechazar esa negacion de Freudenthal afirmando que por supuesto que los hay e indicando que
de lo que se trata es de caracterizar como se establece el régimen de verdad en las ciencias
humanas, también rechazo, aunque no lo argumente aqui, la afirmacién simétrica que Freu-
denthal hace de que no quepa la menor duda de que en las matemdticas hay criterios de ver-
dad. Por supuesto que en las matemdticas también los hay, pero también en el caso de las
matemadticas lo que interesa es caracterizar como se establece el régimen de la verdad. Esta
pérdida de singularidad de las matematicas ha sido posible, entre otras cosas, por la aparicién
de epistemologias que ven el conocimiento matematico como falible y casi-empirico, con la
consecuencia, como ha escrito Paul Ernest, de “que las matemadticas no estdn selladas hermé-
ticamente y separadas de otras dreas del conocimiento y la actividad humanos” (Ernest, 1994,
pag. 7). Brian Rotman, argumenta que lo que en su modelo semidtico de la actividad matema-
tica llama el metaCédigo —es decir, la “coleccion de instrumentos discursivos y semidticos
heterogénea y divergente” que dan cuenta de la “masa de actividades de significacién y comu-
nicacion que en la prictica acompaiian el primer modo [formal y riguroso] de presentar las
matemadticas” (Rotman, 1993, pdg. 69)— es ineludible, ya que no se puede prescindir de €I si
se quiere garantizar que los textos matematicos tengan la capacidad de persuadir. Rotman va
atin mds lejos al afirmar que esto tiene como consecuencia el que los textos matemadticos se
abran a todas las operaciones de significacion y a la actividad critica que ya es usual aceptar
en los textos producidos en el dominio de las ciencias humanas (cf. Rotman, 1994, pag. 81).
En mi texto Semidtica y matemdticas, sefialo brevemente cudl es mi punto de vista al respecto
(cf. Puig, 1994, pag. 10).
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y a un adulto o una adulta en profesor o profesora, es decir, en sujetos que
pueden decir proposiciones susceptibles de verdad o falsedad sobre los
alumnos!”. Las précticas discursivas y no discursivas de la didactica de las
matematicas —entendida como tarea investigadora— también constituyen
sujetos y objetos de conocimiento.

Poner de relieve el carécter histérico del régimen de verdad, mostrar
que es el producto de una voluntad de verdad, no supone negar que haya
criterios de verdad como hace Freudenthal, sino hacer patente que son el
resultado de un juego de verdad, un conjunto de précticas como las que he
expuesto para la didactica de las matematicas.

La verdad cientifica se ha presentado a s misma como algo a lo que hay
que someterse porque es verdadero, pero para ello ha tenido que ocultar la
produccién del mecanismo de sometimiento. Desvelar este ocultamiento
hace que la resistencia a someterse no haya de adoptar la forma de la “pér-
dida de certidumbre™'® de los enunciados producidos, sino de la pérdida de
la necesidad de sometimiento. Los enunciados verdaderos sélo son falsa-
bles con respecto al mismo juego de verdad que los ha producido, pero
nada impide que junto a los relatos que elaboramos en las ciencias humanas
puedan competir otros relatos con pretension de verdad.

14. En realidad, s6lo cuando se recorre el conjunto de la obra de Foucault y se lee este texto de
1966 con la perspectiva que dan los que le siguieron, esto es, s6lo cuando se entiende la
arqueologia como un momento del andlisis foucaultiano al que se afiaden la genealogia y la
pragmdtica de si —en un “emboitement progressif”, como dice Maite Larrauri (1992)—,
puede decirse que en Las palabras y las cosas hay ya un analisis del régimen de verdad de las
ciencias humanas.

15. Sigo la elaboracién de Larrauri (1994).

16. En Vigilar y Castigar. Nacimiento de la cdrcel, Foucault dedica buena parte de los capitu-
los titulados Los cuerpos dociles 'y Los medios del recto adiestramiento a exponer y analizar el
dispositivo escolar a lo largo del siglo XVIII —aunque no es ése su objeto de estudio— como
otro ejemplo de constitucion de una institucién disciplinaria. Un andlisis foucaultiano del sis-
tema escolar estd, sin embargo, por hacer. Algo de ello puede encontrarse en Ball, ed. (1990),
en particular en el trabajo Foucault bajo examen (Hoskin, 1990). En Espaiia, Julia Valera y
Fernando Alvarez Uria llevan ya afios realizando trabajos cuya inspiracién foucaultiana se
muestra desde el propio titulo, Arqueologia de la escuela, con que los han recopilado.
Foucault volvié a traer a colacion de nuevo la institucion escolar como ejemplo al analizar, en
trabajos posteriores, cémo toda relacion de comunicacién se da conjuntamente con una rela-
cién de poder, formando un bloque: “Sea, por ejemplo, una institucién escolar: su distribucién
espacial, la meticulosa reglamentacién que regula su vida interna, las diferentes actividades
que se organizan en ella, los diversos personajes que viven en ella o que se encuentran en ella
unos con otros, cada uno con su funcién, su lugar, su cara bien definidos; todo esto constituye
un “bloque” de capacidad-comunicacién-poder. [...] La actividad que asegura el aprendizaje y
la adquisicién de las aptitudes o de los tipos de comportamiento se desarrolla en ella a través
de todo un conjunto de comunicaciones regladas (lecciones, preguntas y respuestas, érdenes,
exhortaciones, signos codificados de obediencia, marcas diferenciales del “valor” de cada uno
y de los niveles de saber) y a través de toda una serie de procedimientos de poder (encierro,
vigilancia, recompensa y castigo, jerarquia piramidal).” [Foucault, 1994, pags. 234-235]
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EFECTOS DE LA INVESTIGACION

(Qué puede esperarse entonces desde la docencia de los productos de la
investigacion? Sin un andlisis como el que yo acabo de hacer, Jeremy Kil-
patrick ya hablaba hace afios de la razonable falta de eficacia de la investi-
gacion en educacién matematica y escribié un articulo con ese titulo'” en el
que afirmaba que no habia que alarmarse demasiado porque 1) gran parte
de la falta de eficacia es mds percibida que real y 2) la mayor parte de la
ineficacia es razonable.

Ya he dicho que los productos de la investigacién no son sélo los “resul-
tados”, sino teorias, preguntas, problemadtica, programas de investigacion,
metodologias, datos empiricos observados y, también, resultados. De todo
esto puede, a lo mejor, hacerse uso?’, pero lo que he querido poner de
relieve es que la investigacion genera ademds un discurso que tiene efectos
sobre el conjunto del sistema escolar, y la eficacia de un discurso es su capa-
cidad para ordenar nuevas practicas en las que se insertan sujetos diferentes,
se crean nuevas subjetividad6521. Esa es la eficacia que yo desearia que
esperdramos de nuestro trabajo docente e investigador, practico y tedrico.

17. Como dice Valerie Walkerdine en The Mastery of Reason, las précticas escolares “produ-
cen y leen a los nifios como ‘el nifio’. [...] Lo que afirmo es que ‘el nifio’ es un objeto de los
discursos pedagdgico y psicoldgico. ‘El nifio’ no existe y, sin embargo, se prueba su existen-
ciareal en las aulas y en los laboratorios todos los dias y a todo lo largo del mundo.” (Walker-
dine, 1988, pags. 204 y 202). Walkerdine reconoce la estirpe foucaultiana de sus andlisis en la
introduccién de este mismo libro: “El trabajo postestructuralista de Foucault nos permite ocu-
parnos de la produccién de sistemas de signos, pero no como sistemas universales, transhisté-
ricos, sino como cuerpos de conocimiento especificos, generados histéricamente. [...] Para
mi, la importancia de su obra reside en la manera en que las précticas sociales actuales pueden
ser reguladas discursivamente por la produccién de “verdades”, “conocimientos” sobre los
nifios, por ejemplo, que pretenden decir la verdad sobre el desarrollo de los nifios. Estas verda-
des producen la posibilidad de ciertos comportamientos y, luego, los leen como “verdaderos”,
creando una vision normalizada del “nifio natural”.” (pag. 5)

18. Uso esta expresion para aludir al libro de Morris Kline Matemdticas: La pérdida de la cer-
tidumbre. En €1, Morris Kline desarrolla una critica a esa idea de certeza absoluta atribuida
comuinmente a las matemadticas, que se ha hecho popular. A mi entender, Morris Kline no
ataca la raiz del asunto, ya que no deja de mantener que a la verdad hay que someterse, lo que
nos salva, segtin €l, es que, gracias a desarrollos recientes, pueden aducirse razones para que
los enunciados matemdticos dejen de verse como “verdaderos” —de ahi que el aconteci-
miento se sienta como una “pérdida”. La critica que se deriva de las posiciones foucaultianas
es mas radical porque lo que se pone en cuestion es la necesidad de someterse a la verdad;
ademds, tiene consecuencias distintas, ya que no importa seguir calificando los enunciados
matemadticos como “verdades” —son, de hecho, verdades, al ser los enunciados cuya apari-
cion hace posible un juego de verdad—, pero ante una verdad cabe siempre levantar un nuevo
juego de verdad que constituya el campo de posibilidad de otras verdades.

19. Kilpatrick (1981).
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CONCEPCIONES SOBRE LA DIDACTICA DE LAS
MATEMATICAS Y TIPOS DE INVESTIGACIONES

El carécter reciente del campo de investigacion de la Did4ctica de las Mate-
maticas, y el hecho de que los fenémenos que estudia sean también de inte-
rés para otras ciencias y tecnologias, hace que se puedan distinguir diversas
concepciones sobre la naturaleza epistemoldgica de la misma. Estas con-
cepciones cubren un espectro que va desde aquellas que la reducen a un
mero apéndice técnico de las Ciencias de la Educacion, hasta las que ven en
la Did4ctica una disciplina cientifica especifica, pasando por la concepcion
pluridisciplinar (que es tradicional y dominante) que la considera como una
“ciencia aplicada”. Segin esta ultima concepcion, los principios tedricos
generales del drea vienen dados por otras ciencias bdsicas, especialmente la
Psicologia, Pedagogia, Sociologia, Epistemologia..., y la Didictica espe-
cial de las Matemdticas debe aplicar estos principios al caso particular de
las nociones y destrezas matemadticas.

Como analizamos més detenidamente en Godino (1991 y 1993), 1a con-
cepcién matemdtica o fundamental de la Didactica, defendida por autores
como Brousseau (1988), Chevallard (1992), etc., se revela contra el reduc-
cionismo de la concepcion pluridisciplinar, apoydndose en un punto esen-
cial: las teorias psico-pedagdgicas, como el conductismo, constructivismo,
teorias del desarrollo, etc, aplicadas a la ensefianza-aprendizaje de conteni-
dos especificos son insuficientes. El papel desempefiado por el saber que se
quiere transmitir es fundamental. Por tanto, es preciso tratar de construir
teorfas de cardcter fundamental especificas del contenido, que expliquen el
funcionamiento del sistema desde la perspectiva del saber puesto en juego.

Nosotros compartimos en lo esencial la concepcién de la Didéctica de
las Mateméticas como disciplina cientifica auténoma. Consideramos, tam-
bién, que la conexidn teoria-prictica, y el cambio social que en ltima ins-
tancia reclaman los conocimientos obtenidos por la investigacion tedrica,

1.Trabajo realizado en el marco del Proyecto PS93-0196 (DGICIYT, M.E.C., Madrid)

L. PUIG (ED.). INVESTIGAR Y ENSENAR. VARIEDADES DE LA EDUCACION MATEMATICA, 77-92
© 1997. “UNA EMPRESA DOCENTE” & GRUPO EDITORIAL IBEROAMERICA
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precisa, no sélo el desarrollo de una tecnologia especifica, sino también la
creacion de una “interface” que puede estar constituida por la reflexion
sobre la accion, realizada por los propios profesores y por equipos mixtos
entre investigadores y profesores.

En este trabajo vamos a estudiar esta problemdtica, reflexionando sobre
nuestras propias investigaciones y propondremos una perspectiva integra-
dora de las distintas concepciones sobre la Diddctica. Teniendo en cuenta la
complejidad del sistema global de la ensefianza de las matematicas, que,
como afirma Steiner (1985), admite la descomposicidn en Teoria, Desarro-
llo y Préctica, pensamos que la optimizacién de su funcionamiento requiere
el esfuerzo conjunto de las distintas perspectivas de investigacion.

Como hipétesis de partida para nuestro andlisis y reflexion considera-
mos que la Educaciéon Matemdtica es un sistema social heterogéno y com-
plejo en el que es necesario distinguir al menos tres componentes o
campos:

a. La accion préctica reflexiva sobre los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matemdticas, realizados principalmente en insti-
tuciones escolares.

b. La investigacién cientifica, que trata de comprender el funciona-
miento de los sistemas didécticos y, en cierta medida, predecir su
comportamiento.

c. La tecnologia did4ctica que se propone poner a punto materiales y
recursos, usando los conocimientos cientificos disponibles, para
mejorar la eficacia de la instruccién matematica.

Estos tres campos se interesan por un mismo objeto —el funcionamiento de
los sistemas didacticos—, e incluso tienen una finalidad dltima comun: la
mejora de la Educacién Matematica. Pero la perspectiva temporal, los obje-
tivos, los recursos disponibles, sus reglas de funcionamiento y las restriccio-
nes a que estdn sometidos, son intrinsecamente distintos. EI mundo de la
accion préctica es el territorio propio del profesor (el ensefante), el cual tie-
ne a su cargo uno o varios grupos de estudiantes a los cuales trata de ensefiar
matematicas. Como se afirma en las conclusiones del Grupo temético 5 The
practice of teaching and research in didactics del ICME 6, “el primer obje-
tivo de un profesor es mejorar el aprendizaje de sus alumnos, de modo que
estard principalmente interesado en la informacién que pueda producir un
efecto inmediato sobre su ensefianza” (pag. 264).

El campo de la investigacion cientifica (basica y descriptiva) se com-
promete de modo particular en la elaboracién de teorias y suele estar a
cargo de profesores universitarios, los cuales, aunque también pueden tener
asignada la ensefianza de una materia (matematicas, didéctica...), dedican
un porcentaje importante de su tiempo a “investigar” sobre cuestiones rela-
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cionadas con la Educacién Matemaitica, en alguno de sus niveles y aspec-
tos.

Finalmente, el tercer componente, que hemos denominado tecnoldgico
(o investigacion aplicada) es prescriptivo, ya que estd mas comprometido
con la elaboracién de dispositivos para la accion y es el “territorio” propio
de los disefiadores de curriculos, los escritores de manuales escolares,
materiales didacticos, etc.

Los componentes b) y ¢) —ciencia y tecnologia diddctica— son los
constituyentes de la disciplina Didéctica de las Matemadticas, mientras que
la Educacién Matematica abarcaria también la prictica de la ensefanza y el
aprendizaje de las matemadticas, esto es, seria el sistema interactivo que
comprende teoria, desarrollo y practica. defendemos la posicién en la cual
la Didactica de la Matematica se considera como una actividad tecno-cien-
tifica en la que caben distinguir los siguientes contextos:

* invencidén-descubrimiento de nuevos conocimientos y formas de
accion,;
* justificacion-validacién de los mismos;

* aplicacion a la mejora de una parcela de la realidad;

* formacién de profesores de matematicas.

La distincion que hacemos entre Didéctica de las Matematicas y Educacion
Matematica no es habitual, ya que con frecuencia se consideran expresiones
sinénimas. Pensamos, no obstante, que esta diferenciacion facilita el anélisis
de las relaciones entre los tres componentes descritos. En nuestra opinién
estos tres componentes no deben funcionar independientemente unos de
otros, ni existe una distincion jerdrquica entre los mismos. Por el contrario,
debe haber cooperacién y didlogo entre los tres dmbitos, como se pone de
manifiesto en la existencia de un congreso especifico Systematic Coopera-
tion between theory and practice in Mathematics Education, del cual se han
celebrado ya cinco reuniones. Del mismo modo, Kilpatrick (1981), anali-
zando la distincién entre investigacion bédsica y aplicada, afirma que “ambas
se solapan sustancialmente, cada una contribuye a la otra, y las cuestiones
de investigacion significativas son tanto bdsicas como aplicadas” (pag. 22).

Consideramos que es necesario distinguir los rasgos caracteristicos y
las funciones de cada 4mbito, para poder analizar el sistema del que forman
parte. Si no se reconocen las diferencias existentes entre estos componen-
tes, no se comprenderd el funcionamiento de todo el sistema de la Educa-
cién Matemadtica. El mundo de la prictica necesita soluciones inmediatas
que, en el momento actual, dificilmente puede ofrecer la investigacion
cientifica. La complejidad de los problemas educativos podria equipararse,
en general, a la de otros campos de la actividad humana con mayor tradi-
cién, para los cuales no existen aun soluciones a todos los problemas (por
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ejemplo, la economia o la medicina...). En consecuencia, la tecnologia
did4ctica tiene que operar en muchas ocasiones basdndose en el buen pare-
cer, la experiencia, el sentido comtn de sus actores.

META-ANALISIS CUALITATIVO DE TRES
INVESTIGACIONES DIDACTICAS

En este trabajo vamos a analizar esta problemdtica de las relaciones entre
teorfa, practica y tecnologfa, utilizando como ejemplos tres investigaciones
que hemos realizado en el contexto académico-universitario. Nuestra actua-
cién como directores de tesis doctorales en el campo de la Didéctica de las
Matematicas, como escritores de “ensayos didécticos” y propuestas curri-
culares para la formacién de profesores y nuestra propia actividad docente
en matemadticas y su diddctica nos ofrece una buena posicién para intentar
analizar las relaciones entre los tres campos descritos de la Educacion
Matematica.

Las investigaciones que describiremos se han centrado en los siguientes
temas:

1) Uso de ordenadores en la ensefianza de la Estadistica.
2) Ensefianza de la Combinatoria en Bachillerato.

3) Ontologfa y epistemologia de las matematicas.

Las dos primeras se refieren a dreas problematicas particulares asumidas por
dos estudiantes de doctorado que han alcanzado el grado de doctor en Ma-
temdticas (programa de doctorado de Didactica de las Matemadticas) como
consecuencia de la investigacion realizada.

La tercera ha sido realizada por nosotros mismos, como consecuencia
de los estudios y reflexiones que hemos realizado al asumir una parte de la
formacion tedrica de los doctorados en cursos sobre Teoria de la Educacion
Matemadtica y la direccion de tesis doctorales. Tiene un cardcter esencial-
mente tedrico y en ella se elabora una teoria pragmadtica y relativista del
significado de los objetos matematicos. El objetivo del estudio conjunto de
estos ejemplos es poner de manifiesto la dialéctica existente entre teoria,
préctica y tecnologia en Educacién Matematica.

Uso de ordenadores en la ensefianza de la Estadistica

En el trabajo desarrollado en el drea de la ensefianza de la Estadistica pode-
mos distinguir claramente los tres componentes o 4mbitos descritos de la
Educacion Matematica: practica reflexiva, innovacion tecnoldgica e investi-
gacion cientifica.

Este proyecto se inicié como consecuencia de mi condicién de profesor
de Didéctica de las Matemadticas para profesores de EGB, que propicié un
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interés especial por los propios métodos de ensefianza de los contenidos
matematicos que debia impartir. Particularmente, en un curso cuatrimestral
de Estadistica Descriptiva parecia inevitable preguntarse por el tipo de pro-
blemas que debia proponer a mis estudiantes, que fueran de su interés y sir-
vieran para que comprendieran el sentido de los conceptos y métodos
estadisticos. Este trabajo fue reflejado en una comunicacién presentada en
el “Primer Encuentro Nacional de Escuelas Universitarias de Formacién
del Profesorado de EGB” (Godino, 1981), motivo por el cual le calificamos
como préctica reflexiva, al traspasar el &mbito puramente individual.

Posteriormente, la posibilidad de utilizar algunos ordenadores me
impulsé a realizar unos primeros cambios en los contenidos y en el método
de ensefianza de esta materia. El tratamiento de colecciones de datos proce-
dentes de problemas realistas y el uso de los ordenadores por los propios
estudiantes parecia posible y necesario.

La constituciéon de un pequefio grupo con los profesores Batanero y
Estepa y la consecucién de una subvencion en el denominado Concurso de
Ideas para la realizacién de clases précticas (convocado por la MEC)
supuso una nueva etapa en el desarrollo de la investigacion en el drea pro-
blemitica de la ensefianza de la estadistica. En ella se puso a punto un
“paquete de programas” estadisticos (PRODEST), caracterizado por un
disefio que calificamos de didéctico, y complementado con dos tipos de
materiales escritos: una guia descriptiva del paquete, junto con una colec-
cién de actividades practicas para el laboratorio de estadistica, y un texto-
apuntes denominados Curso de estadistica basada en el uso de ordenado-
res. (Batanero, Godino y Estepa, 1987; Batanero, Godino y Estepa, 1988a y
1988b).

Tanto el paquete de programas como el texto fueron experimentados
“informalmente” en el curso 1986-87.

Fruto de estas experiencias fue la toma de conciencia de que la interac-
cién de los estudiantes con el ordenador resolviendo problemas de andlisis
de datos plantea nuevas dificultades y cuestiones que era preciso estudiar.
Algunas de estas dificultades se refieren al uso del propio entorno opera-
tivo, otras son de naturaleza cognitiva. ;Cémo cambian los contenidos a
ensefiar, en funcion de las nuevas tecnologias? ;Cudles de estos conceptos
y métodos estadisticos aprenden los estudiantes con la nueva metodologia?
(Qué dificultades y obstaculos persisten? ;Cudl debe ser el papel del profe-
sor y de la interaccion social en las clases de Estadistica?...

Estas nuevas cuestiones son abordadas a partir de 1988 bajo un pro-
yecto de investigacion titulado “Los ordenadores en el curriculo de mate-
madticas”, subvencionado por la DGICYT (MEC, Madrid) y en el contexto
institucional académico de la realizacion de una tesis doctoral por A.
Estepa. A continuacién analizamos los resultados de esta tesis, que ha sido
defendida en el Departamento de Didéctica de la Matematica de la Univer-
sidad de Granada (Estepa, 1993), desde el punto de vista de sus aportacio-
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nes tedricas, tecnoldgicas y practicas. También veremos cémo las nuevas
circunstancias institucionales condicionaron la evolucién de la problema-
tica inicial, hasta llegar a la definicién final del problema abordado en la
tesis y al disefio metodologico.

Como se ha mencionado, el drea problemitica inicial de esta investiga-
cién fue la indagacién de las consecuencias educativas del uso de ordena-
dores en la ensefianza-aprendizaje de nociones estadisticas elementales, y
la determinacion de los factores determinantes de las mismas. ;Qué Esta-
distica (descriptiva) se deberia ensefiar y como, cuando los estudiantes pue-
den usar un paquete de programas estadisticos? ;Como evolucionan las
concepciones de los estudiantes sobre los contenidos ensefiados?

La investigacion precisé el disefio y aplicacion de un proyecto de ense-
flanza de los contenidos de estadistica descriptiva. En dicho proyecto el
manejo del paquete de programas estadisticos PRODEST (revisado para
que los distintos programas pudieran grabar las interacciones de los estu-
diantes con los ordenadores), los diversos ficheros de datos y los problemas
planteados al alumno sobre los mismos jugaban un papel esencial. La eva-
luacién del cambio de concepciones se apoyaria en un disefio cuasiexperi-
mental con pretest y postest, empleando dos instrumentos paralelos.

Sin embargo, la bisqueda bibliogréafica dio como resultado la carencia
de instrumentos de evaluacion adecuados a los contenidos pretendidos y de
estudios que caracterizasen las concepciones de los estudiantes sobre
dichos contenidos, lo que nos llevé a la necesidad de construir nuestros
propios instrumentos. La necesidad de basar las afirmaciones y propuestas
de actuacidn, derivadas de la investigacion, en datos recogidos con instru-
mentos validos y fiables para los fines pretendidos nos obligé a restringir la
amplitud de los contenidos estadisticos abarcados. Elegimos la nocién de
asociacion por su papel relevante dentro de la Estadistica.

Desde el inicio de esta nueva etapa de la investigacion se vio la necesi-
dad de profundizar en el estudio matematico-histérico sobre la nocién de
asociacion estadistica y sus relaciones con la idea filoséfica de causa. Esto
nos deberfa permitir identificar las principales variables de tarea del campo
de problemas de los cuales emerge dicha nocidn, las cuales serian utiliza-
das en la seleccion de muestras representativas de los problemas para ela-
borar instrumentos vélidos y fiables.

El experimento de ensefianza se realizé con un grupo de 20 estudiantes
de Magisterio a los que fue posible realizar un seguimiento sistematico de
los procesos de resolucion de problemas de andlisis de datos con ordena-
dor. La prueba escrita construida para caracterizar los conocimientos y
creencias iniciales sobre la nocién de asociacion estadistica de los estudian-
tes fue aplicada como pretest y postest al grupo experimental y también a
una muestra de 213 estudiantes. El andlisis detallado de las estrategias de
estos estudiantes permitid caracterizar una serie de concepciones iniciales
correctas e incorrectas sobre la asociacion estadistica. Esta informacién es
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util, en si misma, para cualquier profesor que trate de iniciar una instruc-
cién sobre el tema. En nuestro caso sirvié como elemento de referencia de
las concepciones de los estudiantes del grupo experimental.

Las principales conclusiones obtenidas en la investigacion fueron las
siguientes:

a. Se ha observado una notable mejoria en los juicios de asociacion al
finalizar la ensefanza, cuando los datos no contradicen las teorias
previas de los estudiantes.

b. Se ha observado una evolucién positiva en las estrategias de solu-
cién utilizadas después de la instruccidn.

c. Casi la totalidad de los estudiantes han superado la concepcion
“localista” sobre la asociacién (basar el juicio de asociacién en una
parte de los datos), y mejora en la concepcion “unidireccional” (no
considerar la correlacién inversa), aunque persiste la concepcién
“causalista”, por la cual los estudiantes confunden correlaciéon y
causalidad, al finalizar la enseflanza.

d. En general, los estudiantes no se limitan a emplear un sélo resumen
numérico o grafico de los datos, cuando disponen de un ordenador,
sino que utilizan varios programas para integrar la informacién,
como paso previo a la resolucién de los problemas.

e. FEl resumen estadistico mds empleado es la tabla de contingencia,
construida mediante un proceso iterativo, seguida de la utilizacién
de estadisticos de orden o de valor central.

f. Las estrategias utilizadas han tenido mayor grado de correcién que
cuando no se usa ordenador, apareciendo nuevas estrategias, en
especial el empleo de estadisticos de orden.

Un nivel de anélisis mds profundo de los fendmenos de aprendizaje se rea-
liz6 mediante el seguimiento del proceso de aprendizaje de una pareja de es-
tudiantes, utilizando el analisis de sus interacciones con el ordenador. Esta
tltima fase de la investigacion ha permitido identificar diferentes actos en la
comprension del concepto de asociacion. Esta informacion es un paso nece-
sario para la elaboracion de situaciones didacticas especificas encaminadas
a facilitar el logro de tales actos de comprensidn, y por tanto, la superacién
de concepciones inadecuadas.

Como vemos, la investigacion ha permitido obtener una gran cantidad
de informacion utilizable en la planificacion de la ensefianza y en el diag-
ndstico de las dificultades de aprendizaje. En el plano tecnoldgico se ha
aportado un material experimentado para la ensefianza de la Estadistica
Descriptiva y una prueba para la evaluacion de las concepciones previas de
los sujetos sobre la idea de asociacion estadistica.
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Ensenanza de la Combinatoria en Bachillerato

La Combinatoria es considerada generalmente como un tema dificil de las
Matematicas de secundaria, reconociéndose, ademds, que su enseflanza es
de interés en estos niveles por su caracter central dentro de la matematica
discreta y por desempeifiar un papel relevante en el desarrollo de las capaci-
dades légicas de los sujetos (Piaget e Inhelder, 1951; Fischbein, 1975).

Estas razones nos indujeron a proponer como tema de investigacion a
una estudiante de doctorado la “ensefianza de la combinatoria en bachille-
rato”. Las cuestiones “ingenuas” que nos planteamos inicialmente fueron:

* /Qué contenidos proponen los programas oficiales y los manua-
les escolares como saber a ensefiar?

* /Qué piensan los profesores sobre la ensefianza y las dificulta-
des de aprendizaje del tema?

¢ ;Por qué es dificil la combinatoria?

* ;Como se deberia ensefiar la combinatoria?

Después de invertir un tiempo en aclarar las dos primeras cuestiones nos di-
mos cuenta que, como paso previo para proponer acciones practicas sobre la
instruccidn, era necesario dilucidar la propia naturaleza de la Combinatoria
elemental. S6lo después de conocer la estructura de los problemas combina-
torios simples y la naturaleza de las herramientas conceptuales desarrolladas
pararesolverlos se pueden hacer propuestas de actuacion racionales, esto es,
basadas en conocimientos cientificos.

El estudio sistemadtico del contenido y de la bibliografia nos permiti6
identificar la existencia de una variable de tarea de los problemas combina-
torios, que hemos denominado “modelo combinatorio implicito en los
enunciados” (MCI), que podria explicar, al menos una parte de las dificul-
tades del tema y que no habia sido considerada en las investigaciones ante-
riores. Esta variable responde a las tres modelizaciones bdsicas de los
problemas combinatorios simples: el esquema de seleccién de muestras,
colocacién de objetos en urnas y como particiones de un conjunto. Otras
variables que habian mostrado su efecto sobre las dificultades de las tareas
combinatorias en investigaciones previas son la operacién combinatoria
(variaciones, permutaciones, combinaciones), el tamaifio de los pardmetros,
tipo de operacién y contexto.

Para probar los efectos de la variable MCI en los procesos de resolucion
de los problemas y su posible interaccidn con las restantes variables men-
cionadas fue preciso elaborar una prueba valida para los fines pretendidos y
fiable. Después de sucesivos ensayos piloto la prueba fue aplicada a una
muestra de 720 alumnos de ler curso de bachillerato, 1a mitad con instruc-
cién en Combinatoria y el resto sin instruccion previa.
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El ambito cientifico-tedrico en que se desarroll6 esta investigacion y el
planteamiento del problema implicaba un compromiso especial con la jus-
tificacién de las afirmaciones pretendidas sobre los hechos observados.
Para determinar si la variable MCI afecta o no y de qué manera al proceso
de instruccién en Combinatoria, ha sido preciso aplicar un riguroso disefio
experimental del cuestionario y un complejo proceso de andlisis multiva-
riante de datos. Para comprobar la significacion estadistica de las diferen-
cias entre las medias de estas dos muestras de alumnos, y su dependencia
de las diversas variables de tarea incluidas en el cuestionario, se realizé un
Andlisis de Varianza. Para estudiar las interrelaciones entre los diferentes
items se efectué un Andlisis Cluster, un Andlisis Factorial y un Andlisis
Implicativo. Y con el fin de estudiar las asociaciones entre los errores y la
influencia sobre los mismos de las variables de tarea consideradas, se rea-
liz6 un Anadlisis de Correspondencias. Las entrevistas clinicas realizadas a
una muestra reducida de alumnos permitié profundizar en las estrategias de
resolucion de los problemas y en la comprensién de los conceptos combi-
natorios por parte de los alumnos. Todos los resultados corroboran el papel
de variable didéctica de MCI, que, por tanto, debe recibir una atencién par-
ticular en la planificacién de la instruccién sobre el tema.

El proyecto de investigacion sobre Combinatoria fue iniciado en 1989 y
se ha terminado en 1994 con la defensa de la tesis doctoral de Navarro-
Pelayo (1994). Han sido necesarios cinco afnos de dedicacion casi plena de
una persona (la doctoranda), asistida por el director de la investigacion y
otros colaboradores. Los conocimientos y recursos diddcticos producidos
han sido los siguientes:

¢ Elaboracién de un survey o estado de la cuestion sobre las inves-
tigaciones realizadas en el campo de la psicologia y de la didac-
tica sobre desarrollo cognitivo e instruccién en razonamiento
combinatorio.

* Conocimiento del papel desempefiado en los procesos de ins-
truccion en Combinatoria de la variable MCI (modelo combina-
torio implicito en el enunciado de los problemas combinatorios).

* Elaboracién de un instrumento de evaluacién de dificultades y
tipos de respuestas de los sujetos ante una muestra de problemas
combinatorios simples.

* Elaboracién de una propuesta de desarrollo del curriculo de
combinatoria para los niveles correspondientes a alumnos de 10
a 18 afios.

Los conocimientos producidos en esta investigacion nos parecen de interés
evidente tanto para los disefiadores de curriculo, autores de manuales esco-
lares como para el propio profesor que deba ensefiar Combinatoria en los ni-



86 JuAN D. GODINO

veles secundarios. La aportacion tedrica, objeto de la tesis doctoral
correspondiente ha consistido en probar que la variable MCI, juega un papel
relevante en los procesos de ensefianza y aprendizaje y, por tanto, el curri-
culo en Combinatoria debe tenerla en cuenta. En Batanero y cols (1994) se
desarrolla una propuesta curricular que utiliza sistemdticamente los conoci-
mientos cientificos “producidos” en esta tesis. Este libro, y el publicado so-
bre las nociones de azar y probabilidad (Godino y cols, 1987), dirigidos a
profesores y disefiadores del curriculo matemaético, son contribuciones de
cardcter tecnoldgico que muestran formas posibles de cooperacion entre
teoria y practica.

Ontologia y epistemologia de las matematicas. Una teoria
del objeto matematico y sus significados

Las dos investigaciones que hemos descritos son ejemplos del tipo de cues-
tiones que nuestros alumnos de doctorado se han planteado en la
realizacion de su trabajo y podrian describirse como investigaciones de pri-
mer nivel dentro de nuestra drea de conocimiento, ya que abordan directa-
mente problemas didécticos. Un segundo nivel de reflexion seria el andlisis
de los fundamentos en que apoyamos estas investigaciones, tanto de tipo
teérico como metodolégico.

Dado que los procesos de ensefianza y aprendizaje de las matemadticas
son objeto de estudio de diversas ciencias, podriamos preguntarnos si son
suficientes las aportaciones de estas disciplinas para fundamentar nuestra
investigacién. Entre estas ciencias, que podriamos llamar fundacionales de
la Educacién Matematica, podemos incluir la Psicologia, Sociologia, Mate-
maticas, Filosoffa, Pedagogia, Historia de las Matemadticas, Lingiiistica,
etc. Como justificamos en Godino (1991), dado que cada una de ellas
atiende sélo a aspectos parciales de la Educacién Matemdtica, considera-
mos que se precisa una disciplina auténoma que trate de integrar estos
conocimientos y de indagar aquellos aspectos de la ensefianza de las Mate-
maticas cuya naturaleza es irreductiblemente matemdtica.

La complejidad de los problemas educativos, pone a la Didéctica de las
Matematicas ante el dilema de desarrollar un espacio de indagacién propio
de caricter basico o fundamental. No es posible explicar y predecir el fun-
cionamiento de los sistemas diddcticos si no se aclaran y explicitan los
supuestos ontoldgicos y epistemoldgicos de las propias matemadticas y de
los procesos psico-sociales que tienen lugar en la formacién de los conoci-
mientos matematicos. La indagacién didéctica realizada con criterios de
rigor cientifico exige elaborar teorias sobre las cuestiones mencionadas, en
las cuales basar agendas de investigacion coherentes y productivas.

Una de las cuestiones fundamentales dentro de esta problematica es si
el estudio de los problemas didécticos precisa una conceptualizacién expli-
cita sobre los objetos matematicos (conceptos, proposiciones y teorias), los
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procesos por los que se desarrollan y evolucionan dichos objetos matemati-
cos —tanto en el sujeto individual, como en su génesis histérica— y el sig-
nificado de los mismos.

El caricter dispar, con frecuencia contrapuesto, de las muiltiples res-
puestas dadas a las cuestiones ontoldgico-epistemoldgicos sobre las Mate-
maticas, nos llevé a iniciar una indagacion sistemdtica sobre la nocién de
objeto matemadtico y su significado, a sabiendas, no obstante, de que estas
cuestiones son un tema central de todas las disciplinas interesadas por la
cognicién humana. La teoria del objeto matemadtico y sus significados insti-
tucionales y personales (Godino y Batanero, 1994a y 1994b), que describi-
mos brevemente a continuacion, es una primera consecuencia de nuestra
investigacion sobre estas cuestiones. Con este ejemplo queremos mostrar
un tipo de investigacidn didéctica de tipo esencialmente tedrico, su motiva-
cién por la propia ldgica de la investigacion cientifica y su potencial utili-
dad.

Partiendo de las tendencias recientes en Filosofia de las Matemadticas
hemos elaborado una teoria sobre las ideas de objeto matemdtico y su sig-
nificado, en la cual postulamos una doble dimensién —epistemologica y
psicolégica— tanto para los propios objetos, como para sus significados.
Reconocemos explicitamente una estrecha inspiracién de esta teorizacién
en las ideas de “objeto” y “relacion con el objeto” desarrolladas por Cheva-
llard y en la teorfa de Wittgenstein del “significado como uso”. La perspec-
tiva educativa e intencién integradora adoptada nos conduce a introducir,
no obstante, elementos tedricos —como los de objeto personal o mental —
que estdn en consonancia con los planteamientos de la epistemologia psico-
logista de Kitcher y de la teoria de la cognicién situada.

Las hipoétesis epistemoldgicas y psicoldgicas que sirven de punto de
partida para la teorfa desarrollada son las siguientes:

a. Las matematicas constituyen una actividad humana que se interesa
por la solucién de situaciones problematicas, las cuales pueden refe-
rirse al mundo fisico, social, o al propio dominio de las Matematica.
Como respuesta o solucion a estos problemas externos o internos,
los objetos matemdticos emergen y evolucionan progresivamente.
Por tanto, son los actos de las personas la fuente genética de las con-
ceptualizaciones matematicas, de acuerdo con las teorias constructi-
vistas piagetianas.

b. Las Matemdticas constituyen un lenguaje simbdlico en el que se
expresan las situaciones-problemas y las soluciones encontradas.
Los sistemas de simbolos, dados por la cultura, tienen una funcién
comunicativa y un papel instrumental, ya que cambian a las propias
personas que usan los simbolos como mediadores. Este supuesto
asume los planteamientos psicolégicos de Vygostskii y los semioti-
cos de Rotman.
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c. Las Matemdticas constituyen un sistema conceptual légicamente
organizado y socialmente compartido. Los objetos matematicos son
entidades culturales cuya naturaleza sistémica y compleja no puede
ser descrita meramente con definiciones formales cuando nos inte-
resamos por los procesos de ensefianza y aprendizaje de los mismos.

Las abstracciones o generalizaciones, tanto en su faceta psicolégica como
epistemoldgica (objetos personales e institucionales), son consideradas
como emergentes de los sistemas de practicas (personales, respec. institu-
cionales) realizadas por una persona (o en el seno de una institucién) ante
cierta clase de situaciones-problemas o disposiciones del entorno.

Los sistemas de préicticas prototipicas significativas —esto es, eficaces
para el fin pretendido— son consideradas como el origen genético de los
distintos “objetos personales” (invariantes operatorios de indole psicomo-
triz, “conceptos y teoremas en acto”, conceptos y proposiciones formaliza-
das, etc). La especificidad de tales sistemas de précticas respecto a los
contextos institucionales particulares determina, asimismo, la emergencia
de objetos personales e institucionales especificos. Se postula, por tanto,
una relatividad intrinseca de los objetos emergentes respecto de las distin-
tas instituciones involucradas en los campos de problemas, y dependiente,
asimismo, de las formas expresivas disponibles. Este planteamiento permi-
tird apreciar las adaptaciones (o transposiciones) e influencias mutuas que
sufren los objetos matemadticos para ser transmitidos entre personas e insti-
tuciones.

Esta relatividad y multiplicidad de objetos es compatible, no obstante,
con el papel “dominante” y de “control” (en términos ecoldgicos) de la
organizacion 16gica y formal adoptada por las matemadticas en la institucién
Matemadtica (productores de nuevos conocimientos matematicos), princi-
palmente debido a su efectividad en el planteamiento y resolucién de nue-
vos problemas. No obstante, esta organizacion légica, que sin duda es
eficaz en los procesos de justificacion e invencion de los objetos, no estd
exenta de problemas para la comunicacién y difusién de los mismos, al
prescindir de los contextos, situaciones y actuaciones personales de los que
emergen dichos objetos.

El constructo que hemos elaborado en nuestra teoria, que denominamos
significado personal e institucional de un objeto matemadtico, es una enti-
dad extensiva, que se contrapone al cardcter intensivo del objeto, y permite
reorientar las cuestiones de disefio y evaluacidn de situaciones de ense-
flanza y de evaluacion de los conocimientos de los sujetos. Al postular el
cardcter sistémico de los significados, se pone en evidencia el caracter
muestral de las mencionadas situaciones de ensefianza y evaluacién y los
problemas de inferencia asociados.

Como consecuencia de la teoria elaborada, en Godino y Batanero
(1994a) proponemos una agenda de investigacion para la Didéctica de las
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Matematicas centrada, como drea prioritaria, en la caracterizacién de los
significados personales e institucionales de los objetos matemadticos, su
mutua interdependencia y desarrollo evolutivo.

El interés principal de esta investigacion didictica, que hemos anali-
zado como ejemplo de estudio tedrico, es que ofrece la posibilidad de pre-
sentar, bajo una perspectiva unificadora, la investigacién en Didéctica de
las Matemadticas, a partir de las nociones de semiometria (determinacion de
los significados institucionales y personales de los objetos matemaéticos) y
ecologia de significados (estudio de las condiciones de desarrollo, adapta-
ciones y relaciones mutuas entre los significados institucionales y persona-
les) (Godino y Batanero, 1994a). Esta investigacion no ha surgido
aisladamente, sino que se ha apoyado en trabajos previos y continda la
direccidn iniciada por otros autores como Steiner, Brousseau o Chevallard,
decididos defensores de la Didactica como campo de investigacion tedrica
auténoma, aunque no independiente de otras dreas del conocimiento, sino
en didlogo con las mismas.

ALGUNAS CONCLUSIONES

El fin perseguido en el meta-andlisis realizado de las tres investigaciones
descritas ha sido, en primer lugar, poner de manifiesto algunos rasgos dis-
tintivos de la investigacion cientifica dentro de la Did4ctica de las Matema-
ticas, respecto de las de tipo tecnoldgico o prictico. Entre los fines
principales de la investigacion cientifica estdn la descripcion, explicacion y
prediccion del comportamiento de los sistemas didacticos. Como expresa
Kilpatrick (1993): “Podemos buscar generalizaciones, no como leyes natu-
rales que determinen como actuan los profesores o los alumnos, sino como
tendencias o patrones en el flujo de sucesos de la clase” (pag. 28). El fin de
la investigacién tecnoldgica y la prictica reflexiva es resolver problemas
especificos en situaciones y contextos dados.

La investigacion cientifica estd guiada por la teoria y pretende desarro-
llar teorfa, debiendo asentarse en los trabajos precedentes sobre la misma
problemdtica. Las cuestiones de investigacién no se delimitan correcta-
mente hasta tanto no se realiza la preceptiva revision bibliografica y se
conocen las ideas de los autores que han investigado previamente sobre
problemas similares. Las afirmaciones pretendidas deben integrarse en un
cuerpo de conocimientos en continuo crecimiento. Pensamos que esta pre-
ocupacién es, en gran medida, ajena a la prictica reflexiva e incluso a la
tecnologia, ya que su interés primario es la accién sobre contextos particu-
lares, con frecuencia especificos e irrepetibles.

La investigacion cientifica estd sometida, en el seno de la institucién en
la que se desarrolla, a una serie de normas que afectan a las formas expresi-
vas (rigor, reproductibilidad) y a las formas de justificacién de las afirma-
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ciones (validez, consistencia, objetividad). A estos criterios, podrian
afiadirse los deseables de originalidad y pertinencia (Sierpinska, 1993),
mads dificiles de alcanzar. En los dmbitos de la investigacion tecnoldgica y
la préctica reflexiva los criterios de cardcter prioritario son otros, como los
de utilidad, facilidad, coste, rapidez, eficacia, rentabilidad, etc.

A pesar de estas diferencias, en los ejemplos que hemos descrito, se
pone también de manifiesto el cardcter complementario e interdependiente
de la investigacion tecnoldgica y cientifica, lo que puede comprenderse
mejor bajo el marco interpretativo de la epistemologia ecoldgica (Godino,
1993). Estas tres actividades tienen lugar en 4mbitos institucionales distin-
tos, utilizan recursos diferentes y cumplen también funciones distintas.
Como hemos indicado, estas formaciones epistemoldgicas se diferencian
sustancialmente en los fines, formas expresivas y en los criterios de justifi-
cacion, esto es, tienen nichos ecoldgicos propios. Pero la investigacion o
indagacion disciplinada en cada uno de estos campos produce conocimien-
tos utiles y necesarios para el funcionamiento y mejora progresiva del eco-
sistema global, que es la Educacion Matematica.

Sin embargo, debido a su poder predictivo y explicativo, el conoci-
miento cientifico tedrico condiciona el conocimiento tecnolégico y el prac-
tico, esto es, desempefia un papel “dominante y de control”.

En nuestros ejemplos, el punto de partida han sido cuestiones pertinen-
tes para los profesores: como ensefiar un contenido particular (la combina-
toria elemental, la estadistica descriptiva). Pero la l6gica y las necesidades
del proceso inicial de investigacion (tecnolégica) nos ha llevado a cuestio-
nes progresivamente mas tedricas: como afecta la variable “modelo combi-
natorio implicito en los enunciados de los problemas” al razonamiento de
los estudiantes, como evaluar estos razonamientos de los alumnos, como
podemos determinar si un alumno conoce la combinatoria, qué es conocer
las matemadticas, que son los objetos matematicos, etc.

Con ello hemos visto la necesidad de tener que afrontar delicados y
complejos problemas tedricos, cuya naturaleza estd bastante alejada de las
cuestiones practicas y tecnoldgicas planteadas inicialmente. La deteccion y
explicacion de las dificultades en el aprendizaje de las matemadticas por los
estudiantes requieren el disefio de situaciones de evaluacién. La superacién
de estas dificultades por parte de los alumnos precisa organizar secuencias
adecuadas de situaciones didécticas. Todo ello debe estar basado en los
resultados de la investigacion, que, a su vez, se debe fundamentar en
supuestos epistemoldgicos y cognitivos explicitos sobre las matemadticas y
su aprendizaje. Pero, dado que las disciplinas de referencia no siempre pro-
ponen soluciones claras y definitivas para estos fundamentos, el didacta
tiene que construirlos directamente desde su propia perspectiva y necesida-
des, o integrar propuestas diferentes.
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CAPITULO 8

ALGUNAS CUESTIONES QUE PREOCUPAN
A UN PROFESOR DE SECUNDARIA ACERCA
DE LA INVESTIGACION EN DIDACTICA
DE LAS MATEMATICAS

FLORENCIO VILLARROYA BULLIDO
S.A.P.M.“P. S. CIRUELO”

Quiero empezar agradeciendo al CIDE, y a Juan Calderén la invitacién a
participar en este Seminario, y la libertad de eleccioén de tema. Si bien me
gustaria justificar, a priori, mi intervencién. Cuando a primeros de enero de
este afio, se pidié mi participacion, pensé que no debia hacerlo, puesto que,
dada la lista de ponentes que anunciaron, no me correspondia un lugar en
ella, pero como veis, accedi, pues ademds se me brindaba la oportunidad de
hablar del tema que libremente eligiera, dentro del titulo general del Semi-
nario.

Por otro lado, debi entender mal el modelo de Seminario, pues pensaba
hasta hace unos dias, que era un encuentro entre especialistas en investiga-
cién en Didéctica de las Matematicas y profesores de diversos dmbitos
(profesionales y geogréficos) para intercambiar puntos de vista desde sus
respectivas posiciones y visiones sobre el tema y que las intervenciones se
harfan en pequefios grupos de trabajo y debate. Como la comunicacién
entre el CIDE y los ponentes ha sido fluida en este tiempo, cuando me dije-
ron que habia 250 inscritos como asistentes, y vi que el programa consistia
en sucesivas ponencias, sin la existencia de actividades conjuntas de
debate, mi posicion y mi intervencion tuvieron que modificarse un poco.

Antes de comenzar, me presentaré: Naci mds o menos el mismo afio
que los ordenadores, Carlitos y Mafalda; soy profesor de instituto desde
1975 y empecé a preocuparme por cuestiones de ensefianza ;jhacia 19787
preparando la memoria de acceso a Cétedras de Bachillerato. Desde enton-
ces, he participado, junto a otros amigos, en actividades como las JAEM,
las reuniones de la CIEAEM, he obtenido un DEA de Didactica de las
Matematicas de la Universidad de Burdeos, he coordinado la presencia de
la Exposiciéon “Horizontes Matemadticos” en su itinerancia por este pais,
durante tres afios, he participado en la creacién de la Federacion Espaiiola
de Sociedades de Profesores de Matemadticas y en su revista SUMA,... y
después de 20 cursos dando clases los problemas con los alumnos siempre
existen, las dificultades en el aprendizaje estan ahi, esperando cada mafiana
o cada tarde, y seguirdn estando.

L. PUIG (ED.). INVESTIGAR Y ENSENAR. VARIEDADES DE LA EDUCACION MATEMATICA, 93-108
© 1997. “UNA EMPRESA DOCENTE” & GRUPO EDITORIAL IBEROAMERICA
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Durante estos aflos han cambiado muchas cosas:

* ha cambiado el marco de referencia politico, hemos pasado de
una dictadura a un sistema democratico con esperanza, y luego a
una democracia con desencanto.

han cambiado las costumbres de las personas, la escala de valo-
res.

han cambiado los alumnos, sus intereses escolares, sus expecta-
tivas de futuro.

pero el sistema escolar legal vigente atin no ha cambiado. En
1975 comenzaron el BUP y la FP en nuestro pafs y todavia
siguen vigentes. Si ha cambiado radicalmente el nimero abso-
luto y relativo de alumnos escolarizados hasta los 16 afios. Y la
anunciada, desde 1982, reforma de este sistema escolar parece
que llegard a ser universal (aqui Universo=Espafia), alld por el
afio 2001.

han cambiado nuestras relaciones con otros paises, nuestro
conocimiento de idiomas extranjeros.

{Qué es lo que provoca en un profesor de matematicas la
necesidad de conocimientos aiiadidos, diferentes a los de la
propia materia de estudio?

Puede parecer una obviedad pero en mi, y creo que en una mayoria de pro-
fesionales de la ensefianza, lo que provoca la busqueda de otros conoci-
mientos son dos razones principales:

e por un lado, el “Ilamado fracaso escolar”: los resultados alcanza-
dos por nuestros alumnos, no se corresponden con las expectati-
vas; y

e por otro, desde las matemdticas, el “fracaso de la matemadtica
moderna” en el sistema escolar.

Fracasos ambos ligados, aqui y en otros paises a la extensién de la escolari-
dad obligatoria, deseada por las sociedades y llevada a cabo por la mayoria
de los gobiernos. En pocos afios se ha pasado del limite de edad 10-12 al 14-
16, para el final de la escuela obligatoria.

Y aqui entra en juego la tradicién: Disponemos de una cultura matema-
tica “primaria” heredada, existente desde el siglo XVI hasta el XIX, ense-
fiable al 60-70% de la poblacién en 4-5 afios. La cultura matematica
“secundaria” fue concebida en el siglo XVIII para a lo més el 20% de la
poblacién. Esa educacion secundaria, se intenta generalizar a lo largo del
sigo XX (al menos, en Europa). Pero, actualmente debemos destacar que
“la ensefianza se revela completamente incapaz de conciliar estos dos pro-
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yectos en la escolaridad obligatoria de diez afios de duracién. Peor atn,
aunque no sean técnicamente incompatibles, tienden a destruirse la una a la
otra”. Por lo que respecta a las matematicas, la dltima tentativa para poner
un saber unificado al servicio de una sociedad abierta y democrdtica data de
los afios 70; estaba basada en la idea de que la unificacion de las matemati-
cas permitia la de su enseflanza “desde la maternal hasta la universidad”. El
proyecto fracasé.

No hay en la actualidad proyecto de cultura de las matematicas de
“secundaria” socialmente aceptado, ni en el seno de la sociedad en general,
ni en el seno de la sociedad mds pequefia de los matematicos, ni de los pro-
fesores de matematicas. Esto serd fuente de continuas paradojas y contra-
dicciones en los préximos afios, y posiblemente hard sentir de manera
generalizada, confio, la necesidad de un debate en el seno de esas socieda-
des sobre la naturaleza de las matematicas, sobre el sentido de los concep-
tos matemdticos y el papel que las matematicas juegan en la formacién
general y especifica de las personas. Debate que podria generar el fortaleci-
miento de estudios y resultados en didéctica de las matemadticas o educa-
cién matematica.

Volviendo al punto de partida:

¢ Qué es la Didactica de las Matematicas?

En Francia, la didactica de las matematicas no es sélo el arte o ciencia de
ensefiar, sino que cubre el estudio de las relaciones entre ensefianza y
aprendizaje en los aspectos especificos de las matemdticas. También
incluye la escuela como sistema, etc. La investigacién en este dominio
requiere una dialéctica entre las cuestiones de investigacion y las teorias. El
cuadro tedrico se funda en la hipétesis de que los alumnos construyen su
propia comprehension de las matemadticas y que sus producciones intelec-
tuales no se vuelven en conocimientos portadores de sentido mds que si son
resultados de la resolucion de problemas practicos o tedricos importantes.

En otros paises, especialmente Estados Unidos de América e Inglaterra,
el mismo tipo de estudios sobre enseflanza aprendizaje de las matemadticas
se engloba bajo el epigrafe Educacion Matemadtica.

(Por qué esas diferencias entre Educaciéon Matemadtica y Didactica de
las Matemadticas? Las dos se benefician del aporte de otras disciplinas como
las matematicas, la epistemologia, la historia de las matematicas, la psico-
logfa, la sociologia, la lingiifstica y la antropologia, como fuentes no solo
de conceptos sino también de metodologias. Ambas reconocen el papel
central de la dualidad teorfa/prictica. Pero reflejan concepciones culturales
fuertemente marcadas.

En anglo-americano hay dos términos con connotacién negativa: diddc-
tica y pedagogia. Calificar a alguien de didacta significa no solo que
ensefia, sino que probablemente deduce principios morales. Un pedagogo
no es exactamente un ensefiante, el término implica que es verbalista, abu-
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rrido, es decir pedante. Los americanos utilizan educacién y educador para
evitar connotaciones desagradables y consideran que el campo de estudio
de la ensefianza, aunque poco prestigioso y de status menor, comienza a
afirmarse institucionalmente.

En Francia se ha sentido la necesidad de un término como Didactica de
las Matemadticas para expresar un acceso cientifico especifico a ese campo
de investigacién. En Alemania también existe; los norteamericanos se resis-
ten a €l y utilizan educacién matemadtica para referirse a la vez a la activi-
dad de ensefiar y al campo de investigacion.

Los franceses se han esforzado en llenar esta separacion cultural, entre
ellos y los angléfonos; los americanos no tanto y tienden a ignorar, por pro-
blemas de lengua, las investigaciones francesas hasta que se traducen.

Fuera de estos dos grandes bloques, hay otros paises, por ejemplo Italia,
donde las ideas en este terreno estaban ligadas, esencialmente, a la idea de
renovacion de la ensefianza y a la experimentacion de proyectos innovado-
res. Sus problemas de lengua para aproximarse a cualquiera de los bloques
anteriores es semejante al nuestro.

En Espaiia, unas veces por problemas de lengua, otras por proximidad
geogréfica y espero que alguna otra por “interés previo” en la materia,
podemos ver la influencia de las dos culturas en este terreno de la Didéc-
tica/Educacion de las Matematicas. Personalmente me siento mas influido,
por razones de lengua, de proximidad geogréfica, y de interés previo, por la
Didactica de las Matematicas, tal como se entiende en Francia. Pienso que
en ella, se intenta abordar una problemadtica global, muy extensa, desde un
punto de vista racional y cientifico con el objetivo de crear situaciones de
enseflanza reproducibles, con matices, en distintos lugares y tiempos. Para
ello han construido un edificio teérico imponente.

Por tanto, estoy de acuerdo con la afirmacién de J. Kilpatrick:

se observa en la investigacion americana sobre el aprendizaje de las
matemdticas y su conceptualizacion una falta de teorizacion. Hay
tantos investigadores americanos tan enfrascados en un constructi-
vismo radical que estiman imposible comprender las preocupacio-
nes francesas de transmision de los saberes y de reproductibilidad de
las situaciones de ensefianza. Transmision, a los americanos, nos
parece un término horrible, una supervivencia de los antiguos tiem-
pos en que suponiamos que los nifios eran recipientes vacios que ha-
bia que llenar de informacion (si bien no encuentro confirmaciones
tangibles de que los americanos lo hayan creido alguna vez). Repro-
ductibilidad sugiere que el enseiiante podria querer dirigir la ense-
fianza en una direccion determinada mientras que todo investigador
americano actual os dird que el papel del ensefiante consiste simple-
mente en facilitar el aprendizaje por el niiio de las propias matemd-
ticas del nifio. Muchos investigadores americanos creen imposibles
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las regularidades que sefiala Vergnaud: “Cuando secuenciamos y
observamos la misma serie de lecciones en diferentes aulas, con el
mismo o diferentes profesores, en diferentes niveles o en el mismo,
podemos observar que algunos hechos suceden siempre y los mismos
comportamientos organizados coherente y jerdrquicamente apare-
cenunay otravez”.

Sigue diciendo Kilpatrick:

Los investigadores americanos evitan la ingenieria como metdfora
de la investigacion, consideran la nocion de variable como un resi-
duo de un positivismo desacreditado,; han abandonado no solo toda
puesta a prueba de las hipotesis, sino también toda generacion de hi-
potesis, es decir incluso de cualquier hipotesis. Vagan en una especie
de desierto en el que el constructivismo radical, las matemdticas del
nifio y los métodos cualitativos tienen un poder encantador y las
cuestiones de validez son obsoletas.

Junto a estas referencias a “escuelas” debemos considerar el papel de la in-
novacion: “Es indispensable que, cada dia, todo ensefiante comience su cla-
se como si los conocimientos que propone a sus alumnos fueran
descubiertos por primera vez en el mundo y como si este hallazgo fuera de-
cisivo para..., el porvenir de la humanidad.” Serfa la méxima, el ideal radical
de los innovadores. ;Por qué? Porque sabemos que el contrato didactico
tiende, legitimamente, a estereotipar la accion de ensefiar, a codificar los mé-
todos, a definir el saber escolar, a convertir en obsoletas para el profesor las
situaciones que utiliza y obsoletos para el alumno los conocimientos trata-
dos. Todo envejece. Para luchar contra ello se proponen las renovaciones en
las diferentes ramas del contrato: en las relaciones con el alumno, en las re-
laciones con el saber, en las relaciones con la comunidad de matematicos,
en las relaciones con las situaciones de ensefianza.

Una ilusion peligrosa es sostener que para evitar este envejecimiento se
deberia de evitar todo mecanismo, toda reproduccion, en el limite, todo
aprendizaje. Para que la clase sea viva, el profesor hard las matemadticas con
sus alumnos sin referencia al pasado, completamente justificadas por las
circunstancias y la vida de los alumnos. Posicion empirista radical que con-
duce a lo peor: en su principio muestra la negacion misma del fin de la
enseflanza que es comunicar un saber cultural costosamente adquirido y las
referencias requeridas por un contrato social.

Ademds, la innovacién conduce a resultados diferentes de los pretendi-
dos. Una innovacién debe ser comunicada, por tanto debe proponer cosas
que funcionen en forma comunicable a los demds. Su difusion se justifica
por una observacion previa del fracaso de los métodos antiguos: las innova-
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ciones que le precedieron. Hay que insistir en que es nueva y presenta al
menos una diferencia esencial.

La innovacién permite a una parte de los ensefiantes sentirse como
innovadores: personas que desarrollan sus competencias, que actian para
mejorar las condiciones de la ensefianza, que enuncian conclusiones opera-
torias. Su fin es generoso: propagar la innovacion, extenderla y generali-
zarla. La innovacién necesita oyentes, su progresién es muy fuerte al
principio, pero disminuye rdpidamente, hasta alcanzar mas o menos al 20%
de los profesores, momento en que se hace impropio sostenerla como inno-
vacion. Entonces hay que buscar innovaciones nuevas. Es el mismo sistema
que el de la “moda”. Los ensefiantes tienen necesidad de la moda (meca-
nismo de incitacion al consumo).

Por otro lado, la innovacién necesita un ritmo rdpido y por ello no
afecta en nada esencial a las pricticas profundas de la ensefianza: Como la
moda. Finalmente, hay que sefialar que el mecanismo de difusién de la
innovacién es bastante complejo, asi como las razones de su éxito o fra-
caso.

{Qué querria (un profesor de secundaria) que se
investigase en la Didactica de las Matematicas?

Espera, al menos, que la didactica de las matematicas le suministre lo esen-
cial de las técnicas especificas de las nociones a ensefiar, compatibles con
sus concepciones educativas y pedagdgicas generales. Técnicas:

¢ locales: preparacion de lecciones, material de ensefianza, méto-
dos clave puestos a punto, instrumentos de gestion, de evalua-
cién, mds aquellos necesarios para alumnos que presentan
dificultades particulares.

* globales: curriculos para todo un sector de matemaéticas, progra-
mas para varios afios.

También puede esperar saber como y por qué se encadenan unos conoci-
mientos con otros, luego qué conocimientos son previos a otros, si debe li-
garse el estudio de la geometria al mundo fisico... Cémo se construyen y
reconstruyen las nociones, como se reorganizan..., y también, cémo se
crean condiciones para que el aprendizaje se produzca...

Estas expectativas son legitimas, pero los estudios son largos y dificiles.

{Qué responde a ello la Didactica de las Matematicas?

En algunos campos hay tentativas, pero casi todo esta por hacer, por ejem-
plo en dlgebra podriamos citar a Dieudonné: “Mientras que apenas fue
necesario un siglo para que la geometria elemental lograra una forma casi
definitiva, han sido necesarios trece siglos, desde Diofanto para que el 4lge-
bra llegue a ser lo que ahora conocemos”. {El paso no debe ser evidente!
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Para ser razonablemente comunicable a los ensefantes, la didactica de
las matematicas debe producir conceptos unificadores, reagrupar los saberes
y problemas, las situaciones, los comportamientos de los alumnos, con ob-
jeto de permitir formas genéricas de intervencion, segun los tipos obtenidos.
La did4ctica de las matematicas, respetando la parte técnica del oficio de
profesor, debe hacer posible la negociacién social de su trabajo, siendo asi
el fundamento de la profesionalizacién de su actividad.

Pero, el hecho de catalogar las situaciones de ensefianza no les da ningu-
na virtud para la propia ensefanza. Los ejemplos muestran que las buenas
situaciones, no son verdaderamente comunicables si no son bien estudiadas.
Recordamos el ejemplo clésico del puzzle, problema para una situacion de
accidn (incluso, situacién fundamental): Agrandar las piezas de un determi-
nado puzzle, de modo que la que mide 4 en el original, mida 7 en el nuevo,
y que éste funcione como verdadero. La astucia (la consigna) es pedir a los
alumnos que construyan, materialmente, las piezas para que encajen en el
nuevo tamafio. Una estrategia de base existe en los alumnos: Las imédgenes
se calculan con operaciones aritméticas. Pero ;cudles? y ;con qué niimeros?
Se suceden, en el tiempo, en el grupo de alumnos tres tipos de estrategias:

* la primera, puramente aditiva: sumar +3 a todas las longitudes,
al acoplar las piezas es evidente que no funciona.

* la siguiente es multiplicar por 2 el niimero y restar uno, funciona
bastante bien en las piezas fabricadas y también para casi todos
los nimeros.

* por fin, la bisqueda de una solucién intelectualmente satisfacto-
ria va a ser la fuente de comprensién, después de la explicitacion
de la propiedad fundamental de la proporcionalidad (o lineali-
dad, si se prefiere).

Esta situacion ha tenido éxito en la experimentacion, llevada a cabo en la es-
cuela Michelet de Burdeos, pero su generalizacion a todas las clases seria
dificil. Su puesta en practica generalizada no deberia de exigir ni otras con-
diciones ni otros conocimientos que los que actualmente poseen los profe-
sores, alumnos y padres, y ademds su utilidad y su eficacia se deberian
revelar inmediatamente a los ojos de todos, mostrando sus ventajas sobre las
précticas actuales. Pero no ocurre asi.

. Qué se puede esperar de las investigaciones en Didactica
de las Matematicas ajenas al sistema educativo al que se
refieren (aportaciones de otros paises)?

Como hemos sefialado, el desarrollo de la didactica de las matematicas y su
investigacion ha seguido diferentes lineas en diferentes paises. En unos,
estaba ligada esencialmente a la idea de renovacion de la ensefianza y a la
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experimentacién de los proyectos innovadores; en otros, era una profundi-
zacion de las investigaciones de base sobre los fendmenos de ensefianza-
aprendizaje de las matemadticas; en unos terceros, estaba ligada a la psicolo-
gia del aprendizaje. Entonces, buscar modos de aprovechamientos mutuos
plantea problemas dificiles:

* ;es posible, es legitimo “extraer” de una experiencia de investi-
gacion métodos, instrumentos y resultados para trasplantarlos en
un contexto diferente, fuera de las condiciones histdricas y cul-
turales del cuadro tedrico de origen?

¢ ;es posible, es legitimo aplicar un principio de “complementari-
dad” en la investigacién en didéctica trabajando con instrumen-
tos de origen diferente en funcién de los temas que se quieren
tratar, segtin el punto de vista o los objetivos que se quieren
lograr?

Como hipétesis de trabajo, la respuesta deberia de ser si. Pues, en caso con-
trario hay poco o nada que hacer.

Las investigaciones actuales a nivel internacional hacen referencia a
tres escuelas psicoldgicas o cognitivas:

* constructivismo piagetiano,
¢ escuela rusa (Vygotski),

* cognitivismo norteamericano.

Estas escuelas presentan importantes diferencias interiores y suscitan inte-
rrogantes:

(Es posible aplicar el principio de complementaridad (supuesto por
Steiner) entre Piaget y Vygotski en el dominio especifico de la ensefianza/
aprendizaje de las matemdticas? Parece posible a nivel del papel del len-
guaje verbal, pero es mds delicado si consideramos el papel de iniciacion
social de la clase y los problemas de la accion del ensefiante en la zona de
desarrollo proximal de los alumnos. Hay premisas de caricter filoséfico
diferentes: relativas al cardcter individual/social de la construccién hist6-
rica y personal del saber, educacién como formacién del individuo libre o
como construccién del nexo entre el grupo en formacién y la historia cultu-
ral de las generaciones precedentes, etc. Premisas que afectan profunda-
mente incluso al papel del ensefiante en el aula: facilitador del aprendizaje
individual, hacia la convergencia con el saber oficial, o mediador selectivo
de un saber histéricamente acumulado.

La modelizacién de situaciones didacticas y de procesos de ensefianza/
aprendizaje a largo plazo no puede ignorar estos diferentes marcos de refe-
rencia, pues la importancia de ciertas acciones de la ensefianza y de buen
nimero de sus opciones a largo plazo no son neutras al respecto. Por otro
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lado, varios instrumentos de interpretacion y de andlisis se pueden copiar
del cognitivismo americano, lo que complica los problemas de compatibili-
dad con los marcos tedricos de referencia.

La terminologia

Ya estd citado el problema de la utilizacién de una terminologia fuera del
marco tedrico que le da consistencia y coherencia. Existe una necesidad de
un lenguaje comin, que donde estd expuesto de un modo mds cientifico,
por tanto supuesto a revision, desde mi punto de vista, es en la Did4ctica de
las Matemdticas en Francia. Pero si las definiciones propuestas por los fran-
ceses son utilizadas para construir un lenguaje “vehiculo” util en las rela-
ciones entre los investigadores, entonces hay que discutir la legitimidad de
esta extrapolacién de términos. Algunos, podrian no tener demasiados pro-
blemas: “contrato didactico”, “ingenieria didactica”, pero otros si: devolu-
cién' del problema, validacion, dialéctica instrumento-objeto, juego de
marcos, etc. No s6lo en su interpretacion, sino incluso en su traduccién. El
riesgo es el empleo metaférico de los términos, que les hace perder su sig-
nificado y su precision.

Por otra parte, la eleccion de términos es delicada. La didactica utiliza
dos tipos de términos: aquellos cuyo sentido esta fijado por el uso, en parti-
cular por el medio profesional del ensefiante, y aquellos cuyo sentido esta
fijado —quiza provisionalmente— por el investigador, en funcién de su
estudio y de la teorfa que utiliza. Es indispensable conservar esta distin-
cién. No hay razén para imponer desconsideradamente ni a los unos ni a
los otros un repertorio impropio para su trabajo. Ciertos conceptos, los mas
pertinentes y los mds consistentes, existen en los dos dominios, pero no
coinciden nunca y tienen funciones diferentes. Pero es muy fuerte la ten-
dencia a querer borrar la distincion, por la necesidad de comunicarse entre
ensefiantes e investigadores y para beneficiarse de sus aportes mutuos.

¢ Qué influencias tienen las investigaciones en Didactica de
las Matematicas en las reformas de su ensefianza?

La cultura matemadtica, si bien indispensable para el desarrollo de la socie-
dad, estd relativamente alejada de las preocupaciones corrientes y parece
austera, arida, para la mayoria. Los matematicos, conscientes de las dificul-
tades de su difusion, han estado, o deberian estar, siempre atentos a los
medios para mantenerla al nivel necesario. En Francia la Didéctica de las
Matematicas nacié de los IREM, del deseo de hacer compartir la cultura
matematica y sus ventajas al conjunto de la poblacién. En Espaiia, los pri-
meros preocupados por mejorar la ensefianza de las matematicas aparecie-
ron en los afios 70 también como necesidad del sistema educativo de
renovarse. En estos mas de veinte afios, la influencia de innovadores sobre

1.Ver el comentario a la traduccion de este término en la pagina 41, pie de pagina n® 2.
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el sistema de ensefianza (el modelo LOGSE), puede considerarse, impor-
tante: Intento de generalizacion del método constructivista en todas las
materias de la enseflanza obligatoria. Pero quiza prematura dadas las condi-
ciones reales del sistema.

Pero esta renovacion llevada a cabo por las administraciones educati-
vas, al querer ser general, tratando por igual a todas las disciplinas, ignora
las diferencias epistemoldgicas, histéricas, técnicas y didécticas entre ellas
y ha impuesto medidas homogéneas. Estas medidas pueden malgastar los
medios disponibles y ademds aplastar los problemas especificos que la
didactica de las matemadticas hubiera podido resolver en favor de las pro-
blemdticas y de concepciones generales (sin embargo, pretendidamente
did4cticas), y a menudo pueden resultar inoperantes.

Por tanto, hoy la didictica de las matematicas puede presentarse como
un instrumento de una parte (minoritaria en nuestro pais, no asi en otros) de
la comunidad de los matemadticos y no como el de un proyecto educativo
demasiado general. Provocando que la difusién de las investigaciones se
restrinja al &mbito universitario que las origina y no incida para nada en el
sistema educativo.

Los temas matematicos de los que hay que revisar su ensefianza son
numerosos. Tanto respecto a cuales ensefiar, (en este sentido seria revisable
la propuesta ministerial actual) cémo a que sentido darles en cada nivel de
ensefianza. Podemos sefialar algunos hechos de caracter general, que mere-
cen un profundo andlisis: la desmatematizacién de las actividades matema-
ticas, la algoritmizacion, la algebraizacion del andlisis, la aritmetizacién del
algebra..., que tienden a reemplazar la comprehension por el calculo auto-
matico como medio de establecer y controlar las actividades matemadticas.
Muy 1til para la produccion, esta tendencia modifica profundamente las
condiciones de la ensefianza. Por ejemplo el uso de calculadoras gréficas
aporta ciertos medios y temas nuevos interesantes, pero da directamente 1o
que hasta aqui servia de motivacién, el empleo repetido de nociones y de
célculos de derivadas y de limites entre otros.

. Puede un profesor de instituto hacer investigacion en
Didactica de las Matematicas?

La investigacion en didéctica de las matemadticas, como en otras ramas, ten-
dria que ser un esfuerzo colectivo y coordinado, financiado con dinero
publico de manera estable.

Un profesor aislado en un centro puede hacer observaciones de situa-
ciones did4cticas, preparadas por €l mismo o por otro, puede mejorarlas,
incluso comunicarlas en alguna revista especializada, pero sus resultados,
en general, serdn puntuales, parciales. Su utilidad e influencia en el sistema,
apenas se notardn. Si se trabaja en equipo, es necesario un soporte institu-
cional.
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(Exige la Investigacion en Didactica de las Matematicas
necesariamente equipos amplios, por no decir enormes, de
personas para que se puedan abordar distintos aspectos
del problema que hay que investigar?

Ya se ha dicho que se necesitan equipos estables de investigacion. Estos
equipos, integrados por profesores a tiempo parcial e investigadores, debe-
rian ser multidisciplinares, con proyectos a largo plazo. Pero la realidad de
cada dia nos muestra que, al menos en nuestro pais, apenas existen grupos
estables de investigacién en didéctica de las matemdticas, que sus investi-
gaciones vienen determinadas, la mayor parte de las veces, por la imperiosa
necesidad de leer una tesis doctoral, para poder optar unos afios mds tarde a
una plaza en la universidad que, posiblemente, no sea de diddctica. Con
ello el esfuerzo personal dedicado y el dinero institucional invertido en esos
afios, no tiene la continuidad necesaria.

Las ayudas a la investigacion, por medio de convocatorias publicas de
diversos organismos: Ministerio, Consejerias de Educacién, CIDE, u otras
instituciones publicas y privadas, permiten desarrollar un trabajo “tempo-
ral”, por tanto local y puntual; pero su incidencia en el sistema educativo en
general es nula, debido a su falta de difusion, por un lado, y por otro a su
falta de integracién en una estructura global de investigacion.

. Qué otros factores influyen en el alejamiento de la
mayoria de los profesores de las investigaciones actuales de

la didactica y enseiianza de las matematicas?
Durante afios, los innovadores anteriores a las reformas de los afios 70, sos-
tenian que los conceptos matemadticos, ademds de presentarse unificados,
podian presentarse desde la estructura mds general a los casos particulares
y problemas concretos. Ya en esos afios, se alzaban voces, en contra, como
las de H. Freudenthal, que hablaba de la inversién didactica, y de las activi-
dades que hay que desarrollar en un nivel para tener acceso al siguiente.
Estas voces, que algunos hemos escuchado y seguido, y que podemos
decir que, en general, son las que estdn vigentes en la investigacién en
did4ctica, no son vistas favorablemente por la mayoria de los profesores,
que sienten, o dicen sentir que si podian hasta ahora “explicar determinados
temas”; que no ven por qué, hay que explicar en un nivel “mds bajo”, por
qué construir los conocimientos, por qué buscar el sentido de las nociones y
conceptos y no dejarse llevar como han hecho en los tltimos afios por el
peso de los algoritmos, por la eficacia de los instrumentos de célculo: deri-
vadas, calculadoras, ordenadores; aunque los rendimientos globales obteni-
dos por los alumnos no sean los esperados. Hay un sentir mayoritario de
querer “preparar mejor” a los alumnos para luchar en la sociedad competi-
tiva que nos toca y les tocard vivir, y en ella se piensa que los valores que
triunfan son: eficacia, rapidez, destacar de los demads. Valores que se “desa-
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rrollan” mejor desde las matematicas, proponiendo algoritmos, en lugar de
comprender el sentido.

Volviendo al ejemplo de las derivadas, ;por qué sentimos los profesores
mayor satisfaccién cuando utilizan los algoritmos de derivacion con efica-
cia para resolver problemas de optimizacién o para representar funciones,
que si le dan sentido a la nocién de derivada, pero a la hora de representar
graficamente la funcién, cometen graves errores? ;Modificaremos, en el
futuro inmediato, esta practica de ensefiar los algoritmos de derivacion, en
favor de la adquisicién del sentido, o en favor de una mayor mecanizacién
con el empleo de calculadoras graficas y ordenadores?

A este tipo de cuestiones, también deberia dar respuesta la Didactica. Si
la Didictica dice que el problema es largo, dificil, que hay que darle
tiempo, el profesor, cada profesor, cada dia de cada afio, que tiene que
abordar situaciones de ensefianza reales, adoptard la solucién personal o
colectiva, si trabaja en colaboracién con su departamento (situacién que
rara vez se da), que estime mejor.

Por otra parte, los problemas con los que se encuentra el profesor de
matematicas hoy en el aula, no son sélo de tipo “didactico” para los que
hay soluciones “didécticas”, sino que los principales problemas son de rup-
tura del contrato didactico, pero no matemaético sino escolar. Los alumnos,
modelizados en la teoria de situaciones, son alumnos “modelo” que aceptan
el trabajo matemadtico propuesto por el profesor. ;Qué ocurre si el trabajo
propuesto no es aceptado por el alumno? No hay que caer més en la ideolo-
gfa de “con este tipo de actividades, todos mis alumnos aprenderdn, todos
seran felices e incluso les gustardn las matemadticas”; hay que decir, si es
posible desde resultados de la investigacion en didéctica, que las situacio-
nes que se proponen garantizan el éxito en un porcentaje de escolares, pero
que no va a ser el 100%, pues influyen diferentes tipos de fendmenos en el
éxito escolar matemadtico. Ello contribuiria a eliminar el sentido de culpabi-
lidad creado en algunos profesores por no alcanzar los éxitos proclamados
por los innovadores (muchos de ellos hoy, instalados en la administracion).

Hay que aceptar que, con la generalizacion de la ensefianza, el rechazo
por parte de algunos alumnos de cualquier tipo de actividad matematica, va
a constituirse en un obstdculo, a veces insuperable, para cualquier situacién
de aprendizaje propuesta. Los resultados conocidos sobre consecucién de
los objetivos en la secundaria obligatoria, asi lo corroboran.

A lo que hay que afiadir que, como factor de la calidad de la ensefianza
dada por un profesor, su formacién didéctica y profesional viene bastante
después de sus cualidades personales, de su formacion matemadtica inicial y
de su experiencia. Mds en general, el publico tiende a pensar que la suerte
social y econémica de la mayoria de los alumnos depende poco de la cali-
dad y cada vez menos, de la cantidad de ensefianza que han recibido. Los
padres no consideran la ensefianza como importante para sus hijos, mds que
en la medida en que crea diferencias con los otros nifios. Concluyen por
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tanto que su porvenir depende poco de lo que se investiga en didactica: una
mejora general de la enseflanza.

La Did4ctica de las Matemdticas deberia dedicar una parte importante
de sus investigaciones al estudio de las condiciones de aprendizaje de nifios
desfavorecidos socialmente, faltos de afecto, o con discapacidades fisicas o
psiquicas, para que en un futuro, los profesores tuviéramos unos resultados
tedricos en los que justificar nuestros resultados.

. Qué se investiga en Didactica de las Matematicas en mi
entorno mas proximo: mi Comunidad Auténoma, con
Universidad propia, o mi pais?

La situacién actual, brevemente, podria describirse asi:

— La Escuela de Magisterio existe desde hace mds de cien afios. En la
actualidad, los profesores de matemadticas estdn adscritos al Depar-
tamento de Matemdticas de la Universidad de Zaragoza, al que
corresponde tanto la enseflanza de las matemadticas como de la
didactica de la ensefianza de las matemadticas a los futuros profeso-
res de primaria. En ese grupo de profesores hay personas que, desde
hace algunos afos, se interesan por la Diddctica de las Matematicas,
en particular desde la perspectiva “broussoniana”: una invitacién a
G. Brousseau de mediados de los 80, seguida de sucesivas visitas a
la Universidad de Zaragoza, del propio G. Brousseau y de otros
colegas franceses a impartir cursos de Doctorado; la presencia en
Logrofio de Julia Centeno, recientemente fallecida, que también
habia trabajado en Burdeos. Me atreveria a decir que este grupo estd
en una fase de iniciacion al estudio de la teorfa de la Didactica de las
Matematicas, del que poco a poco van saliendo algunos trabajos
interesantes, sobre la Geometria para nifios deficientes visuales, o
sobre el paso de la aritmética al dlgebra.

— En la seccién de Matematicas de la Universidad no se contempla, en
los planes de estudio actuales de Licenciatura, la presencia de una
materia o asignatura troncal que se refiera a la Educaciéon Matema-
tica o a la Didactica de la Matematicas. Por tanto la formacion ini-
cial de los futuros profesores de matemadticas de secundaria sigue
siendo, al menos en esta regién auténoma, fundamentalmente mate-
madtica, y las posibles materias sobre ensefianza de las matematicas
quedan reducidas a una parte del C. A. P. (en el futuro, Curso de
Capacitacion Pedagdgica) que imparte el ICE de la Universidad.

— Finalmente, existen la Sociedad Aragonesa de Profesores de Mate-
madticas, pero practicamente sin actividad en este terreno, y algunos
grupos de profesores que trabajan en sus centros o en los Centros de
los Profesores, pero no desde una perspectiva de investigacion, sino
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mads bien de innovacion, ligada en general a la nueva estructura edu-
cativa.

Qué medios materiales (tiempo incluido) existen a
disposicion de los potenciales o reales investigadores?

Falta en todo el pais la implantacién de una estructura que permita que la
investigacion, bien en Didéctica de las Matematicas, bien en Educacion
Matematica, se desarrolle de manera institucional y profesional. Si bien se
ha avanzado algo en los ltimos afios, es escaso el n° de profesores univer-
sitarios que se dedican a la investigacion en diddctica de las matemdticas. A
ello hay que afiadir que falta una tradicién matemadtica, por no decir cienti-
fica, en la que los profesionales de la matemadtica, digamos los profesores
universitarios de la materia, se hayan implicado o se impliquen en acciones
positivas sobre la ensefianza de las matematicas, a diferencia con nuestros
paises vecinos: Francia, Italia, Alemania, donde en uno u otro sentido, un
numeroso grupo de matemaéticos, a todo lo largo de este siglo XX, y no sélo
en los dltimos afios, se han pronunciado sobre cuestiones de ensefianza:
Choquet, Lichnerowitz, Dieudonné, Kuntzmann, Kahane..., Enriques, Cas-
telnuovo, Peano, Betti, De Finetti..., F. Klein.

.Sienten los profesores de matematicas la necesidad de un

aporte universitario de la investigacion de Didactica de las

Matematicas?

Una buena formacion matematica de los profesores exige conocimientos
matemadticos particulares, presentaciones especificas de las matematicas
que tendrdn que enseflar y también conocimientos de las condiciones
did4cticas de estas ensefianzas.

A este respecto, se impone una constatacion bastante desagradable: la
profunda comprensién de las condiciones de existencia y de difusién de un
conocimiento parece siempre mucho mds complejo que este conocimiento
mismo. Ademds dado el nimero de nociones matemadticas a revisitar y
comentar, el proyecto toma rdpidamente un tamafio considerable, sobre
todo si se quiere yuxtaponer a un tratamiento puramente matematico (es
decir, clasico), uno “didactico”. De hecho ambos tratamientos debieran
confundirse en un curso unico de Matematicas Didécticas, o Matematicas
para la Ensefianza.

La ensefianza de la did4ctica de las matemadticas puede ayudar a los
ensefiantes, al explicarles ciertos fendmenos inevitables de los que, equivo-
cadamente, se les atribuye toda la responsabilidad. Sin embargo, la ingenie-
ria que se propone, las condiciones que presiden el aprendizaje de un saber
matematico, no se pueden comunicar y utilizar sin un discurso que justifi-
que su organizacién apoyandose en saberes “sabios”. Este discurso parece
a veces a los ensefiantes desproporcionado con la banalidad de las preocu-



ALGUNAS CUESTIONES QUE PREOCUPAN A UN PROFESOR DE SECUNDARIA 107
ACERCA DE LA INVESTIGACION EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

paciones a que se dirige. La complejidad estructural de la didactica de las
matematicas hace dificil su introduccién en la formacién de los profesores,
tanto mds cuanto el nimero de buenos candidatos para ensefiar matemati-
cas es ya insuficiente en algunos paises.

La participacién en la formacién continua, no basta para establecer y
mantener el papel de la didé4ctica de las matemdticas. A menudo sirve al
didacta para ampliar su campo de experiencias, pero tiende a favorecer una
pérdida de rigor, un borrado de las referencias y un desmigajamiento de los
saberes y de la comunidad. Los intervinientes evitan a su auditorio el tra-
bajo de aprendizaje, de confrontacion, de referencias, y prefieren seguir las
modas para parecer utiles e innovadores.

El porvenir de la didictica de las matematicas, en tanto que medio
sociocultural de mejora de la ensefianza, estd ligado a la emergencia de una
concepcioén mdas profesional del oficio de ensefiante. Hay que decidir en el
interior de la comunidad de los matemaéticos, en que momento la formacion
matematica debe reordenarse en funcién de esta preparacién profesional.

,Como se difunden las investigaciones? Una vez difundidas
,qué efecto causan, qué modifican?

La razén principal por la que los resultados de las investigaciones en diddc-
tica de las matematicas se difunden con dificultad es que la mayor parte de
los agentes difusores se ven inducidos por el sistema a realizar un uso ilegi-
timo y distorsionado de ellos, debiendo ceder a presiones muiiltiples y con-
vergentes: la noosfera, la prensa, los padres, los profesores. Toda una
cadena, en la que todos estdn sometidos a las reglas de su contrato didac-
tico. Todos cedemos mds o menos, para economizar tiempo, espacio, por
conformismo, por proselitismo, por ideologia...

Para combatir esta tendencia es preciso que los investigadores produz-
can, cada vez mds deprisa, respuestas mds claras. Ahora bien, la investiga-
cion es lenta, los estudios no se escriben, si se quieren mostrar todos los
detalles serfan de gran tamafio, los textos no se publican, el publico (espe-
cialista) que los podria leer no es lo bastante numeroso para justificar la
publicacién. Pero ademds, la sociedad pide, naturalmente, al didacta bien la
formacion de los maestros, bien la produccién de ayudas para la ensefianza,
bien el alineamiento de sus textos cientificos con los cdnones de los domi-
nios establecidos, lo cual mata el objeto de la investigacion.

Entonces, el ensefiante, el formador, el idedlogo se precipitan sobre las
producciones del investigador, propagando sus concepciones antes de ser
problematizadas, se conocen sus experiencias antes de ser analizadas, sus
resultados se leerdn por encima, por las necesidades de la accion, y sus con-
clusiones seleccionadas en funcién de su forma (estadisticas) o de su recep-
tibilidad; y cuando el investigador quiera presentar su trabajo, el terreno ya
estd pisoteado, y su tarea es mas dificil y aparentemente vana.
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Podemos ver cdmo la investigacion en didéctica de las matemadticas
actualmente es explotada y vuelta contra los profesores, en funcién de la
ley del mercado de las ideologias y de la venta de libros. Pero la vocacién
de la didéctica de las matemadticas estd en oposicion a estas intervenciones
tremendistas: en medicina el descubrimiento del microbio de la tuberculo-
sis no permitié vencer inmediatamente la enfermedad, pero si disculpar a
los enfermos por haber ofendido a la naturaleza; de modo accesorio una
cierta higiene se consideré como buena prevencion al contagio.

.Se tienen vias de acceso sencillas a los textos de
investigacion en didactica?

Este es otro de los problemas graves para que la mayoria de los profesores
acceda a los resultados: Si se quiere acceder a una “bibliografia universal”,
es extensisima por lo que se puede referir a un solo tema, por tanto se pre-
senta como inabordable.

En la actualidad, no existen textos fundamentales sobre Did4ctica de la
Matematica de fécil acceso, en los que se exponga la teorfa de modo siste-
mdtico y con suficientes ejemplos de diferentes niveles. Tendremos que
esperar que el futuro nos sirva estos trabajos.

. Se puede considerar que un profesor que lleva veinte afios
dando clases, preocupandose de ‘“mejorar sus clases”, de
leer algunos articulos de didactica (tedricos y practicos),
todavia no “hace bien sus clases”?
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INVESTIGADORES Y PROFESORES:
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I.B. DOMINGO PEREZ MINIK
LA LAGUNA. TENERIFE ISLAS CANARIAS

De los objetivos de este seminario abordaré aquellos que, a mi juicio, pue-
den interesar a la mayoria de la comunidad educativa.

Lo que sigue son mis reflexiones a las preguntas:

(Qué aporta la investigacion a la practica docente?

y (Qué aporta la prictica docente a la investigacioén?

Empezaremos por la primera con otra formulacién:

(Cémo juzgar la influencia de la investigacién en educacién matema-
tica sobre la practica docente?

Hay varios ambitos a los que uno puede mirar. Por un lado estin los
documentos curriculares de todo tipo, sean disefios curriculares o decretos
del curriculum. Por otro lado estdn los libros de texto, los programas educa-
tivos en entornos informadticos, los materiales de apoyo a la practica. Final-
mente queda la propia actividad del docente.

Sigamos con otras preguntas, mas concretas, y en uno de los dmbitos
sefialados:

(Influye la investigacion en los documentos curriculares?

(Influye ahora mismo?

(Ha influido siempre?

Por espacio, tiempo y conocimiento, haré un breve recorrido por las dos
dltimas reformas acaecidas en este pafs: La Ley General de Educacién y la
Ley de Ordenacién General de Sistema Educativo.

La reforma de la Ley General de Educacién(1970) es, en principio, la
mds clara influencia en nuestro pais de la revolucién conocida como “mate-
mdtica moderna”. Esta propuesta, arranca con el ya conocido Seminario de
Royaumont (1959) y sigue con otros seminarios tanto en América como en
Europa. Por todos es conocida la posicién predominante del famoso mate-
madtico francés Jean Diudonné, y su propuesta sintetizada en ofrecer a todos
los estudiantes una enseflanza basada en el cardcter deductivo de la mate-
mdtica y que, por lo tanto, partiera de unos axiomas bdsicos en contraposi-
cion a la ensefianza, falsamente axiomadtica, de la geometria imperante en
las escuelas en aquel momento.

L. PUIG (ED.). INVESTIGAR Y ENSENAR. VARIEDADES DE LA EDUCACION MATEMATICA, 109-121
© 1997. “UNA EMPRESA DOCENTE” & GRUPO EDITORIAL IBEROAMERICA
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También, durante el transcurso del seminario, se produjo la interven-
cién de otro matemadtico francés, G. Choquet1 que, apoyando la propuesta
de Diudonné, y en el mismo sentido afirmé:

[...] disponemos de un excelente ejemplo, el conjunto de los niimeros
enteros, donde estudiar los principales conceptos del dlgebra, como
son la relacion de orden, la estructura de grupo, la de anillo [...]

Estas dos intervenciones dibuja el panorama general con el que deberia
arrancar la reforma. La primera, el objetivo principal que iba a caracterizar
la ensefianza de la matematica; la segunda, cudl era el contenido mds apro-
piado. Y ambas daban respuesta a qué conocimiento era el adecuado a im-
partir por los profesores de ensefianza bésica y media.

La idea en principio parecia bastante 16gica y coherente. Por un lado se
pretendia transmitir a los alumnos el carécter 16gico-deductivo de la mate-
mética y al mismo tiempo unificar los contenidos por medio de las estructu-
ras algebraicas y los conceptos de la matemética superior, como son los
concepto de relacion, correspondencia y funcién.

Ademds se tenia un valor afiadido. El fracaso que los alumnos experi-
mentaban en las operaciones bésicas, para el cudl no parecia haber reme-
dio, se podria subsanar con una adecuada comprensién de las propiedades
de las estructuras algebraicas. Asi, la ley distributiva del producto sobre la
suma en un anillo resolveria el problema de quitar paréntesis o de sacar fac-
tor comun.

Esta reforma tiene, en nuestro pais, su punto culminante en los progra-
mas de matemdticas del B.U.P. (1975). Es cierto que ya hubo reforma en el
mismo sentido en la década de los sesenta en nuestro pais, pero, la que la
mayoria de nosotros hemos vivido como alumnos, profesores o como
alumnos y profesores es la de 1975 en lo que respecta a ensefianzas medias.

Asi un alumno al acabar la ensefianza bdsica y acceder al bachillerato se
volveria a encontrar con la estructura de anillo y cuerpo. Este es uno de los
papeles asignados a los polinomios y las fracciones algebraicas, entre otros,
y fundamentalmente a los nimeros reales y complejos: servir como mate-
rializacion de estructuras abstractas y guiar hacia las mismas por el parale-
lismo y analogias con los conjunto numéricos de los enteros y los
racionales ya introducidos en la segunda etapa de ensefianza general bésica.
En segundo, se abordaria el concepto de espacio vectorial circunscrito al
plano, para generalizarlo en tercero y COU. Y desde primero hasta COU el
alumno realizarfa un adiestramiento en el estudio del andlisis via el estudio
de las funciones continuas, derivables e integrables.

(Le podemos reconocer a estas recomendaciones el cardcter de derivar
de la investigacion en didactica?

1.Fehr, H.F. New thinking in school mathematics. O.E.E.C. Paris, 1961.
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No, o por lo menos, no lo parece.

Lo que si parece claro es que esta propuesta proviene de la propia mate-
madtica. Sus idedlogos y sus constructores son matematicos profesionales
en su mayorfa.

He traido aqui este ejemplo porque es, a mi juicio, un modelo de una
reforma que no se planteé inicialmente como derivada de la investigacién,
sino que su reconocido fracaso anim¢é a muchos estudiosos a iniciarse en un
campo hasta entonces casi inexplorado.

(Qué ocurre con la reforma actual, la L.O.G.S.E.? Sin entrar en un ané-
lisis detallado, podemos sefalar una caracteristica diferencial respecto de la
anterior reforma. La filosofia que sustenta la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas no proviene del dmbito de la Matematica sino de otro 4mbito
externo. Y esta es una cualidad que importa.

Hace diez o 15 aiios hubiera sido inconcebible someter a investiga-
dores y educadores a un debate con el propdsito de tratar una teoria
del conocimiento. El interés de los educadores era conseguir que el
conocimiento entrara en las cabezas de sus alumnos, el de los inves-
tigadores encontrar la mejor forma de lograrlo.

Habia entonces poca incertidumbre, si alguna, sobre qué conoci-
miento era el que los estudiantes deberian adquirir, y no existia nin-
guna duda de que, de una u otra forma, el conocimiento podia
transferirse desde el profesor al estudiante.

La tinica cuestion era, cudl deberia ser la mejor manera de realizar
la transferencia. Los investigadores armados con sus test y sus sofis-
ticados métodos estadisticos iban a suministrar la respuesta definiti-
va (Ernst von Glasersfeld2 ).

Desde el punto de vista de von Glasersfeld, al comienzo de la ya lejana dé-
cada de los setenta, existia un valor compartido por la comunidad de inves-
tigadores y de profesores: el conocimiento a transmitir que era, ademds, el
conocimiento que deberian de adquirir los alumnos durante sus afios de en-
seflanza no universitaria, ensefianza bdsica y media por no volver a utilizar
un término negativo.

En octubre de 1975, el que escribe, inici6 su andadura como profesor de
bachillerato. No recuerdo que existiera ninguna critica al programa de
matemadticas de primero. Muy al contrario, en aquellos dias, y en la comu-
nidad de donde procedo, existia una gran esperanza en que por fin, los pro-

2.Von Glasersfeld, E (1987). “Learning as a constructive activity” en Problems of Representa-
tion in the Teaching and Learnig of Mathematics (Ed. Claude Janvier). Lawrence Erlbaum
Associates, New Jersey, pag. 3.
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fesores de matematicas, fbamos a poder explicar matematicas modernas en
los institutos y sustituirfamos con gran rapidez los programas obsoletos del
5°y 6° del bachillerato del plan 67. Tampoco existian dudas sobre el cono-
cimiento a transmitir y buscdbamos la mejor o mejores maneras de
lograrlo. En ese sentido de participacion del sentimiento general que dibuja
la cita de von Glasersfeld.

Recuerdo que en EGB la situacién era mas o menos la misma. El profe-
sor Aizpun nos visito aquel curso académico e impartié un seminario de
materiales estructurados para explicar las nociones basicas de la Teoria de
Conjuntos, de los sistemas de numeracion y de las estructuras algebraicas a
los alumnos de ensefianza general bdsica. La reunién fue multitudinaria. El
acuerdo parecia casi total. No existian dudas. O no se manifestaban. Pero...

Al afio siguiente en el III I.C.M.E, celebrado en Karlsruhe, la interven-
ci6n de P. Hilton® en su conferencia plenaria dirigida a los asistentes es, a
mi juicio, el mejor epitafio que he encontrado como colofén a aquella expe-
riencia:

El andlisis se construye de forma que parezca un conjunto de trucos
que tiene que memorizar el estudiante y una vez que esta entrenado
en ellos se considera que ha alcanzado el nivel de madurez requeri-
do. Para que el andlisis parezca relevante al alumno, se le ofrecen
ejemplos acabados, es decir, ejemplos disefiados simplemente para
ilustrar las habilidades particulares que el alumno se esfuerza en ad-
quirir.

Hilton hace recapitulacion de casi década y media de estructuralismo y su
conclusién es desmoralizante: el estructuralismo ha degenerado en el mds
puro mecanicismo. Las estructuras matemadticas ricas estdn muy lejos de los
alumnos, las ideas unificadoras tampoco se aprenden, ya ni siquiera se ense-
fan, al final todo ha quedado en un juego de reglas, carentes de sentido para
la gran mayoria de los alumnos.

Pero..., ;qué pasé con el profesorado? Y me refiero s6lo a los de ense-
flanza media, que serdn la mayoria del profesorado encargado de llevar a
cabo la reforma L.O.G.S.E. en sus tltimos tramos.

La mayoria fueron entrenados, educados como licenciados en Matema-
ticas en el estructuralismo, mas o menos puro. Ejercieron sus primeras artes
como profesores dentro de la misma tendencia y pusieron en ella toda su
esperanza. Incluso la valoracion actual de tal enfoque hace que cualquier
cosa que venga en su sustitucion no se considera auténticas matemadticas. Y
esto dltimo no es un sentimiento compartido s6lo por los profesores de
enseflanza media.

3 Hilton, P. (1976). Education in Mathematics and Science Today: The Spread of False Dicho-
tomies, en: Proceedings of ICME III. Karlsruhe, pp. 75-97.
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Me atreveria a afirmas que esta valoracion sobre cudl es el conoci-
miento a transmitir, es una componente esencial de la cultura de los profe-
sores de matemadticas en la ensefianza media. Ademads casi se concreta en
una sobrevaloracién de los contenidos propios del andlisis matemadtico,
hasta el extremo de que todo contenido no directamente relacionado con él,
se somete al mismo mediante una proyeccion hacia los cursos superiores.

Lo que verdaderamente importa es la 16gica interna de los matemadticas,
y esta se materializa de forma importante en el estudio analitico de las fun-
ciones reales completado con la derivacion e integracion.

Quizas sea este el legado mds genuino de la “matematica moderna” que
aun pervive en el fondo de la cultura de los profesores de ensefianzas
medias.

Esta es la primera, y a mi juicio, mds importante cualidad que diferen-
cia a las dos culturas. Cudl es el conocimiento que ha de ser el componente
importante del proceso de enseflanza y de aprendizaje. Este conocimiento
es importante en si mismo, lo que importa es la matematica, y se considera
como un medio para desarrollar o permitir a los alumnos el desarrollo
general de su educacion.

A los disefiadores y redactores de los curriculum se les ha dado siempre
el poder y el deber de influir en los cambios que a nivel politico se propo-
nen desde las administraciones educativas. No son los tinicos que disponen
de tal poder. Los disefiadores y redactores de los libros de texto también
influyen, incluso me atreveria a afirmar que su influencia es mayor, pues se
supone que interpretan y facilitan la interpretacion de los documentos
curriculares.

Una simple ojeada, por ejemplo, a los documentos curriculares de la
reforma educativa en este pais, en concreto al Disefio Curricular Base para
la Secundaria Obligatoria4, le produce a uno en primer lugar una sensacién
de desasosiego. Que a continuacion se transforma en ansiedad, y termina
sugiriendo unas cudntas preguntas.

La introduccién al drea de Matematicas es demasiado larga, ocho pégi-
nas, y densa. Su terminologia y lenguaje empleado es ajeno a la mayoria
del profesorado.

(Por qué no se hacen documentos mds legibles y cortos?

En el capitulo dedicado a los bloques de contenidos.

(Cudl es la raz6n de la nueva clasifican los mismos? ;Por qué es perti-
nente? No se explica pues se abordan los bloques sin mds predmbulo, ni
queda claro de la introduccién para la mayoria de los profesores que hayan
tenido la suficiente paciencia de leerla.

(Por qué no se ilustré la presentacion de los contenidos con ejemplos
aclaratorios? Creo que para muchos profesores la publicacion de los Estdn-

4. Disefio Curricular Base. Educacion Secundaria Obligatoria II. Ministerio de Educacion y
Ciencia. Madrid 1989.
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dares Curriculares y de Evaluacién® (USA) vino a arrojar bastante luz y sir-
vid, en muchos casos, como aclaracion del disefio curricular base.

Por otro lado, la introduccién a cada bloque de contenidos servia de
ilustracién a las intenciones del disefiador respecto del panorama metodo-
16gico que se proponia. Esté introduccion se ha suprimido en el decreto del
curriculum, quedando este tltimo ain mas sintético y carente de ilustracién
que el disefio original.

Me he extendido un poco en este ejemplo para ilustrar dos caracterfsti-
cas propias de la cultura de los investigadores.

La primera es el lenguaje, incluso en un dmbito que pretende mediar
entre la investigacién y la prictica, como es el de los documentos curricula-
res.

La segunda, aunque mads difusa, tiene que ver con la actitud propia del
que esta situado en una posicion prominente, y que genera en los profeso-
res una actitud de distanciamiento y cautela nada desdefiable hacia el pro-
pio discurso que se le transmite.

Pasemos ahora a los otros dos dmbitos de los que hablaba al principio:
los materiales de uso en la préctica directa y la propia practica.

Me es dificil diferenciar los dos dmbitos por razones obvias. Los pro-
pios materiales estan disefiados para ser utilizados y de su uso se derivaran
importantes consideraciones. Ya sea respecto a su idoneidad o a su extensi-
bilidad en la prictica misma.

Para ilustrarlo, veamos como han circulado en nuestro pais dos materia-
les didacticos basados en la investigacion.

EL LENGUAJE DE FUNCIONES Y
GRAFICAS (SHELL CENTRE)

Este material fue desarrollado en el Shell Centre de la Universidad de Not-
tingham (Inglaterra) bajo la coordinacién de Malcolm Swan.

Sus objetivos principales eran disponer, por una parte, de una secuencia
didactica de situaciones de aprendizaje que rompiera y ayudara a superar
determinadas concepciones erroneas que se detectan en los alumnos sobre
la relacion funcional de variables y su grifica asociada; y, por otro lado,
lograr una mayor comprensioén de esa relacion abstracta. Entre otras, cabe
destacar, la concepcion no correcta de que la grafica de una funcién no es,
en general, un dibujo de la situacién que describe y la habilidad para coor-
dinar la informacion relativa a dos variables y a los dos ejes.

En nuestro pais el documento circulé inicialmente (1988) en forma de
fotocopias de los cuadernos de clase A (estudio cualitativo) y B (estudio

5. Estdndares Curriculares 'y de evaluacion para la Educacion Matemdtica (NCTM). Socie-
dad Andaluza de Educacién Matemadtica “Thales”. Sevilla 1991.
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cuantitativo), sin estar acompafiados de ninguna orientacion respecto de su
uso ni justificacion de su secuencia. Es posible que esta sea una de las razo-
nes de la utilizacién, principalmente, como banco de actividades por los
profesores que inicialmente tuvieron acceso al mismo.

Se ha dado el caso de profesores que han llevado la secuencia al aula al
revés. En primer lugar las actividades cuantitativas y después las cualitati-
vas. Al ser preguntados del porqué de tal ordenacién adujeron que las acti-
vidades de tipo cualitativo son mads dificiles que las cuantitativas y
respondieron, ademds, con otra pregunta: ;como se puede abordar un estu-
dio cualitativo sin concretarlo al mismo tiempo con un estudio cuantitativo?

Acompafiando a este material se public en Inglaterra y en la revista
Mathematics Teaching, tres articulos firmados por componentes del equipo
investigador del Shell Centre, donde se informaba de la investigacién y se
dibujaban pautas para el desarrollo de los cuadernos en el aula referentes al
trabajo individual o en grupo de los alumnos, el papel del profesor, incluso
la mejor disposicion posible de las mesas de trabajo y la organizacién de
los alumnos en grupos.

Posteriormente, se publicé en el Pais Vasco una edicién en castellano
(COP-PAT de Txurdinaga. Bilbao 1989) que con el tiempo y debido a la
colaboracién entre el M.E.C. y la Universidad del Pais Vasco % se ha hecho
una mejor difusién al editarse por el Centro de Publicaciones del Ministerio
de Educacion el documento completo.

Que este relato haya sido un poco largo, es debido a que me parece una
situacién caracteristica de como circula un material que proviene de la
investigacion. Lo primero que llega a manos del profesorado, o lo que se
hace circular, es el cuaderno de actividades. Es decir, la informacién que
circula es aquella de uso directo para el aula. Y aunque, ello es importante,
ya que el profesor prefiere algo que tenga inmediata aplicacién, esta infor-
macién por la forma sesgada en que aparece tiene como consecuencia
inmediata un uso que no se corresponde con la intencién del investigador. Y
el profesor la utiliza como fuente para resolver los problemas concretos que
le surgen en su practica.

Otra cuestién que surge entre los profesores que la estudian, es que, en
principio no estd muy claro lo que se pretende ni por qué. Incluso después
de haber sometido el material a un andlisis critico y a varios contrastes
entre profesores que lo han usado, es muy probable que no se llegue, con
certeza, a descubrir las intenciones completas del investigador.

Otro ejemplo mds sobre aquel material. Estando de asesor en un Centro
de Profesores, un centro de la reforma me solicit6 algo novedoso para tra-
bajar las funciones. A raiz de esta solicitud tuve una entrevista con un pro-
fesor, y comentamos el sentido de las dos unidades y cémo se podrian

6. El lenguaje de Funciones y grdficas. Shell Centre for Mathematical Education. M.E.C y
Servicio Editorial Universidad del Pais Vasco. Bilbao 1990.
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encajar en su programacion de aula. Al cabo de un mes, recibi otra visita
del mismo profesor y me conté que no habia quedado muy satisfecho de las
actividades pues requerian de mucho tiempo para su desarrollo; se habia
saltado algunas de las del cuaderno A, las cualitativas, para avanzar mas
rapido, y no habia podido concluir el cuaderno B por completo. Al final y
antes de despedirse me lanzd la siguiente pregunta ; Tienes algo del mismo
estilo para explicar los polinomios?.

En mads de un seminario de profesores de medias y de ensefianza bésica
hemos hecho un andlisis del documento. Por lo general, los profesores de
enseflanza bdsica consideran que la primera parte, “la globalizada y cualita-
tiva” es mds apropiada para su nivel, aunque manifiestan que muchas de las
situaciones les parecen muy complicadas para sus alumnos, incluso para
ellos mismos. Por el contrario, los profesores de medias, empezaron a valo-
rar el documento cuando llegaron a las dltimas actividades del cuaderno B,
en particular la dltima, donde se describe una situacion en la que la funcién
a estudiar consta de varias variables.

La mayoria de los profesores consideraron el documento como una
buena coleccién de actividades para aplicar y para abordar algunas después
de haber impartido el tema de funciones.

Hay, en todo lo anterior, una cierta apreciacion y juicio de valor sobre lo
que los alumnos pueden hacer y sobre lo que, desde el punto de vista del
profesor, se considera importante.

La relevancia de los contenidos y su presentacién juegan un papel cru-
cial en su posterior aplicacion, sea adecuada o no. Por otro lado, el profesor
evitard utilizar todo aquello de lo que no se sienta seguro y seguird con sus
métodos y materiales tradicionales. Ademads las situaciones, que adquieren
toda su riqueza dentro de la unidad a la que pertenecen, al aislarlas y pre-
sentarlas combinadas con materiales tradicionales, pierden todo su carédcter
innovador y cubren otros objetivos distintos de aquellos para los que fueron
disefadas.

Pero pienso que no importa mucho, pues un profesor ha de dar res-
puesta casi inmediata a los problemas que surgen en la prictica del aula. Y
el profesor, en la mayoria de los casos, hace un uso propio y saludable de
esos materiales.

Cambiemos ahora a un entorno informatico para ver el segundo ejem-
plo: un programa de ordenador para el estudio de las funciones.

A GRAPHIC APPROACH TO CALCULUS
(D. TALL, P. VAN BLOKLAND Y D. KOK)

Este programa es un ejemplo muy claro de una aplicacién didactica basada
en un trabajo de investigacion importante: la tesis de David Tall presentada
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en 1986 en la Universidad de Warwick para optar al grado de doctor en
Educacién Matematica’ .

Este programa se introdujo en la Comunidad Auténoma Canaria a tra-
vés del fenecido Programa Abaco de nuevas tecnologias.

Se utiliz6 una version en espafiol, realizada en Holanda, y se acompaiia
de un documento, en inglés, para su uso, que es mucho mds que un simple
manual.

Consta de cuatro capitulos. El primero y segundo consisten en una
vision breve y general, funcién de algunas teclas, ment principal y algunas
posibilidades de las distintas opciones del menu del programa. El tercero
nos adentra en el uso del mismo y por tltimo el cuarto trata de aspectos
didécticos.

Veamos con un poco més de detalle el contenido de este tltimo capi-
tulo:

4. Aspectos didé4cticos.

4.1. Dificultades conceptuales.

4.2. Ventajas y desventajas del ordenador.

4.3. Relaciones entre el estudiante, el profesor y el ordenador.

4.4. Organizacién de la clase.

4.5 Un nuevo enfoque para el andlisis.

4.6. Bibliografia.

En él se exponen de forma breve, pero muy clara, las orientaciones para el
uso del programa basadas en las investigaciones de los autores, principal-
mente las realizadas por David Tall y otros, respecto a las dificultades cog-
nitivas que encuentran los alumnos al profundizar en el estudio de conceptos
de andlisis tan importantes como son los de limite, derivada, tangente, dife-
rencial e integral.

Asi comienza el apartado 4.1. sobre las dificultades conceptuales:

Generalmente los estudiantes disfrutan con el andlisis debido al éxi-
to que tienen en el manejo de los reglas simples de derivacion e in-
tegracion. Sin embargo, bajo la superficie de tal éxito puede haber,
a menudo, una falta seria de comprension del significado de los con-
cepros.

Es todo un aviso al mecanicismo en el que ha caido la ensefianza del anélisis,
y, por lo que parece ser, no s6lo en nuestro pafs sino también en el exterior.
El documento invita a los posibles usuarios, sean profesores o alumnos, al
uso del mismo para luchar contra ideas conceptuales incorrectas que han ad-
quirido a lo largo de muchos afios de estudio mecanicista del andlisis, y para

7.Tall, D. (1986). Building and Testing a Cognitive Approach to the Calculus using interactive
Computer Graphics. Ph.D. Thesis, University of Warwick.
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ello ofrecen un entorno grafico informatico que libera al profesor y sobre
todo al alumno de tediosos y necesarios célculos y representaciones; y per-
mite al profesor centrar el estudio en un &mbito en el que priman los aspec-
tos conceptuales frente a los tradicionalmente mecdnicos. Pero como
elemento de apoyo didactico su gran ayuda se puede resaltar en un hecho de
valor incalculable: permitir el estudio globalizado de los aspectos simbo6li-
cos, numéricos y gréficos del andlisis.

Coémo se ha utilizado y se utiliza este programa?

El nivel educativo donde mejor se han desarrollado las aplicaciones diddcti-
cas de este programa ha sido en 3° de bachillerato y en COU; también se ha
hecho uso del mismo en 1°y 2° de bachillerato, incluso en los tltimos cur-
sos de la ensefianza bdsica.

El programa se acompaifia de un documento en inglés, lo que en si
mismo es otra dificultad afiadida para facilitar, a la generalidad del profeso-
rado, el acceso completo al programa.

Las posibilidades graficas de este programa han facilitado grandemente
el desarrollo de la préctica docente, sobre todo el estudio intuitivo de los
conceptos y teoremas del andlisis y la posible relacién entre una funcién y
su derivada, asi como el concepto de funcién definida a través de una inte-
gral y el significado de la constante de integracién. Y, sobre todo, el desa-
rrollo de intuiciones ricas a través de la idea generativa fundamental: el
comportamiento localmente recto de las funciones derivables, que conduce
entre otros, a una mejor comprension de la regla de L’Hopital.

Su difusién se realizé a través de cursos y encuentros de profesores
tanto de enseflanzas medias (Bachillerato y COU) como de ensefianza
basica (7° y 8°), donde se adiestré a los profesores en su uso, se intercam-
biaron ideas y se sugirieron lineas de exploracion.

Debido a un cambio en la politica educativa de la Consejeria de Educa-
cién del Gobierno de Canarias a finales del curso 92, y que afectd grave-
mente al programa Abaco de nuevas tecnologias, hoy dia no se dispone
como antafio de los cursos introductorios ni de los seminarios de segui-
miento sobre el uso del programa que hicieron del mismo un elemento
didactico muy valorado en los centro de bachillerato.

Entre las razones detectadas que dificultan su puesta en préctica y su
generalizacion como medio didactico importante, encontramos la no fami-
liaridad ni seguridad del profesor en el uso de los ordenadores, la no dispo-
nibilidad en el aula de matematicas de los mismos; pero, sobre todo y muy
pocas veces confesado, la inseguridad del profesorado a conducir una clase
en la que priman las discusiones.

En general los contenido prescritos en algunos documentos oficiales
afladen una nueva y no desdefiable dificultad para aplicar los materiales
provenientes de la investigacién. Como ejemplo, centrémonos en los conte-
nidos prescritos en la prueba de selectividad del COU, que viene impuesta
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desde un dmbito externo. Pone el énfasis, principalmente, en aspectos
mecdnicos y no en los conceptuales. La cantidad de tiempo que conlleva
trabajar los conceptos y no sélo los algoritmos con el alumnado, obliga, en
la mayoria de los casos, a un retraso serio en el programa oficial o a dejar
de lado determinados aspectos fundamentales del conocimiento matema-
tico.

Pero hay més. Los alumnos ya no se conforman con aprobar. Aspiran,
por la experiencia de otros, a una calificacion alta en la prueba para poder
acceder a determinados estudios superiores. Esto hace que el profesorado
abandone muchas de los materiales a los que nos estamos refiriendo o por
lo menos no le dedique el tiempo que hubiera deseado, para satisfacer las
demandas del alumnado.

He traido aqui estos ejemplos para ilustrar lo que considero comporta-
mientos y valoraciones caracteristicas de las dos culturas.

El éxito que han podido tener los materiales descritos anteriormente,
sobre todo entre los profesores de medias, creo que se debe a que tratan
problemas didacticos que les afectan directamente y sobre contenidos a los
que dan un gran valor.

Este valor puede ser debido a muchos factores, incluso el hecho de que
estén sobrevalorados puede tener su causa en una instancia externa como es
la prueba de selectividad del COU. Pero, y con todo lo importante que
puede ser esta prueba de selectividad, hay algo mucho més profundo y que
va hasta el nicleo mismo de la formacion inicial matematica de los profe-
sores. Todos los licenciados en matemadticas somos hijos del estructura-
lismo y para una gran mayoria la formacién inicial se centro mds en el
andlisis que en otras ramas de la matemadtica. Aunque reconozcamos que
dicha formacioén, incluso actualmente, estuviera y esté impregnada de
demasiado mecanicismo, es un campo de contenidos dénde el profesor se
encuentra seguro y que es, ademads, valorado por distintos agentes como
muy importante para la formacién matematica de los alumnos que accede-
rén a la universidad.

Los materiales anteriores comparten la exigen un cambio profundo en
los habitos metodolégicos del profesorado, el replanteamiento del espacio
de trabajo en los centros, y el ritmo de trabajo en la clase.

Por otro lado, me he limitado a exponer tnicamente dos ejemplos de
materiales derivados de la investigacion y de los que una de sus ventajas es
que se pueden utilizar directamente por los profesores para su prictica
docente.

No podemos decir lo mismo de la gran mayoria de informes sobre la
investigacion. Hay varias razones:

La primera, el lenguaje empleado caracteristico de la cultura de los
investigadores.

En segundo lugar, y debido al contenido especifico que tratan por lo
general las investigaciones, su campo de aplicacion estd limitado. Un inves-
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tigador se centra bdsicamente en un contenido concreto y muy reducido
para, entre otras razones, controlar las variables que concurren y poder rea-
lizar su investigacion. De esta forma la investigacion puede aumentar en
calidad pero evidentemente pierde aplicabilidad en la mayoria de los casos.
Ademds, el &mbito natural donde se desarrolla este trabajo suele ser el labo-
ratorio. Si comparamos este &mbito con el del aula lo primero que resalta es
su cardcter artificial.

En tercer lugar, el cardcter eminentemente descriptivo de la mayoria de
los informes. Y aunque son titiles por la luz que arrojan sobre los problemas
del aprendizaje, no son suficientes para un profesor en su labor diaria den-
tro del aula.

Debido a estas tres razones pienso que la mayor parte de la investiga-
cién que se realizan tienen muy poca aplicacion para la prictica educativa.
De ella suelen derivar recomendaciones para la prictica que, la mayoria de
las veces, son percibidas por los profesores como consignas. Y un profesor
en su practica necesita algo mas que consignas o buenas recomendaciones.
Necesita recursos de todo tipo, pero fundamentalmente aplicables.

En este sentido creo necesaria la presencia de un agente que medie
entre los que realizan investigacion bdsica y los que pueden aplicar sus
resultados, los profesores.

Por tltimo, una cuestiéon que me preocupa: Para quién es ttil la inves-
tigacion?

Creo que en primer lugar para el investigador. Y pienso ademads, que la
mayoria de la investigacion no se realiza pensando en su aplicacién o que,
de ella, se deriven aplicaciones para el aula. El conocimiento en si, que se
deriva de cualquier investigacion, es importante. Y la busqueda de la aplica-
bilidad podria estas a cargo de otros agentes.

En este sentido se tendria algo parecido a lo que ocurre con la investiga-
cién en matemadticas puras. El matemadtico no se preocupa, por lo general,
de la posible aplicabilidad de sus investigaciones. Ain mds, de todos es
conocido que muchos descubrimientos de la investigacion tedrica han
encontrado aplicacién décadas, incluso siglos después de que se lograron, y
en algunos casos por pura casualidad.

Y también podria ser ttil en la practica docente si esta se realiza aten-
diendo a problemas planteados conjuntamente entre profesores e investiga-
dores.

De forma metafdrica, imagino dos islas. En una estdn los investigado-
res, en la otra los profesores. El mar que las separa y, al mismo tiempo, las
une es la valoracion del conocimiento que ambas culturas poseen. El cono-
cimiento entendido como aquello que abarca tanto los objetivos generales
de la educacién cémo los contenidos especificos de matemadticas y la meto-
dologia a emplear.

Sobre ese mar se pueden establecer puentes que unan, mas que separen.
Un puente importante es el lenguaje. Otro, el mutuo conocimiento del tra-
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bajo que ambas comunidades realizan. Para alcanzar puntos de encuentro,
es necesaria una aproximacion de los investigadores a los problemas reales
y a las demandas y necesidades de los profesores, si es que se quiere que la
investigacion en did4ctica alcance realmente a la practica educativa y la
influya.

La informacién debe estar disponible de forma econémica y de fécil
acceso en el lugar de trabajo para todo el mundo. En este sentido habria que
aprovechar las posibilidades que ofrecen hoy dia el desarrollo de las comu-
nicaciones.

Creo que el agente mediador no pueden ser sélo los redactores del
curriculum ni de los libros de texto. Es necesario crear grupos entre las dos
culturas que sean capaces de hilvanar todos esos resultados desperdigados
de la investigacion y ofrecerlos como algo coherente para la practica. As{
como, llegar a puntos de encuentro sobre los problemas a investigar y que
estos problemas partan de un consenso entre las dos culturas.






