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INTRODUCCION

¥& todos es sobradamente conocido. que los ‘métodos algebraicos de la geo-
metria han relegado a un segundo plano a los métodos clisicos euclidianos
de razonamiento. Sin embargo, pensamos que son estos los mas apropiados
para desarrollar la capacidad de razonamiento y despertar interés en el
alumno, sobre todo en los niveles de ensefianza en los que nos desenvolve-
mos, en los- que el alumno es capaz de efectuar y analizar paso a paso los
razonamientos légicos seguidos en una demostracién geométrica.

A pesar de que el 4lgebra es la mejor colaboradora de la geometria, es
conveniente a veces olvidarse de ella para introducirse en la geometria,
pues los simbolos algebraicos son demasiado pobres semanticamente para ser
entendidos por nuestros alumnos. Por ello, nos vamos a introducir en el
mundo de la geometria clasica, en el que las simples figuras ya inspiran
en el alumno un agradable sentido de simetria, de regularidad y de belle-
za, ademés de estimular en sumo grado su sentido de la intuicién.

La geometria cldsica se ha abandonado mucho en la ensefianza secunda—
ria, y se da el caso de utilizar continuamente resultados geométricos que
damos como evidentes, pero que nunca hemos planteado su demostracidn a
nuestros alumnos. ;Cudntas veces nos hemos basado para alguna demostra-
cién de un teorema en proposiciones como las que escuetamente expresamos
a continuacién y que utilizamos como dogmas de fe?:

-Dos &ngulos opuestos por el vértice son iguales.

""~Dos dngulos correspondientes son iguales.

-Dos angulos alternos-internos son iguales.,

~-Dos &ngulos alternos-externos son iguales.
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-La suma de los dngulos de un tridngulo es 1809.
~-Enunciado del Teorema de Thales.
-La tangente a una circunferencia es perpendicular al radio trazado
hasta el punto de tangencia.
-La amplitud del dngulo central de una circunferencia es igual a la del
arco que abarca.
-La amplitud del &ngulo inscrito en una circunferencia es igual a la mi-
tad de la amplitud del arco que abarca. '
-Enunciado del Teorema de Pitdgoras.
-Las mediatrices, medianas, alturas y bisectrices de un tridngulo son
rectas concurrentes.
IQué pocas de estas proposiciones tomadas como ejemplo, por no decir nin-
guna, hemos demostrado a nuestros alumnos en alguna ocasiénl.

En relacién con este monografico de La proporcionalidad nos vamos a i~
mitar aqui a demostrar el archiconocido enunciado del teorema de Thales.

Para ello, intentaremos basarnos en soportes lo mas evidentes posibles, por
I

lo-que vamos a descender en ese-“mundo ‘de la evidencia” hasta un fondo
més o menos profundo con la demostracidén previa de una serie de proposi-
ciones que nos van a permitir, a la hora de demostrar el teorema de Tha-

les, dogmatizar al minimo y que no nos queden demasiados cabos sueltos.

ANGULOS OPUESTOS POR EL VERTICE

Son aquellos que, teniendo el mismo punto como vértice, los lados de uno
son las semirrectas opuestas a los lados del otro.

En la figura adjunta, a y % son dos an-
gulos opuestos por el vertlce Asi mismo, tam-

bién lo son los dos arigulos e y d.

PROPOSICION.-Dos angulos opuestos por el vér-

tice son iguales.
Demostracién: Sean los &ngulos opuestos por el vértice, a Yy b, de la figura.

—Considerando la recta MN, A es el angulo suplementario de 2.
-Considerando la recta PQ, también b es el angulo suplementario de <.

Por lo tanto, a y b son iguales por tener como &ngulo suplementario de ambos

el mismo &ngulo 3, es decir, la amplitud de cada uno de ellos es 1802-8.
A
Del mismo modo se demuestra que los &ngulos opuestos por el vértice, e yd

son iguales.
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| GUALDAD DE TRIANGULOS » i

Dos tridngulos son iguales cuando tienen iguales sus lados y sus angu- |
los.
Ahora bien, vamos a ver un criterio de igualdad de tridngulos, que uti- ?

lizaremos mds adelante, y que nos dice que para que dos tridngulos sean

iguales es suficiente con que tengan iguales un lado y los dos éngulos ad-
yacentes a dicho lado. En Efecto:

Sean los dos tridngulos ABC y A‘%‘Q' de la figu-
ra, y supongamos que A_B'=ETS', ﬁ:f\\' y g:ﬁ'.

—-Colocamos el tridngulo ABC sobre el A‘B'C"y de

forma que el lado AB coincida, ya que son igua-
les, con el lado AB!.

[\ ‘:
A a —
-Del mismo modo, como B=B' el lado BC tomara la [\ i

A B
A —

~Como A=At » entonces el lado AC tomard la misma

direccién que el lado A'C'.

misma direccién que el lado B'C'.

-Como consecuencia, el puntq C se hallard a la

vez en los lados A'C! y B'C', por lo que coinci- A Bt

diré con C',
Luego los dos triéngulos coinciden, es decir, tienen iguales sus tres lados
Yy sus tres é&ngulos, y por lo tanto son iguales.

También nos serd util el criterio de igualdad de tridngulos rectdngulos,

que nos dice que para que dos tridngulos rectingulos sean iguales es sufi-

ciente con que sea igual la hipotenusa y un dngulo agudo de cada uno de

ellos. Veamos su demostracion:

PN ;
Sean los triéngulos ABC y A'B'C' rectangulos, y
— — ~
supongamos que BC=B'C' y B-B'. Ademés, por ser dos

A A
tridngulos recténgulos, se verifica que A=A'=902.

C
Z PN \
—-Colocamos el tridngulo ABC sobre el A'B'C', de A ‘
— ’ !
modo que coincidan las hipotenusas BC y B'C', \

ya que son iguales.,

A A —— .
~Por ser B=B', el lado BA seguira la misma di-
reccién del B'A'.

-Las perpendiculares por C=C' cortarédn al otro A ,
cateto en un mismo punto AEA'.

Luego los triéngulos coinciden y, por lo tanto, son iguales.

ANGULOS QUE DETERMINA UNA RECTA SECANTE A DOS PARALELAS

Dos rectas paralelas, al ser cortadas por una recta secante, determinan

ocho angulos. Veamos la relacién que existe entre ellos, considerando los

dos siguientes casos:

— 73—

|
|
i




a) La recta secante es perpendicular a am-

Fant

bas rectas: En este caso, evidentemen-
te, los ocho dngulos son rectos, y por

consigulente iguales.

b) La recta secante no es perpendicular

@ las rectas: Llanemos r y s a las rec—
tas paralelas, Py Q a los puntos de in-

terseccidén de la recta secante con las pa-
ralelas, y M al punto medio del segmento
.

-Trazamos por M la recta perpendicular a £
r, ¥y por lo tanto, también a s. Llamamos
A y B a los puntos de intersecciéﬁ de di-~
cha recta con las paralelas.
-Los triéngulos rectangulos MAP y ﬁ%a son iguales, puesto que tienen:
a) Igual hipotenusa, ﬁ?:ﬁ@, por ser M el punto medio del segmento ﬁb.
b) Igual angulo agudo, el correspondiente al vértice comin M, por ser an-
gulos opuestos por el vértice.
A AN
Como consecuencia de ser iguales los triangulos tenemos que APM=b=e=BQM (&n-
gulos alternos-internos). Adgmés, como los &angulos 3 y ? son, respectivamente,
opuestos por el vértice de S y 3, resulta, que: a-b y 3:?. Luego, en definitiva:
4=b=6=F.
Y como los angulos ¢, 3, Q y ﬁ son suplementarios de cada uno de los anterio-
.res, podemos también afirmar que: 3=3=§=ﬁ.
Luego, en resumen podemos decir que al cortar una recta secante a dos para-
lelas:

. LA NN

1.-Los angulos alternos-internos son iguales: b=e, d=g.
AN ~

2.-Los angulos alternos—externos son iguales: a=f, c=h. .
.z . AN AN DA * A

3.-Los angulos correspondientes también son iguales: a=e, c=g, b=f, d=h.

SUMA DE LOS ANGULOS DE UN TRIANGULO

Los tres angulos de cualquier tridngulo suman un &ngulo llano, es de-
cir, 180e.
Demostracidn:
-Sea el triangulo ABC y tracemos por B una para-
lela al lado AC.

—Prolongamos el lado AB. Resulta entonces que BC C
es una recta secante a dos paralelas, ic y BD. ¢

-Teniendo en cuenta lo visto anteriormente:

3:3', por ser angulos alternos-internos. A
a=a , por ser &ngulos correspondientes.

A A . A A A . _
Luego, la suma 2+b+¢ es igual a la suma a'+b+c' , o sea, el angulo llano co

rrespondiente a la recta AB.
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PARALELOGRAMO

Es un cuadrildtero que tiene dos pares de lados paralelos.
Propiedad: En un paralelogramo los lados opuestos son iguales.

Demostracidén: Sea el paralelogramo ABCD y tracemos

el segmento DB. Se forman los tridngulos 1@3 y BACE), " 7
que son iguales, ya que: ¥
~Tienen el lado BD comn.
-Tienen iguales los &ngulos adyacentes al lado n
m

. A A A~ ,
anterior: m=p y n=r, por ser angulos alternos-—

internos.

Luégo, son iguales dichos tridngulos en virtud de uno de los criterios de
igualdad de triéngulos demostrado anteriormente. Por lo tanto: AB=DC v AD=BC.

TEOREMA

Si tenemos dos rectas en un plano y en una de ellas tomamos dos seg-
mentos iguales, AB=CD, al trazar por los extremos de los segmentos rectas
paralelas entre si que corten a la otra recta determinardn en ella dos seg-
mentos que también son iguales, A’B’=C’D’.
Demostracidén: Consideraremos dos ‘casos: )

a) Si las dos rectas r y s son’paralelas y tomamos.
dos segmentos iguales en la recta r, AB=CD, 'ios co-
rrespondientes al trazar rectas paralelas por los

extremos también son iguales, por ser lados opues~

tos de paralelogramos. Es decir, AB=A'B' y CD=C'D'.
Por lo tanto, A'B'=C'D'.

b) Si las dos rectas r y s no son paralelas traza-
remos por los puntos A y C dos paralelas a la otra
recta s, AP cQ.
Py A )
Los triéngulos ABP y CDQ son iguales, puesto que:
~Tienen el lado AB igual al CD.
~Tienen iguales los dos angulos adyacentes al
lado anterior, por ser &ngulos correspondien-
NN AN AN
tes: BAP=DCQ, ABP=CDQ.
Como consecuencia de ser iguales los triangulos
tenemos que: BP=DQ, AP=CQ, y por lo tanto, A'B'=C'D'
por ser lados opuestos de paralelogramos.

Este teorema, ademas de servirnos para demostrar el teorema de Thales,
nos va a permitir la divisién de un segmento en n partes iguales.

Para ello, dado un segmento AB se traza una A 1 2 3 4 5 6 7B

recta por un extremo del segmentq formando un
angulo agudo con dicho segmento. Se toman n par-
tes iguales cualesquiera y consecutivas a partir
del mismo extremo. Finalmente se toma el Gltimo
punto resultante de tomar las partes en la recta
y se une con el otro extremo del segmento, para
a continuacidén trazar paralelas desde los puntos

de divisidén de la recta.
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TEOREMA DE THALES

Si tenemos dos rectas r y s de un plano, tres rectas paralelas entre si

que corten a las anterlores determinan segmentos cortespondlentes proporCIO—
nales. Es decir: A8 4 bien AB _ BC .
B__ BC’ AB° BC

Demostracién:

Supongamos- que los segmentos AB y BC tienen
una unidad comin u, la cual estd contenida p ve- B}
ces en‘AB ¥y q veces en BC, siendo p y ¢ nGmeros A
naturales. En ese caso: AB_p.u_p

‘B¢ qu. g’ , A/ B/ C/
Si llevamos la unidad de medida comin sobre
AB y BC, y trazamos paralelas a AN por los pun-

tos de diviéién, estas interceptaran p segmentos
iguales en AP ¥y q segmentos iguales en EC‘ co-
mo consecuencia del teorema anterior. Ademés, se-
ran todos ellos iguales entre si y de amplitud o

. AB _A'B
Luego: AB'_p.u'_p 4 por lo tanto, BC-BO

B'C' q.u " q
Esta igualdad serad cierta cualquiera que sea s
la unidad de medida comin que hayamos tomado. A/ ; B/ /C

Pero puede ocurrir que los segmentos AB y BC carezcan de una unidad de medida
comin, es decir, que sean inconmensurables el uno con el otro. En este caso, to-
maremos como unidad de medida la p-ésima. .parte de AB que llamaremos u. Entonces,
AB=p.u. Ahora bien, BC no podra contener un ntGmero natural de veces a u, ya que
BC es inconmensurable con AB, asi que u estard contenida mds de q veces y menos
de g+l veces en BC, siendo q natural. Es decir: gq.u<BC<{q+l).u

.u (BC  (qg+l). u@ﬂ< 9__
Y dividiendo dichas desigualdades entre AB= p.u: ;—a_u. iB —_pu—
LLevando ahora la unidad de medida u sobre AB y BC y trazando paralelas a AR
por lo puntos de divisién, tenemos del mismo modo que:
. BC' (g+l).u q ,BC' g+l
AB=p.u y Q.u<BC<(q+l).u = p_ﬁ‘ ‘aB T Lt p(A_‘B_‘<T
Como podemos tomar la unidad de medida u tan pequefia como queramos, es decir,
que p podré ser tan grande como se quiera. En el Limite cuando u tiende a cero,
p tenderd a infinito y entonces la amplitud del intervalo en el que se encuentran
ambas razones tenderd a cero, por lo que ambas razones serdn iguales. O sea:
a_1 BC _BC' oy AB A'B' o AB_BC

. gl _3d_1 4,0 & == A8 B
U—0&p—e & 55 PP 2B~ AB BCTBC A'B' “B'C' "

Este teorema se puede evidentemente generalizar, considerando més de tres
rectas paralelas.
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