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La proporcionaiidad,en sus diversas facetas,estd presente a lo
largo de las enseflanzas elemental y media; asimismo, constituye un aspec-
to importante de la actifidad matgmética que cualquier persona realiza -
en su vida cotidiana. No oBstante,es fécil observar un desajuste entre -
esfos dos ambientes,el docente y el cotidiano,debido,bdsicamente,a que -
en el primero el razonamiento proporcional de tipo cuantitativo domina -
por completo las actividades que se proponen,mientras que en el segundo-
estdn también presentes con frecuencia situaciones que requiergn un:.razo
namiento proporcional cualitativo.

Existe numerosa literatura,tanto nacional como extranjera,refe
rente al tema de la proporcionalidad aritmética; lo que es una sefial de-
la importancia de este tema en la formacidn matemdtica de los individuos
y de las dificultades que encuentran los profesores de todo el mundo pa-
ra conseguir un aprendizaje eficaz. Con este artfculo pretendemos dar un
pequefio toque de atencidn sobre el tema. Recogemos en é1 los resultados-
de una experiencia que refleja con toda nitidez que nos encontramos ante
un problema sobre el cual los profesores de Matemdticas de todos los ni-
veles educativos deberiamos reflexionar.

El experimento se desarrolld durante el curso 87-88 en la Es -
cuela de Magisterio de Valencia y en &1 participaron 56 estudiantes de -

22 ge 1la especialidad de Ciencias. Estd basado en otro realizado en los
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Estados Unidos de América por HAREL y BEHR en i987,con nifiocs de 79 cur-
so,en cuyo material y test realizamos algunas modiﬁ;caciones. En base a-
un material gque describiremos a continuacién,propusiﬁgs a nuestros alum-
nos una serie de 12 problemas,debiendo contestar cada uno a 4 de ellos, -
previamente seleccionados por nosotros.

La experiencia tenfa un doble objetivo : Por una pante,nos in-
teresaba observar las diferencias entre los alumnés de la ensefianza elg-
mental,que empiezan a estudiar la proporcionalidad,y otros con una forma
cidn matemdtica mds amplia ( comparando los resultados obtenidos por los-
autores citados con los nuestros). Por otra,que las respuestas de los es
tudiantes nos sirvieran de base para elaborar una unidad diddctica de la
proporcionalidad en la que los futuros maestros han reflexionado,a par -
tir de sus propios esquemas de razonamiento,y se han dado cuenta de algu
nos nos errores que deberdn~secombatir en éus_alumnos.

El material aludido estd fofmado por :
. Dos bloques, A y C, construidos,respectivamente,con 15y18
cubos de stirofoam,de aproximadamente 4cm de arista. ‘
‘ . Seis bloques,que denotaremos Bi y Di,hechos con diversas -~
cantidades (de 15 a 19) de cubos de unifix de 2 cm de arista. Los valo =
res del subfndice,-1,0,1,de B y D,indican rspectivaménte,la diferencia -

de unidades con los bloques A y C.
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En los problemas se ofrece informacidn sobre la relacidn(cualj
tativa) de pesos entre el bloque 4 y un blogue B,y se pide deducir lare
lacidn existente entre los pesos del blogue C y un bloque D, Por ejem;. -

plo & &€ 4logue A pesa Lo mismo que el 3_7 o ¢ Cudl pesa mbs,el Llogue C
erDo?

#1 no haber valores numéricos para los pesos de los diferen -
tes bloques,se evita la resolucidn puramente algoritmica del problema, -
Los estudiantes deben ignorar la relacidn real de pesos entre los blo -
ques,lo cual no supones dificultad tras la explicacidén inicial del obje~
tivo de los problemas.

Como hay 3 posibles relaciones de peso-entre A y cada uno de -

los 3 bloques Bi.y se pueden combinar estos 9 datos con 3 pares de blo -

.ques Cy Di »e8 posible plantear 27 problemas diferentes. De ellos, hemos

seleccionado los doce siguientes. El signo ? indica que la relaecidn en -

tre C y Di es indeterminada.

St Apesa ... que Bj entonces C pesa ... que Dy

1) = Bg = Do
2) = BO > D_‘
3) = B-4 < Do
4 > By > D-
S) > B4 ? Dy
6) > By ? Do
7) < Bq ? D-y
8) < By ? Do
9) < By ¢ Dby
10) < Bog <D
m = Bq > Dy
12) > By ? Dy

Los 9 primeros son los utilizados por Harel y Behr. Nosotros -
hemos afiadido los otros tres para completdr la secuencia y facilitar el

andlisis de los resultados,pues ofrecen algunos contrastes interesantes

con los anteriores.

El objetivo con el que hemos realizado la experiencia no es -
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observar los resultados de los problemas,sino los procesos de resolucidn
es decir,los tipos y niveles de razonamiento proporcional empleados por-
los estudiantes.

A la vista de las 224 respuestas de nuestros alumnos,podemos =
distinguir cuatro tipos bdsicos de estrategias. La tabla que se adjunta-
nds adelante muestra el nimero de resﬁuestas para cada tipo.

Con el fin de facilitar la lectura,denotaremos por n(a,B) a la
relacion entre el nfimero de unidades del blogue A y el numero de unida -
des del bloque B. Andlogamente,p(A,B) representa la relacién entre los -
pesos del bloque A y los del B. En consecuencia,n(4,B) y p(A,B) pueden -
tomar los valores < , =, > . El mismo significado tienén los simbolos -
a(c,d) y p(C,D). '

Los tipos de estrategia seguidos por nuestros alumnos son,de =~
acuerdo a la nomenclatura de Hargl y'Behrylos siguientes @

7. Estrategia de conteo.; Es la mds simplista,pues los estu -
diantes obtienen la relacidn p(C,D) comparando la cantidad de unidades -
de estos bloques,sin tener en cuenta para nada los datos relativos a -
los bloques A y B. Por ejemplo,esto es lo que respondid uno de los estu
diantes al problema 2:

£¢ blogue D_1 pesand menos porque se compone de una unided mg-
nos que 2f flogue C.

2. Estnategias de empanejamiento.- Utilizan las relaciones -
n{A,B) y n{C,D) para deducir la relacidn p(C,D);mediénte la extrapola -~
cibén de p(A,B)Un ejemplo muy claro lo tenemos en la siguiente respuesta
al problema 5:

£l Lloque C pesand mds que el DT,delido a la nelacibn anteniorn
(del enunciado del problema) que nos dice gque el Lloque A pesa més que -
el B1 aunque tiene un culo menos: enion;eA el C, como tiene un culo mg -
nos que el D1,_tam&£én pesand més,

Un razonamiento idéntico lo encontramos en estudiantes gque,en~
el problema 11,contestan que el bloque D1 pesa lo mismo que el C.

Cuando los Indices de los bloques B y D no coinciden,los alum~
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pesos de las unidades grandes y pequefias a partir de n(A,B) y p{4,B),pa
ra deducir la solucidn p(C,D),usando esta relacidn junto a n(C,D). Con-
esta estrategia,un alumno responde asi al problema 10:

E¢ Rlogue D1. Sé A pesa menos que B-T’ cada cubo de A pesa ne
nos o igual que uno de B_1, con Lo que se explica que D1 pese mbs que C

Y esta es la respuesta de otro estudiante al problema 7:

Cada cubito deh pesa menos que cada uno dzﬁapeno no sabemos -
cudnlo menocs. Si en general la difercncic de res0 entre pA yp%)eé menos-
que uno de flos cubitos deBo v que son iguales que los deDo ypodria ser-
que pCg pD1, rero en cualquien caso no se puede deteaminan,

He aquf la tabla de distribucidn de respuestas :

Probleme
. 0 11 12
Est i~ 1 2 3 45 6 7 8 91

Cnteo| - 727 - - 1 1 - - - - - -
Emperejamiento { 6 15 16 19 14 11 9 i1 14 1§ 13 8
Balanze tncompi. | 3 - - 1 1 - - - - - 1 -
Balenzacomeld - - - - |

Constrictivs! 2 2 1 4
Noclasifieatfe| T - 2 3 1
Mooontsstes | - - - 1

Sl
. N
1
~N
o N
1
]

Si queremos ordenar las diferentes estrategias,los resultados
de la tabla corroboran que la estrategia de conteo es la tfpica de los-
estudiantes que todavia no han empezado a desarrollar el razonamiento -
proporcional y que,por lo %an£o,no ven la necesidad de tener en cuenta-
simultdneamente los cuatro blogues. Por este motivo,la cantidad de estu
diantes de Magisterio que emplearon dicha estrategia es irrevelante, -
mientras que en el informe de Harel,Behr se puede observar que,despuds-

"de la estrategia de balanze incompleta,la de conteo es la més usada por
los nifios.

En el otro extremo de la jerarquia se encuenira la estrategia
constructiva,que parece la mds sofisticada de las que hemos visto,y al-

mismo tiempo parece la forma mds razonable de resolver correctamente eg
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nos que utilizan esta estrategia se ven obiigados a modificarla,mediante
el uso de un nuevo bloque (del tipo B o D),cuyo fndice permita dar el -
salto con la ayuda de la transitividad de la relacidn de pesos. Veamos un
ejemplo con el problema 3:

E¢ Lloque Do . Para Z@egan a esa eleccibn he pensado que si el
bloque A pesa Lo mismo que el blogue B_1,entonce4 2l bloque C debe pesar
2o mismo que el blogue D_1. Con o que Do pesa m&4 que C, pues tiene una
unidad més que el D_1.

Este tipo de razonamiento viene acompafiado en bastantes casos-
por la suposicién errénea de que si el bloque A pesa,por ejemplo,mencs -
que el bloque B1 , entonces pesa lo mismo que el Bo’ -

3, Estnategia de balanza.- La caracteristica de esta estrate
gia es que los estudiantes se basan en las cantidades de unidades que -
hay que afiadir a los bloqugs A y B para obtener los bloques C y D,respec
-tivamente. Asi,un estudi;nte responde lo siguiente al problema 5:

C pesa mbs que D1 porque 15 unidades de A > 16 unidades deB1

una unidad de A pesa més que una de B1. S¢ sumamos 3 en cada lado,como -
3 u. de A > 3 u, de B1, la desigualdad se mantiene.: 15+3 u, de A> 76+3
u. de BfD78 u. de C > 79 u. de D,.

Vamos a denominar a esta estrategia "de balanza completa”,si-
guiendo la notacidén de Harel,Behr,para distinguirla de la seguida por -
aquellos estudiantes que no tienen en cuenta la relacién entre las unida
des.@ue llamaremos "de balanza incompleta". En la siguiente respuesta al
problema 1 se aplica esta variante:

Si A pesa €o mismo gue Bo y A tiene 715 unidades igual que Bo'
entonces,como C.es igual a A mbs 3 unidades y D° es igual a Bo més 3 uné
dades,entonces pesan Lo mismo,

Aunque en este ejemplo el estudiante llega a la respuesta co-
rrecta,aplicando el mismo razonamiento en el problema 11 se llegaria a -
que los blogues C y D1 pesan lo mismo,lo cual no es cierto.

4, Estrategia constructiva.- Esta es la estrategia correcta -

mis usada por nuestros alumnos. Consiste en deducir la relacidén entre los
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tos problemas., Con ella ocurre lo contrario de lo que hemos comentado reg
pecto a ia estrategia de conteo,ya que ninguno de los nifios que particim
ron en la investigacién de Harel,Behr la utilizd,mientras que entre nueg-
tros alumnos es,relativamente,bgstante frecuente.

Las estrategias de émparejamiento y de balanza se encuenfranen
ﬁosiciones intermedias de la ordenacidn,pues representan etapas de tran-+
sicién hacia la de balanza completa y la constructiva,lnicas formas co -
rrectas de resolver estos problemas que han estado presentes en el estu -
dio. No obstdnte,no entraremos en el tema de la jerarquizacidn,que es my
amplio y queda fuera de nuestras pretensiones. Algunos estudios importan
tes sobre el proceso de adquisicidn del razonamiento proporcional estén -
expuestos en Piaget(1986),Hart(1981) o Noelting(1980a y 1980 b).

Es interesante extraer alguna conclusién del hecho de que lama
yoria de nuestros alumnog utilizan en algln caso la estrategia de emparg-
jamiento (mds del 69% de respuestas’y del 87% de alumnos); por ello,vamos
a analizarla desde el punto de vista matemitico. La respuesta dada en la -
primera cita delapartadoZl,que es un caso tipico,revela que el estudiap
te basa su razonamiento en la relacidén p(A) - p(B) en vez de basarse en=-
p(A) / p(B). Debido a esto,realiza una transformacidn de tipo aditivo de -
la razén entre p(A) y P(B),segin la cual p(a)/ p(B) =rp(A)+3_l/ [h(B){%,
en vez de realizar una transformacién de tipo multiplicativo;;ue es la?cg
rrecta.

Este es el principal error que hay que combatir en la construe
cidn por los nifics del concepto de proporcionalidad,pues se adquiere con
gran facilidad y degenera en una estrategia errdnea,cuyo peligro mayor -
és que en muchos casos proporciona la solucidn correcta. En este sentidg
nuestros resultados coinciden con los obtenidos por Karplus(1983) y por -
los autores citados dos pdrrafos mds arriba (todos elloé obtienen un in -
portante porcentaje de respuestas de este tipo),aunque sus investigacio -
nes,excepto‘lg de Harel,Behr,estfn basadas en ejercicios cuantitativos, -
También coincidimos con ellos al extraer conclusiones sobre la necesidad

de darle un tratamiento especifico y detallado a este error.
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Al comenzar este articulo aludfamos a la falta de atencién ha
cia la prdctica de razonamiento proporcional cualitativo. Vamos a termi
narlo haciendo un comentario acerca de la relacién entre las activida -
des en las que interviene la proporcionalidad cuantitativa y aquellas =
en las que se utiliza la proporcionalidad cualitativa.

Con un grupo formado por 18 de los 56 alumnos que respondig -
ron al test que hemos descritoscontinuamos planteando ejercicios del mig
mo estilo,pero con mayor informacién numérica,para que tuvieran que en-
contrar soluciones cuantitativas; ahora los datos no. indicaban que un-
bloque pesaba més que otro,sino que indicaban,por ejemplo,que pesaba 30
unidades mds.

Aunque esperdbamos que nuestros estudiantes empezaran a utili-
zar las proporciones numéricas (igualar fracciones,despejar,etc),no ocu
rrié asi,sino que mantuv%enon los mismos tipos de estrategias que hemos
comentado y,naturalmente,los mismbs~tipos de errores - ; sobre todo,el de
rivado de la estrategia de emparejamiento. Esto nos confirma en la cre-
encia de que el estudio de la proporcionalidad debe realizarse simultd-
neamente en los aspectos cuantitativo y cualitativo,ya que ambos se com
plementan y son necesarios para una adecuada comprensién y adquisicién-

del concepto.
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El volumen con los resimenes de los ta-
lleres y pésters se enviardn a los con-
hacer posible su estudio con la debida
antelacién. Al mismo tiempo se remi-
ma que al iniciarse ¢l Congreso cada

cual sepa los talleres a los que puede

gresistas durante el mes de julio, para
tirdA un formulario para organizar la
asistencia a los distintos talleres, de for-
asistir.

Algunos aspectos organizativos de

interés

La inscripcidn definitiva debera reali-
zarse antes del 15 de mayo de 1987, me-
diante el pago de los derechos de ins-
cripcién. Estos derechos han sido fija-
dos, atendiendo a los costos de orga-
nizacién y a las ayudas previstas, en
12.000 ptas. (10.000 para los subscrip-
tores de Enseflanza de las Ciencias).

Inscripcién definitiva

Rellenar con tinta negra para facilitar las fotocopias y remitir a:
Ensenanza de las Ciencias / ICE Universitat Autonoma de Barcelona / 08193 Bellaterra (Barcelona)

Datos personales
Nombre y apellidos

Calle 0 PlAZA o e e . Cdédigo postal ...
PODIACION . et et Teléfono ... .

Datos profesionales y curriculares
THEIACION oot ettt et aa st ss s s a s s a5 s 1ttt ee ettt ee s ee et et ee s

~ fommn |
(Forma parte de algin grupo de trabajo? Si L No L
En caso afirmativo indicar nombre, institucién a la que estd asociado y principales lineas de trabajo:

En caso afirmativo adjuntar una seleccién de titulos recientes, utilizando el formato habitual de las referencias en

el N

Enseftanzd " (e [as Ciencias.

Propuestas de talleres, posters y exposicién de materiales diddcticos

:Hace alguna propuesta de taller? sil) wNo U

(Hace alguna propuesta de péster?  Si D No [J

En caso afirmativo adjuntar resumenes confeccionados en la forma descrita mas arriba e indicar, en su caso,
quiénes de los coautores se inscriben también al Congreso.

¢Hace alguna propuesta de exposicidn de materiales diddcticos?  Si 0 wNo [

En caso afirmativo adjuntar un cjemplar y, en su caso, modelo de folleto informativo que se picnsa distribuir a los

congresistas.



