POSIBILIDADES DIDACTICAS DE.. UN PUZZLE DE ESTRELLA Y NAVETAS

MaNUEL FERNANDEZ REYES

A Diego,en el inicio de
su vida univecsitarniaiy
a David,que empieza el

- " Bachittenato.

1~ INTRODUCCION

Esta leccién de Geometria ha sido preparada con un multiple
Vpropésito:

* Con el soporte de un material de facil eleboracién, ayudar
a descubrir relaciones interesantes entre figuras, expresarlas en
Lvleng'um:ie ordinario y demostrarlas formalmente.

* Aprovechar el interés que pueda despertar este proceso,
para efectuar cdlculos que, propuestos en frio, sin un objetivo
atractivo, suelen resultar tediosos.

* Dar oportunidad de usar la regla y el compas, magnificos
instrumentos de ayuda Yy refuerzo, generalmente pocce utilizados en
nuestras clases.

* Y, por ﬁltiho, utilizar problemas geométricos no rutinarios
para hacer incursiones en campos diversos de la Matemdtica. En este

trabajo, concretamente, pretendemos cubrir este objetivo tendiendo

’
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puentes  entre Geometria euclidea, Geometria analitica vy Cdlculo
integral.

Estd concebida para ser desarrollada antes de abordar el
cdlculo de dreas por integracién, una vez que ‘el alumno domine 1los
conocimientos basicos de Analitica y de resolucién de integrales
sencillas. En definitiva, lo que proponemos a continuacioh'quizés sirva
de ejemplo de cémo organizar clases mas dindmicas y con participacién

activa del alumnado.

2~ AREA DE LA ESTRELLA

Dado un cuadrado de lado ¢, si se trazan en su interior arcos
de radio a2 = ¢ / 2 ,” con centros en los vértices, resulta un
cuadrildtero curvilineo, con aspecto de aotrwide, que llamaremos

eotrella (fig. 1).

fig 1
- Liberemos nuestra estrella y dispongamos.convenientemente los

tridngulos mixtilineos que la aprisionan. Asi:

fig 2
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Hemos descompuesto el cuadrado en una estrella y un circulo
de radio 2~ = ¢ / 2. Por tanto:

8L drea ﬂeuawmwwamwm
diominuida en lo. def chreuls.

Esta igualdad nos va a permitir obtener una férmula que nos

dé x; directamente, esto es, s6lo en funcién de £ (o de »). Veamos:

de=f—rmz=...=f—(44_"—)— (1)

- 4274 — m) .20 I
Ay = g l A" (4 - m) (2)

3.~ LA NAVETA Y SU AREA

O bien:

rd

Se conoce con el nombre de naveia (cada uno de los recintos
rayados de la fig. 3) la figura determinada por la interseccién de dos
arcos de radio 2~ = £ / 2 , uno centrado en un vértice del cuadrado, Y

el otro con centro en el del circulo.

fig.3
iCémo son las dreas de £y a@ ? Parecen iguales, ino?
Cortando por la linea 'sobrepunteada y superponiendo a& b m; , 3e
afirma esta creencia. Pero, no nos fiemos; estudiemos matemdticamente

la cuestidn: -

2 ma® 48 - ne? £ -m)
ﬂ1=(£/2)— - unl TE = 16 ; l

o, = __fii%g:—fl— (cuarto de estrella)
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Resumiendo:

f(4 - ) _ n?(4 - 7T)
”1_ﬂ2= 16 h 4 4

Es evidente que:
8¢ drea de <o novela e Lo diferencie entre Lo del  cuadrade

detml/Zytaowmdemam.d‘ydz.

Teniendo en cuenta la igualdad (3), resulta:

_ 2 _ 2604 -m)  _ | ftm - 2)
R B i e e (5)

Si queremos.ﬁn en funcién del radio ~ , basta sustituir en

(S5) £ por 2~ . Se obtiene:

- 2
o = 2 (- 2) .

= 5 (6)

Por ultimo, es conveniente disponer de una férmula para el
célculo directo del 4rea de una naveta conocido su eje mayor 4 . Vamos

a deducirla:

n,z+n,z=a‘,z=>4,2=d2/2
T Sustituyendo en (6) , se tiene:
~
N,
8 r » (22 7/ 2) (m = 2) a2 (m - 2)
\ '”n = 2 = 4 N
i

fig. 4

4 - UNA FORMULA PARA EL AREA DE UNA CUPULA

Llamaremos c¢dpuwle a la curva que resulta al cruzar dos
navetas segun las diagonales de un cuadrado (fig. 5) y eliminar

ciertos recintos. La superficie punteada en la figura 6 es una cinuwla.
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fig. 5

A.‘._..\.-‘ -0 fig. 6 )

Por construccién, los tridngulos 80 y ©88 son equildteros y

congruentes. Su lado es el del cuadrado, { . El &rea de uno de ellos es
| . .

&3 . \
4
Como puede observarse, el sector circular O«€ es un tercio

2
del circulo. Por tanto, su d&rea es E%—\.

Como los segmentos circulares que delimitan los arcos #2 y 28

tienen la misma superficie, fdcil es ver que:

8L drea de o cipulo es Lo de un lercie de c&umia,"wnﬂO

o de une de loo Widngules .

o = n_lz_lzzs _ 52(47153'/3 )
1

< 3

(8)
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5.~ 4QUE SUPERFICIE ABARCAN DOS NAVETAS. EN CRUZ?

I

fig. 7

4a + 48 + ¢ = & (cuadrado)

a
] L-v
L-r |l c e
a & @ @
fig. 8 V I fig.9
2 /
3a+26+c=ntz/4 2a+6+c=‘(4n1533)
(cuadrante) (cupula)
‘Resolviendo este sistema, resulta:
a=8(-1+m/12+¥3 /7 2)
£=F(1-n/6-73 /4)
c=f(1+n/3-73 )
Y el &rea buscada es:
=40 +c=...=8(-3+2n/3+73 ) (9
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6.~ EL HACHA DE DOBLE FILO.

Desde dos vértices opuestos de un cuadrado de lado ¢,
tracemos, en su interior, dos arcos de radio 2~ = ¢ / 2. A continuacién,
‘tracemos, con igual radio y centro en el del cuadrado, sendoBs arcos gque

wunan los extremos de los anteriores. Daremos el nombre de Rfacka de

debte #&s al cuadrildtero curvilineo resultante (fig. 10).

fig. 10

f= @4/

Completando la circunferencia a la gque pertenecen los

_arcos—filo, se obtiene esta otra figura:

fig. 11

Despiecémosla, aislando el hacha y cortando por 1las 1lineas

discontinuas, y veamos qué descubrimientos podemos hacer con este nuevo

puzzle.



fig.12 fig. 13

Como si de la mitosis celular se tratara, el cuadrado ha dado
lugar a dos hachas gemelas. En otras palabras:

8L drea ﬂ‘
cuadhrads -

del hachka eo igual o Lo mited de Lo del

Probemos matemdticamente esto.
De la figura 11 se desprende que:
Anea del hoche = Srea del circule — sreo de deoo nawvetos

En consecuencia:

2
o« wl

AT T4

_ 23(2—2) T o . —2e=2) 1 2] o)

Otra forma de comprobar experimentalmente que el Aachae eo Lo
mited del cuadraede, es disponer las piezas de la figura 13, dentro del

cuadrado, como a continuacién se indica:

fig. 14
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7~ EL PROBLEMA DEL ANCLA

Con centro en el vértice del dngulo recto de wun tridngulo
recténgulo isésceles (fig.15), se traza el arco 68, de radio ¢ (igual a
la longitud de los catetos) y extremos en log de la hipotenusa.

Luego, se trazan dos semicircunferencias cuyos didmetros sean
los catetos y que corten a la hipotenusa.

En la especie de ancla resultante, vamos a demostrar que el

drea de la cafia es igual a la de los brazos.

A

fig. 15

La cafia es una naveta cuyo eje mayor, &0, es la altura de la
hipotenusa que, como se sabe, es media nrenercional entre Loo osegmenieo

8D y DB  que determina . Segun esto, es:

20 = ¥ 60 22 --/83/2-8:3/2-"2;‘2 -‘2'2

Y aplicando la férmula (7), el drea de la cafia es:

¢t 2 P or-2_28(n-2) |f(n-2)
“"c'[ 7) ] r 16 = B (1L

El 4rea de los brazos se puede obtener restando a la del
segmento circular de cuerda 68 = &7V 2 / 2 y radio ¢, la de dos

gseminavetas de ejes 8D y DB , siendo 8D = D8 = &Y 2 / 2 . Resulta:

E(n~-2) B(a-2) |8(n-2)
o, = 1 - 5 - 5 (12)

Queda, pues, demostrada la equivalencia de aseas.
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8- DE LA ESTRELLA A LA ASTROIDE.

LA FAMILIA DE LA ASTROIDE.

En el segundo apartado aludfamos al parecido del cuadrilédtero
curvilineo (eoctrefla) resultante en el interior del cqadrado base de
nuestro puzzle, con una de las hipocicloides, la denominada aotiwside
Antes de establecer la diferencia entre una y otra, recordemos = algunas
definiciones de interés:

Se llaman curvas epicicloidales a las engendradas por un punto
de una curva, o de su plano, al rodar, sin deslizar, sobre otra curva.
La curva generatriz se suele denominar "ruleta'; la fija, "base de la

ruleta”.

S5i ambas son Eipcunferencias, ¥y la ruleta se desplaza por el
interior de la base, la curva generada eé'una-hinaaz&ﬁde ; si lo hace
por el exterior, recibe el nombre de eniciciside

Si es R el radio de la circunferencia base y 2~ el de la

ruleta, y si es R = 42 , se gehera la. HIPOCICLOIDE DE 4 RETROCESOS O

ASTROIDE.
HAotheide  -— — — \— ~ = — —= Baoe
(radio ; R)
Botnella T~ Ruleta
(radie : a = Rf4)

fig. 16
TRAZADO GEOMETRICO DE LA ASTROIDE.
La astroide puede también considerarse generada nor fa
tayectonio de un  oegmenis reciibines de lengitud censtante R, - iguaf ol
radie  de {a cincunferencia bave, cupyss extremoo oe  deoplagan osebre Leo

ejes de coerdenadas .,
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Esta in£erpretacién nos permite trazar por puntos dicha
curva, sin tener que recurrir a su ecuacion. A tal efecto. haremos uso
de un sencillo procedimiento -cuya Justificacion puede verse, por
ejemplo, en A. DONEDDU. Analyse et Géométrie différentiale, Dunod,
Paris, 1970, pg. 394—- , que consiste en lo siguiente:

1° Considerando el segmento generador en una posicidén
cualquiera ,5€ determina el cuartoc vértice ¥ del rectdngulo del que
dicho segmento es diagonal.

2° Se traza la perpendicular al segmento por . El pie de

esta perpendicular es un punto de la astroide.

La figura siguiente muestra la obtencién de algunos puntos de
un arco de la astroide engendrada por un segmento de 5 wunidades. Como
la astroide es simétrica respecto a ambos elies, a partir del arco

trazado pueden obtenerse los otros tres que la cilerran.

/liid
36 |

~ fig. 18



DETERMINACION ANALITICA DE PUNTOS
Para dar cumplimiento a uno de nuestros objetivos, el de
aprsvechar un problema o cuestidn para hacer incursicnes en campos
diverseo de Lo Motematica , 1o que consideramos altamente formativo,
vam&s a_utilizar aqui nociones Dbdsicas de  Geometria Analitica para
valorar los puntos de la astroide anteriormente localizados.
" 1° Empezaremos por calcular las ordenadas de los vértices Vi,
Vé, ... de los rectdngulos determinados por 1as posiciones -A‘B‘. Asz,

del segmento generador (fig. 18):

V: y=75-2,25% =7/10,0375 =24,5=9,2

V: y=4 (terna pitagérica 3, 4, 5)

v: y=75-35 =v12,75 23,6=18/5
V: y=23 -
2° Coordenadas de P :
Ecuacién de la recta que corta a los ejes en A1(9/ﬂ, 0)
Y B (0, 9/2):
_§§z_ + —g%é— =13 ... y=-2x+ 9/2
Ecuacién de su perpendicular por V1(9/4, 9/2):
Yy —-9/2=1/2 (x-9/4) > ... » y=1/2 x + 27/8
Resolviendo el sistema, se obtiene el punto P‘ de
interseccién de ambas rectas.Resulta: P‘(9/20 = 0,5 , 36/10 = 3,6)

3° Con este mismo proceso, obtenemos:
P

Pz( =1, =2,6)
Ps( =1,7 , 21,8)
P4( =2,6 , 1)

ECUACION DE LA ASTROIDE
R) Feama parameinice
Como se sabe, es conveniente en ocasiones expresar los

puntos de una curva en funcién de wuna tercera variable denominada
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"paramétro". Se obtienen asi las “"ecuaciones paramétricas” de la curva

en cuestién. Las correspondientes a la astroide, que no es el caso

/

x = R con® P
(43) a (0 2 ¢ < 2m)
y = R+ ocen ¢
¢ es el parametro
R es el radio de la circunfe- '
»

demostrar aqui, son:

rencia bagse o la longitud del x/

segmento generador.

. /' fig. 19

B) Feamo cartesiane.

El siguiente proceso transforma las ecuaciones

paramétricas en ecuacién cartesiana

2/3

X = R coo® @ } (1) X = 32/3
o

2
coo” @ } (g)

y = R-cen® ¢ y/3 - %273 500 ¢

2/3 2/3

213 23 . g2/3 (14)

(1) Elevando a 2/3 los dos miembros de ambas ecuaciones.

(2) Sumando miembro a miembro.

Como ejemplo de emplec de las ecuaciones paramétricas,
calculemos las coordenadas del punto medio del arco superior derecho de

nuestra astroide (fig. 18) , esto es, el correspondiente a un valor del

pardmetro de 45°: -

[
-
[s4]

4
-
o]

¢ = 45° x=5 coo a5 =5 (¥2 s 2°=572 /4
=»
y=5 ocen®45 =5 (72 /2 =572 /4

R =5
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Y, por uGltimo, para no dejar fuera de juego a la ecuacién

cartesiana, verifiquemos que estos valores la satisfacen:

x=572 /4=y a
} 23028 a2 s -

k- ]
Y también: ®R7? = 52 = J/ 5?

R =5

9.~ AREA DE LA ASTROIDE. DIFERENCIA CON LA ESTRELLA.

En llegando aqui, es preciso echar mano del Cdlculo Integral,
y abandonar el camino intuitivo hasta ahora seguido. Consideramos que
merece la pena haqerlo. para remdtar un ejemplo de cémo estructurar la
presentacién de cuestiones diversas partiendo de un tema sencillo Y
manipulable. -

Para determinar el &fea“d; dé. la astroide, consideraremos
s6lo la variacién del pardmetro ¢ en el intervalo de O a / 2.
Basta luego multiplicar por 4. Veamos:

X = R cos® ¢ =+ dx= - 3 R ceo® ¢ oenn ¢ dp }

y = R cen® @

' =0 » x=R
p=n /2 = x=290

Por tanto:

R 0
.wfa/4-f0ydx-j' R oen’ ¢ (-~ 3 R coo® P oen P ) dp =

n/2

z 0 [ 2

~3R [ ocen' pcos” p dp -
/2

2 a 0

-3 R [¢/16—(om4¢)/64—(om‘_2¢)/4e] -
n/2

-3R (-n/32)=3fn/32 =» .ﬂ'a-S/BnRzl (15)

Esto es:
'8¢ drea de la aotrolde eo loo 3 / 8 del drea del circule

Sase” .
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icudt eo la diferencia entre dan Greas de Lo
En otras

Por ultimo,

cotrcide y Lo eotrella, neferidas ambos o un miome clcule?

palabras, (',q,u,e' osunerficie quedo entre foo des curwas?

#=3,8rn% - (4-n)

(3nx —328 +8n R ) /8=

& (11m-32)/8 (16)
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