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Resumen
A nivel educativo la nocion de derivada se ensefia en los cursos regulares de cdlculo, pero por lo
general, siempre en la forma en que fue definida por Cauchy, por ejemplo en Montoya (2004), para
calcular la derivada de f(x) = x? cuando x = a, se usa la definicién de Cauchy asi:
; ’ d 3 x-a){x+a .
Fi@=lim_ =% ~lim_ Y _lim  (xra)=2a

—=a X-{ X-a

En el anterior procedimiento se hace necesario hacer una factorizacion, de otro modo se tendria
cierta dificultad para calcular la derivada de f(x) = x’ cuando x = a; por otro lado, si recordamos el
teorema del valor medio, es posible calcular la derivada de f en a evitando el limite, asi:

ff(a):f(x) -fla)

A partir de alli Constantin Caratheodory establece una definicion diferente: sea f:U <R donde U es

un abierto, entonces f es diferenciable en el sentido de Caratheodory si existe una funcion @ ~ROR,
de modo que se satisface que: ‘

Jx) - fla) = B, (x) (x-a):Vx eU

Donde @ ; tiene las siguientes caracteristicas: @ ;es la funcidn de pendientes de rectas secantes, es
una funcién continua, @, (a) es el valor de la derivada de f en a, es decirf "a =@ a. Esta definicion
presenta tres aspectos diddcticos destacados: Nos muestra que el proceso de acercamiento de las
pendientes de las secantes a la pendiente de la tangente es continuo y por tanto, la continuidad
es esencial para la derivabilidad, la sequnda parte se refiere a la facilidad de la derivacion como
un proceso de factorizacion repetitivo y no como cdlculo de limites, asi como simplicidad en la
demostracion de teoremas de linealidad, regla de la cadena, algebra de derivadas (suma, producto y
cociente), aplicado a funciones polindmicas de valor real y la tercera es que a nivel escolar se generan
alternativas en la ensefianza del cdlculo a través de la implementacion de conceptos nuevos, con el
fin de evitar procedimientos tediosos que se tienen con las definiciones tradicionales como la de
Cauchy.
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Introduccidén

Una de las nociones mas utilizadas dentro de las matematicas es la de derivada, formulada
explicitamente por primera vez por Isaac Newton, pues aparece naturalmente en diferentes tareas
del conocimiento, tales como la fisica, la quimica, la biologia, la ingenieria, etc. Por lo general, esta
nocioén se ensefia en los cursos regulares de calculo, siempre en la forma en que fue definida por
Cauchy en 1823, la cual se ha constituido en uno de los topicos mas importantes del cdlculo, tanto
en la ensefianza secundaria como universitaria. Sin embargo una definicién diferente de derivada
la aplicd Constantin Caratheodory, en 1954, facilitando gran parte del manejo demostrativo de
algunos de los teoremas del calculo diferencial. Partiendo de las ventajas mostradas por la derivada
de Caratheodory, en el aflo 2007 se da inicio a un proceso de investigacidon en la Universidad de
Cundinamarca, en el cual se ha logrado obtener demostraciones de los teoremas del algebra de
derivadas del calculo diferencial utilizando la definicion de derivada a la Caratheodory, dar una
interpretacidon geométrica de esta y establecer una comparacién con la derivada de Cauchy, lo cual
ha sido base para orientar nuevos procesos de investigacién que permitan explorar las ventajas
que brinda esta definicion de derivada. Estas investigaciones han permitido ver la gran utilidad que
representaria llevar a las aulas de clase los resultados ya obtenidos, disefidndolos de manera clara
y asimilable para los diferentes niveles, donde sea posible aportar a la construccién de un curriculo
que proponga diversas alternativas de aprender un tema y plantee el uso de distintas herramientas
metodoldgicas para su ensefianza. Es asi como se pretende, realizar un andlisis de las dificultades que
muestran los estudiantes en el aprendizaje de la derivada, y disefiar material didactico que permita
una mejor comprensién del concepto, a partir de la acomodacién de los resultados obtenidos de las
investigaciones ya realizadas.

Planteamiento del problema

¢Cuadl de las nociones conocidas de la derivada, permiten una mejor comprension y facilidad en
los procesos de demostracion y algebra de derivadas para funciones polinédmicas de valor real? La
derivada es uno de los conceptos matematicos con mayor aplicacidn a los problemas de la vida diaria,
es por ello que se introduce desde el nivel de secundaria definido como lo hizo Cauchy, sin embargo
esta definicién implica problemas y dificultad tanto en la ensefianza como en el aprendizaje, ya
gue incluye el concepto de limite. Ante dicha situacion dada la existencia de otras definiciones de
la derivada, que pueden facilitar la comprension del concepto, es una buena alternativa hacer uso,
por ejemplo, de la derivada a la Caratheodory, la cual se basa en procesos de factorizacidn y ha sido
utilizada para simplificar los procesos de demostracidon de teoremas muy conocidos. El presente
trabajo pretende elaborar material didactico con el cual se pueda mostrar la utilidad de la derivada
a la Caratheodory en la definicidon de derivada, la demostracidn de los teoremas de linealidad, regla
de la cadena, algebra de derivadas (suma, producto y cociente), aplicado a funciones polindmicas
de valor real, ademas de establecer la comparacién con la derivada de Cauchy apoyados en la
interpretacién grafica; dado que no existen antecedentes de su aplicacion pedagégica y que es alli,
donde se ve la facilidad de dicha derivada frente a otras definiciones, se pretende a través de la
presentacion de un material de trabajo, que ademas de mostrar otra alternativa a los docentes
para introducir este concepto a sus estudiantes, contribuya a la construccién de un curriculo de
matematicas que proporcione diversos caminos a la hora de abordar temas tan importantes como
el de la derivada.

Marco tedrico

Factorizacién

La factorizacion es la descomposiciéon de un objeto o nimero (por ejemplo, un nimero, una matriz
0 un polinomio) en el producto de otros objetos mas pequefios (llamados factores), que al ser
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multiplicados resulta el objeto original. El caso que sera mas utilizado para encontrar la derivada a
la Caratheodory es:
a-b'=(a-b)@'+a?b+..ab"?+b"";eN

Recordemos que a” - b" siempre es divisible por(a- b); Vn € N.

Funcion
Una funcién de X'en Y, es una relaciéon de X en Y que asocia a cada elemento de X un Unico elemento
de Y. Es decir, si

a=b=f(a)=f(b); donde a,b e X

Dominio
El dominio de /" es el conjunto de existencia de la misma, es decir, los elementos para los cuales la
funcidén esta definida, se denota como Df={x € X; A ye ¥, f(x) =y}

Rango

El rango de f'esta formada por los valores que alcanza la misma. Es el conjunto de todos los objetos
transformados, se denota como Rf={y € ¥; Ix X, f(x) =y}

Funcién polinédmica de valor real

Si el dominio de una funcion es un intervalo de la recta real la funcidon se denominara real, ademas si
fesdelaformaf(x) =a x"+a  x"'+..+a +a,donde a € R, lafuncién se dice polinémica de valor
real.

Limite de una funcidn
Decimos que el limite de la funcién f'es L cuando x tiende a q, y lo escribimos como:

lim f{x)=L
X—=a
Sidado un €>0, existe un 6 >0, tal que se puede encontrar x suficientemente cerca de a de tal forma
que f(x) esta también suficientemente cerca de L, es decir:
Si lx-al<é=If(x)-Ll<e

Continuidad de una funcién en un punto

Se dice que /- X — R es continuaena X, si V € >0, existe un 6 > 0 donde = min {6,6,}, tal que:
Si Ix-al<éd=If(x)-f ()l <e

Continuidad de una funcién

Se dice que f'es continua si f'es continua Va e X

Derivada segun cauchy

La derivada de f'en a es el valor de la pendiente de la recta que es tangente al punto g, y se denota
como:
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o I Joo)-fa)
f (a)*hmx»a x-a siellimite existe.
Derivada segun caratheodory

Seaf: U ->Rdonde U es un abierto, entonces fes diferenciable en el sentido de Caratheodory si
existe una funcién Q)f.:]&%]& , de modo que se satisface que:

() - fl)= 0,()(x-a);¥ xe U

Donde (bf tiene las siguientes caracteristicas:

* ¢ es la funcion de pendientes de rectas secantes
* ¢ es una funcion continua
° (l)f(a) es el valor de la derivada de f'en a, es decir f"(a) = ¢f(a)

Teorema del valor medio
Sea f una funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b) entonces existe un ¢ € (a,b) tal que:

Fle)= f(a)a_-Jb‘(b)

Geométricamente, existe un punto tal que la pendiente de la recta que es tangente a él, es igual al
valor de la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (a, (@) y (b, f(b)).

Ensefianza del calculo

Martinez de la Rosa (2001) nos muestra claramente que la definicién de derivada de Cauchy no es
sencilla en el sentido de calculos de limites y dada la importancia de que las Matematicas se tiene
el disponer de una imagen intuitiva de un concepto formal no trivial, parece natural plantearse
otra estrategia docente de la habitual en lo que a este concepto se refiere, intentando dotar a la
definicidon de Cauchy de una visualizacidn que permita su mejor asimilacion en las primeras fases del
aprendizaje y que se centre en su aspecto fundamental asi como de evitar muchas dificultades que
se presentan a través de otras miradas a esta nocién como la de Caratheodory, ademas de considerar
la interpretacidn geométrica de la definiciéon de Cauchy como el punto inicial para motivar la idea
de que es posible definir la derivada usando distintas configuraciones. Generalmente, dentro de
la ensefianza del célculo, la derivada de Cauchy y la demostracién de los teoremas del algebra de
derivadas, linealidad y regla de la cadena, se hacen a partir de la misma, sin embargo, resultan
tediosas y extensas, lo cual podemos evitar usando la nocién de derivada de Caratheodory, aunque
existen referencias sobre su fundamentacion tedrica aln no se ha trabajado a nivel practico.

Investigaciones anteriores

En el Departamento de Matematicas de la Universidad de Cundinamarca sede Fusagasuga, se
han venido adelantando procesos de investigacién en la parte disciplinar de la misma, como en
la demostracion de teoremas fundamentales del cdlculo usando la definicion de derivada a la
Caratheodory, que anteriormente se habian hecho usando la definicion de derivada de Cauchy,
Cubillos (2008) plantea a continuacion una de ellos:

Teorema: Regla de la cadena

Si f es diferenciable en a y g es diferenciable en f'(a) ; entonces gof es diferenciable enay

(gof) (@) =g f((@) f @)
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Demostracidn
Sea f: R" - R™diferenciable en a e R"; y sea g: R™ ->R" diferenciable en f'(a)e R™, entonces

gl (@) - g @) =6, (F () (F () - (F (@) = 0.0 (x)) &,(x) (x-a)

Donde ¢, esla funcién derivada parafenay o esla funcién derivada para g en f'(a). Dado que y es
continua en f'(a) y ¢ es continua en a, tenemos que gof es diferenciable en a. Mds aun:

(gof)'(a) =V (f(a) ¢ (a) =g'(f (@) [ (a)
Metodologia
El objetivo de nuestra investigacion es elaborar material diddctico que contribuya a la comprension
de la definicién de derivada, dando a conocer un concepto de gran utilidad pero muy poco usado en
el aula, como lo es la derivada de Caratheodory, dirigido a estudiantes de un primer curso de calculo
de nivel universitario y secundaria, la metodologia que mejor se adapta es la cualitativa, ya que sus
caracteristicas nos permitiran: realizar nuevos hallazgos en las ventajas que presenta la definicién de
derivada de Caratheodory, no reducir la investigacion a variables tales como nimero de estudiantes,
influencia del profesor, niintensidad horaria del curso, comprender las dificultades en el aprendizaje
de la derivada y proporcionar otra alternativa de ensefianza, sin profundizar en las causas que
originan tales dificultades, no tomar una poblacién representativa, sino analizar a profundidad una
muestra significativa que proporcione la informacién requerida para el estudio, abrir paso a nuevas
lineas de investigacion acerca de la aplicacidn en el aula de la derivada a la Caratheodory y despertar
interés en docentes y estudiantes por nuevas formas de abordar la derivada.
Para la recoleccion de datos haremos una lectura y analisis de las investigaciones previas sobre la
derivada segun Caratheodory y los estudios ya realizados sobre la ensefianza del calculo a fin de
tener una base tedrica para llevar a cabo el trabajo, luego de esto usaremos la aplicacién de una
prueba diagnostica que permitird identificar las falencias en el aprendizaje de la derivada, lo cual
dard paso a la elaboracidn del material didactico que una vez disefiado sera aplicado de tal forma
gue se identifiquen las mejoras necesarias para la elaboracién final de éstas.
Los avances en la investigacion han sido dados por consultas bibliograficas y adaptacién de algunas
demostraciones de teoremas del algebra de derivadas de un primer curso de calculo universitario e
inicio de la elaboracion del borrador de la prueba diagndstica que posteriormente aplicaremos.

Analisis de datos

Hasta el momento los datos analizados han sido aquellos extraidos de las investigaciones ya
realizadas, los cuales nos han permitido identificar cuales son los aspectos de la derivada de
Caratheodory que pueden ser llevados a los niveles propuestos en esta investigacion (primer curso
de calculo universitario y secundaria), asi se han adaptado algunos teoremas del algebra de derivadas
de variable real, tendiendo inicialmente a funciones polindmicas, encontrando que aunque esta
derivada se puede aplicar a las demas funciones su manejo requiere de conceptos y definiciones que
aun no son tratados en los niveles en los que basaremos nuestro estudio.

Conclusiones
e Al analizar lainformacién de las investigaciones ya realizadas sobre la derivada a la Caratheodory,
encontramos que para su ensefianza en un primer curso de calculo son necesarios conceptos
previos que aun no se tienen en este nivel, por lo cual el estudio se centrara en las funciones
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polindmicas de variable real, pues con estas se puede evidenciar la facilidad en las demostraciones
ya que su desarrollo requiere tan solo de un manejo algebraico sin hacer uso del limite que
muchas veces causa dificultad tanto en la ensefianza como en el aprendizaje de la derivada.

e Con la realizacion de este trabajo, lo que pretendemos logra es mostrar otra alternativa en
la ensefianza de la derivada, a través de la definicion dada por Caratheodory, ademas de dar
a conocer a docentes y estudiantes los estudios ya realizados en el tema y las ventajas que
presenta; disefiando para ello material didactico que permita la transformacion de los resultados
ya obtenidos al nivel de un primer curso de calculo.

e El estudio permitird contribuir en la renovacién del curriculo de matematicas, proponiendo
diversas alternativas de abordar un tema como el de la derivada, aportando herramientas de
ensefianza que contribuyan a ello.
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