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H EMOS DEJADO PARA EL FINAL aquella resoluciéon por la que comienza
la mayoria del profesorado de Matemadticas: la basada en el uso del
Ciélculo Diferencial. Siempre que hemos propuesto el problema que
plantedbamos en la primera entrega en algin curso o seminario, la forma
de abordarlo ha sido echando mano de las derivadas para la busqueda
de extremos de determinada funcién drea. Como se habla de enmarcar
un cuadro de 3 m de perimetro, siempre han comenzado pensando en
formas rectangulares, por lo que el problema que se planteaban solia ser
el siguiente:

Entre todos los rectdngulos de igual perimetro P, el cuadrado de lado P/4 es el que
encierra la mayor drea.

Y la forma de abordar la solucién era, mds o menos, como sigue.

b

Si denominamos b y b a las dimensiones del rectingulo, puesto que el
perimetro es P, serd P = 2b + 2h. Su area en funcion de b sera:
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Consideramos entonces la funcion real de variable real:

A(b)=P§- b? b EO0,P/2]
TALLER Puesto que A(b) = P/2 — 2b, A(b) = 0 si y solo si b = P/4. Ademas
DE A”(P/4) < 0, luego para b = P/4, la funcién tiene un maximo local.
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De hecho es un maximo global de la funcion A(b), ya que
éste o se alcanza en los extremos del intervalo o en su
interior, pero en los extremos hay valores minimos:
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Si b = P/4, entonces h = P/4; es decir, el rectingulo de

mayor area, entre los de un mismo perimetro 7, es el cua-
drado de lado P/4.

Bien, ya hay una solucion. Rapidamente se piensa en que
es el circulo de longitud P el que mayor drea encierra. Sin
embargo, la prueba correspondiente al crecimiento del
area para poligonos regulares a medida que aumenta el
numero de lados no es inmediata. Esta serd nuestra, por
ahora, ultima resolucion parcial del problema y despedi-
remos al actual equipo director de SUMA haciendo las
reflexiones finales y, tal y como anunciamos en su dia,
planteando el enunciado actual sobre el que se sigue bus-
cando solucion.

Comencemos por el caso mas sencillo: el poligono regu-

lar de menor nimero de lados.

Entre todos los trigngulos de igual perimetro P, el triangulo equi-
latero de lado P/3 es el que encierra mayor érea.

Recordando la férmula de Herodn, el drea de un tridngulo
de lados a, by c es:
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donde P es el perimetro de dicho tridngulo.

Como c<a+ b=P—c, entonces 2¢ < Py por tanto ¢ < P/2.
Anilogamente podemos ver que b < P/2 y que a < P/2.

Para resolver el problema planteado, deberiamos encon-
trar el maximo de la funcion:
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con (a,b,c) CEFO,%: ¥FO,§: ¥FO,§:

g (a,b,o) =

con la ligadura P = a + b + ¢. Observamos que maximizar
g, es equivalente a maximizar:

g,(a,b, c)——EE- a_Ef- bN_EE- c
2E2 2 2

Calcularemos entonces los extremos de la funcion:

g, (a, bc)—EEﬁ— a, Eﬂ- b:EE- c
2E2 2 2

con (abc)CEEO ¥E0P ¥Eo

con la ligadura P=a + b + c.

Introduciendo la ligadura en la funcién a optimizar, pues-
to que a = P — b — ¢, se tratard de calcular el maximo de
la funcion de dos variables:
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con (b, c) GE{EO,gz ¥ FO,%:

La existencia del valor maximo de la funcion g esta ase-
gurada por el teorema de Weierstrass ya que g es una fun-
cién continua en un conjunto compacto del plano.

Analizaremos los puntos criticos interiores del dominio de
la funcién y posteriormente los de la frontera.

Empezamos pues, buscando los puntos criticos de la fun-
cion g en (0,P/2) x (0,P/2). Como:

87g(b ) = P(2b+c-4P)(2(;- P)
P(b+2c- P)2b- P)
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y en consecuencia el sistema:
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tiene como unicas soluciones los pares (0, P/2), (P/3, P/3),
(P/2, 0) 6 (P/2, P/2).

En consecuencia el Gnico punto critico de la funcién g en
(0, P/2) x (0, P/2) es (P/3, P/3).

La frontera de (b, ¢) € [0, P/2] x [0, P/2] esta formada por
los cuatro segmentos: b =0 con 0” ¢” P/2, b = P/2 con
0”7 c¢c” P2,c=0con0” b” P/2,c=P/2con0” b"” P/2.

Ast el estudio de los puntos donde las funciones reales de
una variable real siguientes alcanzan sus extremos:
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nos llevara considerar los puntos (0, 0), (0, P/2), (P/2, 0)
y (P/2, P/2). teniendo en cuenta que:
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el maximo absoluto de la funcion g sera:

P4

432
obtenido para b = P/3 y ¢ = P/3. En consecuencia serd a
= P - P/3- P/3 = P/3.
Por tanto el tridngulo de perimetro P de drea maxima sera
el tridngulo equildtero de lados P/3.

3Qué relacién existe entre las dreas de dos poligonos regulares
con distintos lados e igual perimetro P2

Segin vimos en el nimero 37 de SUMA, el drea de un
poligono regular de 7 lados y perimetro P es:
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Consideramos la funcion real de variable real:

PZ
g(x)= —— conx (H3,* )
4x~tg£
X

que es continua y derivable. Veamos que la funcion g es
creciente en [3, © ). Para ello comprobaremos que g’(x) > 0
sixe [3,°):

p? -ctgﬂ P2p~cosec2£
"(x) = - T+ T =0n
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Veamos ahora que no existe x € [3, °) que satisfaga la dlti-
ma ecuacion. Para ello consideramos la funcion:

2p 2p

n(x) = —- sen — para x E3,* )
X X
Derivando tenemos:
2
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n'(x):_l+7x:OD
x? x?
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-1+cos—p=OD
X

2
2P - 2pm  con m entero
X

es decir si x = 1/m, siendo m un entero no nulo. Como esto
no puede ocurrir, tenemos que 72°(x) T 0 para x € [3, °).
Puesto que 7 es continua y derivable en [3, °) n serd
decreciente o creciente.

Como:

. _l_ Py . -
)lclﬁErI}%n(x)—6(5\3+4p)>O y brEI}n(x) 0

la funcion n serd decreciente en [3, °) y ademas:

2p-senz—p>0 para x (3, )
x x

n(x) =

En consecuencia g'(x) T 0 para x € [3, °), y por tanto la
funcién continua y derivable g serd creciente o decrecien-
te en [3, °).

Como:
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la funcion g sera creciente en [3, © ).

En consecuencia si 7, < n,son dos nimeros naturales,
entonces g(n)) < g(n,), es decir el drea del poligono regu-
lar de perimetro P con 7, lados es menor que el del poli-
gono regular de perimetro P con 7, lados.



